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NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


COXCOIIRS  DES  «  ^'OllYEL^ES  AXIALES  »  POIR  i903. 


Sujet. 


On  considère  deux  complexes  linéaires  en  invo- 
lution  K  et\^. 

1°  Soit  Q  une  quadrique  dont  chaque  système 
de  génératrices  appartient  à  Vun  de  ces  com- 
plexes. Par  les  points  communs  à  trois  d'entre 
elles,  il  en  passe  généralement  une  simple  infi- 
nité d'autres  :  on  dira  qu' elles  forment  un  sys- 
tème de  quadriques  Q. 

A  tout  système  de  quadriques  Q  en  correspond 
un  autre,  tel  que  toute  quadrique  de  Vun  de  ces 
système  touche  toute  quadrique  de  Vautre. 

2°  L'enveloppe  commune  des  quadriques  de 
ces  deux  systèmes  est  une  surface  de  Kummer. 

3°  Toute  surface  de  Kummer  est  susceptible 
de  cette  double  génération.  Chercher  de  combien 
de  manières. 

4"  Propriétés  corrélatives. 

5°  On  considère  toutes  les  surfaces  de  Kum- 
mer, ]E,  conjuguées  aux  deux  complexes  linéaires 


(G) 

en  involution  A  cl  B.  //  îiy  en  a  généralement 
qu'une  qui  touche  neuf  droites  de  l'un  de  ces 
complexes. 

6''  Toutes  celles  qui  touchent  huit  droites  du 
complexe  A,  par  exemple,  en  touchent  générale- 
ment une  infinité  d'autres,  formant  une  surface 
du  huitième  ordre. 

7"  Celles  qui  touchent  sept  droites  du  com- 
plexe A  touchent,  outre  les  conjuguées  de  ces 
sept  droites  par  rapport  à  B,  un  huitième  couple 
de  droites  appartenant  à  A  et  conjuguées  par 
rapport  à  B. 

8°  Les  droites  bilangentes  à  une  surface  S  et 
communes  aux  complexes  A  et  B  engendrent 
deux  surfaces  distinctes  du  quatrième  ordre,  cir- 
conscrites à  ^  le  long  des  lignes  asymptotiques 
particulières,  (a)  et  ([3),  qui  appartiennent  res- 
pectivement aux  complexes  A  eZ  B. 

9**  La  courbe  (a),  par  exemple,  est  générale- 
ment définie  par  huit  de  ses  points;  mais  sept 
d'entre  eux  en  déterminent  neuf  autres. 

lo"  //  existe  une  famille  de  surfaces  H  admet- 
tant la  môme  ligne  asymptotique  (a).  Les  quatre 
complexes  linéaires,  en  involution  deux  à  deux, 
ainsi  qu'avec  A  et  P,  auxquels  chacune  de  ces 
surfaces  est  conjuguée,  sont  fixes. 

Il"//  n'existe  qu  une  surface  de  cette  famille 
tangente  à  une  génératrice  de  B.  Il  en  existe 
trois  bilangentes  à  une  droite  du  complexe  A, 
et  les  trois  couples  de  points  de  contact  forment 
deux  à  deux  des  divisions  harmoniques. 


(  7  ) 
i'^°  Les  génératrices  de  A,  qui  touchent  à  la 
fois  deux  surfaces  de  la  famille  en  question,  les 
touchent  suivant  des  lignes  asyniptotiqws. 

Conditions. 

Le  Con(;oTirs  est  ouvert  à  tons  les  lecteurs  des  Nou- 
velles Annales  de  MalhêniaLiques . 

Le  nieilleuf  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  j)iofit  de  l'auteur  : 

i"   A  un  crédit  de  9,00''"  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
Catalogue  de  M,  Gaulliier-Villars  ; 
y"  A  la  publication  du  Mémoire; 
3"   A  un  tirage  à  part  gratuit  de  100  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvi'nus  à  la  Rédaction 
avant  le  3i  décendyre  190.3,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment counaitre,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  Ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
j)artir  du  3i  dccenihre  icjoS  et  après  le  jugement  pro- 
noncé. 

Aucune  limite  n'est  (jxée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  jugesdu  Concours.  Chacun  conqirendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  Travail  trop  étendu  serait 
matériellement  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i*'"  février  190^,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 


(  8  ) 
La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  iMémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  connaître 
sans  retard  s'il  désire  que  la  publication  de  son  travail 
ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom.  Les  Rédacteurs. 


[02e] 

RAYO.\  DE  COIIRBIRE  mU  COURBE  PLAXE. 
REMARQLES  ET  COXSTRlCTIOi\S; 

pah  m.  g.-a.  lais  a  a  t. 


I               y" 
\.   On  connaît  l'expression  —  = de  la  cour- 

l)ure  d'une  courbe  plane,  rapportée  à  des  coordonnées 
rectangulaires,  en  un  point  M(x,jj^)  {fig-  i)-  En  appe- 
lant a  l'angle  d'inclinaison  de  la  tangente  en  M  sur  l'axe 
des  X,  on  peut  écrire 

—  =y"cos3a         ou  Rcos3a=-^' 

R       -^  y 

Si  donc  on  projette;  le  centre  de  courbure  C  en  D,  sur 


(9) 
l'ordonnée  de  M,  puis  D  en  E  sur  la  normale,  puis  E  en  F 
sur  l'ordonnée,  le  segment  MF  représentera  l'expres- 
sion -L-  Réciproquement,  si  l'on  connaît/',  on  pourra 
construire  le  segment  MF,  et  l'on  obtiendra  C  par  la 

Fig.  I. 


construction  inverse,  c'est-à-dire  en  menant  FE  paral- 
lèle à  Ox  jusqu'à  la  normale,  ED  parallèle  à  la  tan- 
gente jus(pi'à  l'ordonnée,  et  l)G  parallèle  à  Ox  jusqu'à 
la  normale. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  aussi,  en  tenant  compte 

des  signes, 

I 

R  sin^a  = i> 

la  notation  x"  représentant  ^-  Donc  la  construction 
des  droites  CD, ,  D,  E, ,  E,  F, ,  analogue  à  la  précédente, 
donnera  en  MF,  l'expression  géométrique  de  ^,;  ^^ 
réciproquement,  si  l'on  connaît  x\  la  construction 
inverse  donnera  C. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 


Xo  =  X  -\- 


yo=y 


y"  cos'^a 


(    >o   ) 
On    vcrHie    eu    oulrc    les    rclalioiis,    d'ailleurs    hiea 
connues, 

3""  tang=*3:  -^ y"  =■  o,         x" -{- y"  col-'a  =  o, 

et  l'on  obtient  aussi  très  aisément,  eu  eoiisidérant  le 
iriangle  jNlCD ,  l'expression  syinéliique  suivant»!  du 
lajoii  de  courbure,  qui  est  peut-ètte  nouvelle  : 


R  = 


[(^"f-(7 


Ces  remarques  permettent  donc  : 

Connaissant  le  rayon  de  courbure  et  la  normale,  de 
construire  les  deux  dérivées  secondes  .r",  y"  ; 

Connaissant  l'une  des  dérivées  secondes  et  la  nor- 
male, de  construire  l'autre  dérivée  seconde  et  le  rayon 
de  couibnre^ 

Connaissant  les  deux  dérivées  secondes,  de  calculer 
le  rayon  de  courbure  et  la  direction  de  la  normale 
(mais  non  de  construire  ces  éléments  avec  la  règle  et 
le  compas). 

11  serait  facile  d'appliquer  ces  considérations  aux 
rayons  de  courbure  d'un  grand  nombre  de  courbes, 
et  en  particulier  aux.  paraboles  d'ordre  quelconque, 

f{x)  étant  un  polynôme  entier;  dans  ce  cas  on  trouve 
des  résultais  renianjuablement  simples.  Mais,  pour 
abréger,  nous  nous  bornons  à  cette  simple  indication. 
On  remarquera  cniin  qu'une  courbe  étant  donnée,  si 
on  la  rapporte  à  un  système  quelconque  d'axes  rectan- 
gulaires, et  si  l'on  fait  tourner  ces  axes,  l'extrémité  F 

du  segment  MF  = -^77  porté  sur  l'oidonnée  décrit  une 


(  M  ) 

courbe  définie  par  rc(Hi?iiioii  polaire  jMF  =  11cos^0.  Il 
eu  est  (le  même  pour  le  lieu  décrit  par  F,  exirémilé 
de  MF,  =  4- 


2.  Uue  construclîou  du  tuèmc  genre,  bien  rpie  moins 
inliiilive,  peut  être  obtenue  pour  le  cas  des  coordon- 
nées polaires.  Ou  sait  eu  efl'et  qu'alors  le  rayon  de 
courbure  II  est  donné  pni-  la  formule 


(1) 


R 


(ri^r'-iyi 


Soient  {Jig-  a)  Ox  l'axe  polaire,  IM  le  point  consi- 
rif 


déré,  C  le  centre  de  courbure,  ON  la  sous-noi  niale,  ]NQ 
une  perpendiculaire  à  JNM;  soient  enfin,  sur  le  rayon 
vecteur  OM,  ZO  éf^al  à  la  dérivée  seconde  /"  fouruie 
par  Téquatiou,  et  QR  =  ZQ. 
On  a 


OM  =  /•, 


ON 


NM  =  s/'i 


Q0  = 


/• 


QM=^^^^^,  CM  =  R, 


QR  =  ZQ  =  ZO  —  QO  =  r"  — 


Dès  lors,  la  relation  (i)  j)eut  s'écrire 


CM  = 


i\\Mî 


^Mi-\-  OM  .QO  —  OM  .ZO  ' 


(  »2  ) 

d'où 


CM        NM2                 I 

QM 

NM        OM   QM  +  QO  - 

-ZO  ~  QM  — ZQ 
QM 

QM 

-  QM  —  OR 

"^  RM 

Les  deux  triangles  MCQ,  MNR  sont  donc  semblables, 
c'est-à-dire  que  les  droites  CQ,  NR  sont  parallèles.  On 
peut  encore  remarquer  que  la  parallèle  ZK  à  ces  deux 
droites  coupe  la  normale  en  un  point  K  tel  que  le  mi- 
lieu du  segment  KN  est  le  centre  de  courbure  C. 

La. construction  qui  précède  permet,  soit  d'obtenir 
le  centre  de  courbure  quand  on  a  la  dérivée  seconde, 
soit  de  construire  cette  dérivée  seconde  ZO  lorsqu'on 
connaît,  au  point  correspondant  M,  le  centre  de  cour- 
bure. 

Il  est  évident  qu'en  tout  ceci  la  direction  de  l'axe 
polaire  Ox  n'intervient  en  rien.  Mais  si  l'on  se  donne 
une  courbe  entièrement  déterminée,  et  qu'on  veuille 
la  rapporter  à  un  système  de  coordonnées  polaires,  la 
position  de  l'origine  O  impoilera  lieaucoup. 

Supposons  d'abord  qu'on  connaisse  à  la  fois  la  nor- 
male MN  =  n  et  le  rayon  de  courbure  MC  =  11.  Alors, 
l'origine  se  déplacera  sur  un  cercle  de  diamètre  ]\M. 
En  outre,  en  posant  OMN  =  w,  on  aura 


MZ 
MQ  ~ 

MK 

'  MC 

ou 

MZ                2 

COSO)  =   - 

n 

R- 
R 

n 

le 

sorte  que 

le  point 

Z  décrit  une 

droite 

ZD 

p^ 

a 

tangente. 

La  dérivée  seconde  ZO  est  donc  représentée  par  le 
segment  intercepté  sur  uikî  sécante  INIOZ  par  le  (cercle 
et  la  drdiie  ZI),  lors([ue  cette  sécante  tourne  autour  du 
point  M. 


(  «'^  ) 

Quand  le  point  O  varie  sur  la  droite  MO,  alors  oj  est 
constant,  et  n  variable;  on  a  toujours  la  relation 


MZ 


qui  montre  comnient  sont  liées  l(;s  variations  des  points  Z 
et  N  sur  le  rayon  vecteur  et  la  normale. 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  l'origine 
est  située  sur  la  normale,  qui  coïncide  alois  avec  le 
rayon  vecteur  5  dans  ce  cas,  les  points  O,  N,  Q  coïn- 
cident, OR  représente  la  dérivée  seconde,  OM  est 
moyenne  proportionnelle  entre  CM  et  PiM,  en  sort(; 
qu'on  a 

r  —  /' 

résultat  qui  se  déduit  d'ailleurs  immédiatement  de  l'ex- 
pression générale,  en  y  faisant  ;'=  o,  et  qui  est  d'une 
construction  aussi  simple  que  possible. 


[K2c] 
DEMONSTRATION  DE  LA  CONSTItUCTION  TROIVÉE  PAR 
IIAMILTON    POIR    DÉTERMINER    LE    POINT    (HJ    LE 
CERCLE  DES  NEl'F  POINTS  D'UN  TRIANGLE  TOICIIE 
LE  CERCLE  INSCRIT; 

Par  m.  canon. 


Gérono,  en  i865,  a  donné  dans  ce  Journal  une 
démonstration  géométrique  de  cette  construction ,  à 
laquelle  Hamilton  était  arrivé  analytiquement. 

En  voici  une  autre  plus  courte  que  celle  de  Gérono. 


(  M  ) 

Soient 
A  un  sommet  du  Iriangle; 
M  le  milieu  du  côlé  opposé  ; 
E  le  point  de  contact  de  ce  coté  et  du  cercle  inscrit  (I) 

de  centre  I  ; 
P  le  pied  de  la  hauteur  AP. 

Menons  la  paiallèle  EK  à  INII,  et  appelons  L  le  point 
où  ItC  coupe  MP.  On  a 

UI  _  LE 
TÊ  ~  LF  ' 
d'où 

LE'  =  LP.LM. 
Le  point  L  appartient  donc  à  la  tangente  menée  au 

N 


M  E  P  C  L 

ecîrcle  (I)  et  au  cercle  tics  neuf  [xtinls  en  lenr  point  di; 
contact  r. 

La  droite!  qui  va  de  A  au  jxdnt  F,  diamétralement 
opposé  à  l'L,  est  parallèle  à  Mil),  par  snil(;  AJ)  t:st  égal 
à  lE.  La  parallèle  GAPi  à  IL  donne  (i  et  K;  segment  FG 
est  aussi  égal  à  JF. 

Menons  la  droite  EA(^),  jusipi'à  sa  rencontre  O  avec 
la  parallèle  (jO  à  EUL   ci    la  droile    liN    parallèlement 


(  ^^  ) 

à  EA  qui  coupe  GQ  en  N.  On  a 

RL  _  GI  _  GN 
LE  ~  ÏË  ~  ÎSQ' 

ce  qui  nionlre  que  N,  A,  L  sont  en  ligne  droite. 

Le  point  J,  milieu  de  IF,  est,  par  rapport  à  (I),  le 
pôle  de  GN,  puisque 

IJ.IG  =Ïf'. 

La  pejpendiculaiie  JU  à  liV  est  la  polaire  de  N,  elK; 
coupe  la  perpendiculaiie  ET  à  IL  au  [)oiiit  U  qui  est  le 
pôle  de  iSAL.  La  polaire  de  A  passe  donc  par  U.  La 
droite  AE  passe  par  le  milieu  V  de  IIJ  et  alors  la 
droite  JV  est  parallèle  à  FD  et  à  IK. 

Dans  le  triangle  JNE,  la  dioite  EUT  est  une  hau- 
teur, de  niènie  JU  perpendiculaire  à  E\  ,  la  droite  \U 
est  alors  perpendiculaire  à  EJ. 

Nous  voyons  ainsi  que  la  polaire  de  A,  par  rapport 
à  (I),  et  la  parallèle  à  MP,  à  égales  distances  de  cette 
droite  et  de  A,  se  couj)ent  eu  un  point  U  qui,  avec  E, 
détermine  la  droite  EUT. 

Autrement  dit  :  La  dioite,  qui  joint  les  points  de 
contact  avec  (I)  des  côtés  AB,  AC  du  triangle,  et  In 
dioite,  qui  joint  les  milieux  de  ces  côtés,  se  coupent 
en  un  point  U  :  la  droite  EU  rencontre  le  cercle  (I) 
au  point  F  cherché. 

C'est  là  la  construction  d'Hamilton. 

lleniarques.  —  Dans  le  courant  de  cette  démonstra- 
tion nous  a\ons  trouvé  des  constructions  de  Y  :  ce  point 
est  le  symétrique  de  E  par  l'apport  à  IL;  il  est  à  la  ren- 
contre de  (I),  soit  avec  la  j)arallèle  FD  à  IL,  soit  avec  la 
droite  qui  va  de  F  au  milieu  de  AI. 

La  dioite  IL  peut  s'obtenir  en  joignant  le  point  I  au 
point  K,  cxlrémilé  du  scguient  AK  égal  à  FE. 


[P3b] 


(   '6  ) 


iVOTE  SUR  L' INVERSION; 

Par  m.  R.  BRIGARD. 


L'inversion  appliquée  à  ujie  surface  fait  corres- 
pondre aux  lignes  de  courbure  de  cette  surface  les 
lignes  de  courbure  de  la  surface  inverse. 

Ce  théorème  fondamental  peut  être  établi  de  diverses 
manières,  par  l'Analyse  et  la  Géométrie.  Je  ne  sais  si 
l'on  en  donne  la  démonstration  bien  simple  que  voici  : 

Soient  (S)  et  (S')  deux  surfaces  inverses  par  rapport 
au  point  O,  ni  et  m'  deux  points  correspondants,  appar- 
tenant respectivement  à  ces  surfaces.  On  sait  que  la 
normale  à  (S)  en  m  et  la  normale  à  (S')  en  m'  se  ren- 
contrent et  font  le  même  angle,  avec  mm' .  Soit  ]x  le 
point  d'intersection  de  ces  deux  noimales.  On  a 

[J,  771  =   IJL  m' . 

Si  donc  le  point  m  se  déplace  sur  (S),  le  point  u. 
décrira  la  surface  (S),  lieu  des  points  équidislants  de  (S) 
et  de  (S').  Comme  il  est  bien  connu,  le  plan  (iM),  tan- 
gent .'i  (2)  en  [j.,  passe  par  la  droite  I),  commune  au 
plan  (P),  tangent  à  (S)  en  m,  et  au  plan  (P'),  tangent 
à  (S')  en  m' . 

Cela  posé,  faisons  décrire  à  tn  une  ligne  de  cour- 
bure C  de  (S).  Les  points  m'  et  [x  décriront  en  même 
temps  des  courbes  C  et  F,  situées  respectivement  sur 
(S')  et  (i]).  Soient  mt^  ir^ t\  [xt,  les  tangentes  à  C,  C, 
r,  respectivement  aux  points  m,  /?/,  ij..  mm!  engendre 
un  cône,  mt  et  m! i'  se  rencontrent  donc,  et  leur  point 
d'intersection  a  appartient  à  D. 


(   17  ) 

mu.  engendre  une  développable  [puisque  C  est  ligne 
de  courbure  de  (S),  par  hypothèse],  nit  et  [j.t  se  ren- 
contrent donc,  et  leur  point  d'intersection,  situé  sur  D, 
se  confond  nécessairement  avec  a. 

Il  en  résulte  que  m' t'  et  u.-:  se  rencontrent.  La  nor- 
male ni' \i.  engendre  donc  une  développable,  et  C  est 
bien  une  ligne  de  courbure  de  (S').  c.  q.  f.  d. 

Soit  to  le  centre  de  courbure  principal  de  (S)  en  m, 
relativement  à  la  direction  principale  mt.  Soit,  de 
même  w',  .... 

On  reconnaît  aisément  que  les  points  O,  co,  oj',  sont 
en  ligne  droite. 

En  eiîet,  lorsque  m  décrit  C,  la  droite  m\x  est  tan- 
gente en  h)  à  l'arête  de  rebroussenient  de  la  développable 
qu'elle  engendre.  De  même,  lorsque  m'  décrit  C,  .... 
Le  plan  {Omni'  u.)  reste  donc  tangent  à  ces  deux  arêtes 
de  rebroussement,  respectivement  aux  points  to  et  co  . 
Il  en  résulte  que  sa  caractéristique  contient  les  points  co 
et  lo'.  Or  elle  contient  aussi  le  point  O.  Donc,  etc. 


[I19c] 

SIR  L'ÉQUATION  x^  +  y^  + z'=t^; 

Par  m.  d.  MIRIMANOFF, 

Privat-docent  à  l'Université  de  Genève. 


On  sait  que  l'équation 

n'admet  pas  de  solutions  entières  (Fermât,  Legendre). 
Mais  considérons  l'étiuatioii  plus  générale 

(I)  x'^-^r^^  z^=  /■•>, 

Ann.  de  Mathéniat.,  4'  série,  t.  III.  (Janvier  190.3.)  2 


(   i8   ) 
qui  présente  une  certaine  analogie  avec  l'équation  clas- 
sique 

Euler,  le  premier,  prouva  que  l'équation  (i )  admet 
une  infinité  de  solutions  entières  (').  Il  montra,  de 
plus,  que  toutes  les  solutions  de  (i),  entières  ou  non, 
s'expriment  en  fonction  entière  de  quatre  paramètres. 

En  1841 ,  Binet  (C.  R.,  t.  XII)  lit  voir  que  le  nombre 
de  ces  paramètres  pouvait  être  réduit  à  deux. 

Enfin  Hermite,  dans  une  Note  qui  fut  insérée  dans 
ces  Annales  mômes  (2''  série,  t.  II,  18^2),  montra  que 
les  formules  d'Euler  simplifiées  par  Binet  pouvaient 
être  déduites  d'une  propriété  générale  des  surfaces  du 
troisième  ordre. 

Essayons  d'établir  ces  résultats  d'une  manière  plus 
directe. 

Au  lieu  de  l'équation  (i),  considérons,  comme  l'a 
déjà  fait  Hermite,  la  suivante  : 

(2)  x^-hy^=  -3+  P, 
qui  se  ramène  à 

(3)  ^'3-4-j'3=   ^'S-f.  i, 

en  posant 

,  ^  ,  Y  ,3 

t  -^         t  t 

Soient  a  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité, 
j3  =  a-  sa  conjuguée.  L'équation  (3)  peut  s'éciire 

(4)  {x'—\){x'—  i){x'—  P)+j/'3=  z'K 
Appelons  K.  l'ensemble  de  toutes  les  fonctions  raliou- 

(  '  )  En  voici  une  :  x  =;  3,  y  =  4,  z  =  ô,  <  =  6. 


(  '9  ) 

iielles  (à  coefllcieuls  entiers)  de  a,  ou  bien  l'ensemble 

des  nombres  de  la  forme  a  +  h\J —  3,  a  et  h  étant  des 

fractions  ordinaires  quelconques  positives  ou  négatives. 

Posons 

J7'=     M(.r'— a)+     p(j:.'_|3), 
/   z  —  u^{x — a.) -\- vxi^x' — p). 

A  tout  système  de  valeurs  x' ^  y\  z'  (solutions  ou  non), 
sauf  ^'=  a,  [3,  correspond  un  système  u,  ^  et  un  seui. 
Si  x' ,  y',  z'  appartiennent  au  domaine  K,  u,  v  en  font 
partie  aussi. 

Portons  maintenant  les  valeurs  (5)  dans  (4).  L'équa- 
tion (4)  ainsi  transformée  ne  contiendra  pas  les  cubes 
de  u{x'  ~  a)  et  v{x' ~  [i);  elle  sera,  de  plus,  divisible 
par  {x' — a)  (a;' — j6).  Divisons-la  par  ce  produit.  Le 
degré  de  l'équation  par  rapport  à  x'  se  réduit  à  i  et,  par 
conséquent,  toutes  les  racines  x'  différentes  de  a  et  [3 
sont  fonctions  rationnelles  de  i<  et  t^  (à  coefficients  appar- 
tenant au  domaine  K). 

On  a 

,  _   I  +  3  (  P  —  I  )  uv^-  -h  3  (  a  —  i)u^v 


(6) 


H-  3(1  —  a)m>'^-^-  3(i  —  |3)M-^i^ 


Désignons  le  dénominateur  de  x'  par  D. 
Eu  vertu  de  (5),  y'  et  ;;'  sont,  de  même  que  x\  fonc- 
tions I  ationnelles  des  paramètres  u  et  v, 

,  _  (i  —  a}ff  H-  (i  —  ^)p  —  9»^'^ 

r  -~  j3  > 

,_  (  jj  —  1  ) ;<  -r-  ( g  —  \)v  —  ()u-i>^- 
X  -         -  -  . 

On  obtient  ainsi  toutes  les  solutions  de  ré(|uat!on  (3), 
sauf  x'  =L  a,  (3,  en  donnant  aux  paramètres  u,  v  des  va- 
leurs quelconques. 

Soluiioiis    réelles.    —    Pour    que    a.',  y' ^    z'    soient 


(   ^o  ) 
réelles,  il  faut  et  il  suffit  [en  vertu  de  (5)]  que  ii  -h  ^', 
^a  -h  ap,  au  H-  [ii^  soient  réels;  u  est  donc  le  conjugué 
de  V. 

Posons  |jw  +  ai^  =  rt,  u  -\-  v  =  b,  d'où 

r,                        r                       «--t-  ab  -1-  b'^ 
au  -i-  pv  =  —  a  —  o,  uv  = 

Les  formules  (6)  deviennent 


(7)  r 


, 

{a"- 

-~  ab  -^ 

62)( 

a-t- 

ib)  —  \ 

«3 

-63. 

—  i 

, 

(a- 

H-  «6  +  62)2- 

—  a 

—  ib 

a-i- 

-63- 

-  I 

(a^' 

-1-  a6  -r- 

62)2. 

—  a 

+  6 

a3  —  63  -  I 

et  l'on  retombe  sur  les  expressions  obtenues  par  Her- 
mite,  d'où  l'on  déduit  très  simplement  la  première  série 
des  formules  de  Binet. 

On  obtient  toutes  les  solutions  réelles  de  (3)  en  don- 
nant aux  paramètres  a ,  b  des  valeurs  réelles  quel- 
conques. 

-r>                    .                   a  -^  ib  6  —  a  ,,    , 

Posons  maintenant =/^7  — 5 —  =  ^,  d  ou 

a=p  —  2^,         b=p-i-q. 

Les  formules  (7)  deviennent 

(8)  I  "        1  +  99(P^—P9-^^J-)' 


et  l'on  retombe,  en  revenant  à  l'équatiou  (2),  sur  la 
deuxième  série  des  formules  de  Binet. 

Solutions   rationnelles.    —    Si  x\    y\    z'   sont    des 
nombres  rationnels,  les  paramètres  {/,  b  et  /j,  rj  sont, 


(  2>  ) 

en  vertu  de  (5),  rationnels  aussi.  On  obtient  donc 
toutes  les  solutions  rationnelles  de  (3)  en  donnant  aux 
paramètres  «,  b  ou  /?,  cj  des  valeurs  rationnelles  quel- 
conques. 

A  toute  solution  rationnelle  de  (3)  correspond  une 
solution  entière  de  (2)  en  multipliant  parle  dénomi- 
nateur des  trois  fractions  de  (3).  On  en  déduit  facile- 
ment des  formules  générales  donnant  toutes  les  solu- 
tions entières  de  (2). 


[J2f] 

M  PARADOXE  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS; 

Par  m.  R.  de  MONTESSUS. 


Dans  son  Traité  du  Calcul  des  prohabilités,  J.  Ber- 
trand se  propose  de  rechercher  la  probabilité  pour 
qu'une  corde  quelconque  d'un  cercle  soit  plus  grande 
que  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  et,  à  ce 
propos,  le  célèbre  géomètre  résout  les  (rois  problèmes 
particuliers  que  voici  : 

I.  D'un  point  quelconque  A,  pris  à  l'intérieur  d'une 
circoîiférence  O  et  sur  un  diamètre  déterminé  xOy^ 
on  mène  une  corde  jyerpendiculaire  à  ce  diamètre. 
Quelle  est  la  probabilité  pour  que  cette  corde  soit 
plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit 
dans  la  circonférence? 

Réponse  :  -• 

II.  D' un  point  quelconque  B,  pris  sur  une  circonjé- 
rence,  on  mène  une  corde  quelconque.  Quelle  est  la 


(  ^^  ) 

probabilité  pour  que  cette  corde  soit  plus  grande  que 
le  côté  du  triangle  équilatcral  inscit? 

Réponse  :  ^■ 

III.  D'uji  point  quelconque  C,  intérieur  à  une  cir- 
conférence, on  mène  une  corde  perpendiculaire  au 
rayon  OC.  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  cette 
corde  soit  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équi- 
latéral  inscrit? 

I 

4' 


Réponse 


De  la  divergence  de  ces  réponses  J.  Bertrand  conclut 
que  le  problème  de  la  probabilité  pour  qu'une  corde 
quelconque  d'un  cercle  soit  plus  grande  que  le  côté 
du  triangle  équilatéral  inscrit  est  une  question  «  mal 
posée  ))  ;  M.  H.  Poincaré  dirait  plutôt  que  «  le  bon  sens 
ne  suffit  pas  ici  pour  nous  apprendre  quelle  con^'ention 
il  faut  faire  ». 

]Nous  faisons,  en  eilet,  une  convention  en  disant  que 
le  problème  de  Bertrand  est  identique  à  l'un  des  trois 
problèmes  résolus  au  début.  Nous  convenons  que  les 
cordes  dont  on  compare  les  longueurs  sont  construites 
d'inie  façon  déternnnée  :  et  il  se  trouve  que  la  solution 
du  problème  dépend  de  ce  mode  de  construction. 

En  quoi  la  solution  du  problème  de  Bertrand  dépend- 
elle  du  mode  de  construction?  En  ce  qu'il  n'est  pas  de 
comparaison  possible  entre  les  évaluations  des  nombres 
de  cordes  résultant  de  procédés  de  construction  dif- 
férents. Cette  impossibilité,  évidente  s'il  s'agit  d'un 
nombre  de  cordes  limité,  s'étend  d'elle-même  au  cas 
d'un  nombre  de  cordes  illimité. 

Tout  au  plus  peut-on  prendre  des  conventions  plus 
larges  que  celles  admises  dans  les  trois  problèmes  traités 
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au  début  :  chercher,  par  exemple,  la  probabilité  pour 
qu'une  corde  menée  d'un  point  quelconque  d'un  dia- 
mètre déterminé  xOy  d'une  circonférence  O  soit  plus 
grande  que  le  côlé  du  triangle  équilatéral  inscrit  ou, 
mieux  encore,  la  probabilité  pour  qu'une  corde  menée 
d'un  point  quelconque  du  plan  de  la  circonférence 
vérifie  la  condition  imposée. 

Ces  problèmes  sont  faciles  à  traiter.  Nous  y  trouve- 
rons lieu  de  confirmer  l'indétermination  du  problème 
de  Bertrand. 

PiioBLiiME  I.  —  D  un  point  quelconque  M  situé  sur 
un  diamètre  déterminé  et  indéfini  xX)y  d'un  cercle  O 


de  rayo?i  i ,  on  mène  une  corde  quelconque  ;  quelle  est 
la  prohabilité  pour  que  cette  corde  soit  plus  grande 
que  le  côlé  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le 
cercle  ? 


Le  point  M  peut  se  trouver  soit  entre  les  points  O 
et  H,  H  milieu  du  rayon  OA,  soit  entre  les  points  H 
et  A,  soit  au  delà  du  point  A. 

Dans  le  deuxième  cas,  les  cordes  menées  de  Ma  sont 
plus  grandes  que  le  côté  du  triangle  équilatéral  si  elles 


(  ^4  ) 

tombent  dans  l'un  des  angles  PMoO,  RMa  A  définis  par 
les  cordes  PMoQ,  RMoS  égales  au  côi.é  du  triangle 
équilaléral.  Au  contraire,  les  cordes  qu'il  est  possible 
de  mener  de  O  tombent  dans  l'un  des  angles  PM2a:, 
RMoP,  yM^B..  Ici,  le  nombre  des  cas  favorables  est 
représenté  par  la  somme  d'angles 

PMiX -^  RMi A  =  P M^x -i-  AM^q  =  iP M^x  =  '2-  —  16 M2 Q, 
et  le  nombre  des  cas  possibles  par 

P  M2  07  -i-  R  M2  P  +  j'  M2  R  =  -. 
Soit  OM2=X5  le  triangle  OM2Q  donne 

OQ  37  I  37 


sinOMaQ        sinMjQO  sinOM2Q        sin-(ou- 


et 


OM2Q  =  arc  sin  — < 


On  remarquera  que  l'angle  OMoQ  est  obtus;  si  donc 
on  prend  pour  arc  sin  la  détermination  comprise  entre  o 

et  -  ^  on  devra  écriie 
2 

OM2Q  =  TT  —  arc  sin 

zx 

Il  en  résulte  que  le  nombre  des  cas  favorables  est  repré- 
senté par 

T 

2  arc  sin 


Dans  le  premier  cas,  toutes  les  cordes  vérifient  la 
condition  imposée;  le  nombre  des  cas  possibles  étant 
représenté  par  71,  comme  précédemment,  le  nombre  des 
cas  favorables  sera  également  représenté  par  ti. 
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Dans  le  troisième  cas,    où  l'on  prendra  OMi=y^ 

si  M3T,  M3KL  sont  respeclivenienl  la  tangente  et  la 

corde   égale    au    côté   du    triangle   équiiatéral    menées 

de   M3 ,    les   nombres   des  cas    favorables   et  possibles 

seront  représentés  par  les  angles  OM3R,   TM3O.  Le 
triangle  OKM3  donne 


d'où 


donc 


de  plus, 


sinOliUK  _  sin  QKM3 
ÔK        ~       OM3      ' 

^-^  sin  LKO  (  ou  sin 


sinOM,K  = 


y 


Ô  M3  K  =  arc  sin  —  : 


0T  =  OMasinTMjO         et         TM3O  =  arc  sin  -  • 

y 

Ainsi,  pour  un  point  M2,  situé  à  la  distance  x  du 

centre,  -   <  x  <<  1 ,   ^«  probabilité  d'une  corde  plus 

grande  que  le  côté  du  triangle  équiiatéral  sera 

.      I  /  .1 

•2 arc  sin —        /  arc  sin  — 

•IX  \  IX  \ 

I  <  <-, 

■K  S 

pour  un  point  M3,  situé  à  la  distance  y  du  centre,  la 
probabilité  sera 

arc  sin  — 

3< TT 

arc  sin  — 

y 

La  probabilité  est  donc  fonction  de  la  distance  du 
point  m  au  centre. 


(  ^6  ) 

Revenons  au  calcul  de  la  probabilité  poui-  un  point  M 
occupant  une  position  quelconf|ue  sur  un  segment 
OP  =  a  de  la  droite  xOy. 

Partageons  OH  en  n  parties  égales  par  les  points  H, , 
Ho,  . . . ,  H„_, ,  situés  aux  distances 


I 

n 

, 

Xi—  — 

in 

2/i 

_  n  —  I 

X,i-\  =   


du    point    O   et    prolongeons  cette    division    jusqu'au 

point  A  par  les  poiuts  H//^.) ,  ^^n^2i    ■  •  •  •>  Hm-i  d'ab- 
scisses 

I  I 


Xn+i 

2 

r 

-+- 

in 
1 

Xn+2 

9. 

an' 

I 

n  —  I 

X2n-i 

= 

— 

-+- 

■2 

•xn 

et  enfin  jusqu'au  point  P  par  les  points  A,,  Aj,  ..., 
kp  d'abscisses 


y-m  +  i  ^  IH ■> 

m 


yîn+i  =  i-\-  ■ — 

9.  /l 


y,„^,=  i+£. 


L'ensemble   des   cas    favorables  sera    pour    les    points 

X\  ^    .  .  .  ,  Xf,_\   . 

(n  — 1)7:; 

pour  les  points  Xn+\  >  >^«+2>  •  •  •  ?  ^-iu-k  • 

=  2/1- 

2 


J=2/i  — 1 

2  arc  sin  — 


(  ^^7  ) 
pour  les  points  j)-„2+i  »  J'2/(+2>  •  •  •  ^  .J'2n+p 


^     arc  sin 


/  =  2  n  +  I 


I 


tandis  que  les  ensembles  des  cas  possibles  seront  res- 
pectivement 


(/i  — i)7T,     (n  —  i)Tr,  %      arc  sin 


j  ^in  +  p 

I 

arc  sin 


/  =i2n  +  l 

La  probabilité   pour  l'ensemble  des  points   considérés 
sera  donc 

i  =  i>i  —  1  j  =z1n  +  p 

In  —  1)7:+       7       2 arc  sin H       >       arc  sin 

^  iXi  Ad  lyj 

/  =  n  4-  1 /  =  2  n  +  1 

;=2n+p 

2(/i  —  I  )ir -h        7       arc  sin  — 

;  =  2/H-l 

Or, 

7y+i  — ry  =  ^'+1  —  ^i  =  t;:  .' 


écrivant  l'expression  précédente  comme  suit  : 

(■  =  2  n  +  1  j  =  1n-\-p 

K'"")"^      2     ^arc  sin  ^(^,,1-^0+     ^     r^^-^^'"'~^'^'^ 

/  =  n  -(- 1  /'  —  2  n  4-  1 ^^ 


('~^)"~*"      2      arcsiny^(jKy+i-ry) 


/r=2n  +  l 


il   résulte,   en   faisant   croître  n   indéfiniment,   que   la 

formule 

,1 


-  -f-    /      2  arc  sin  —  dx  -\-    1     arc  sin  —  dy 


P  = 


r  +    1      arc  sin  — 


^<r 


(  ^8  ) 
représente  la  probabilité  pour  qu'une  corde  quelconque 
menée  d'un  point  pris  au  hasard  sur  le  segment 

OX  =  «  >  I 

soit  plus    grande  que  le  côté  du    triangle  équilaléral 
inscrit. 

Si  l'on  observe  que 

/  arc  sin  —  dx  =  x  arc  sin 1-  a  log ^  K/   \  ~  )    —  '     ' 

on  pourra  écrire 

^  -. —  log(9.  -t-  1/3)  -I-  a  arc  sin ! —  log(2a  -,-  Jla'^—\) 

_  3         2       °  '2  rt         2       °  ■ 

—  -T-  a  arc  sin h  log(a  -h  \/a- —  i  ) 

Si  a  tend  vers  l'infini,    «arc  sin-    a  une  limite    finie 
et  P  a  par  suite  même  limite  que 

-l0g(2«-^  v/4«2_,) 


log(a  -f-  sj a''-—  i) 

soit  -  :       ' 

Ainsi,  -  est  la  probabilité  pour  qu'une  corde  menée 

à  un  cercle  d'un  point  quelconque  d'une  droite  indé- 
finie, déterminée  et  hotJiogène  passant  par  son  centre, 
soit  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilaléral 
inscrit  dans  ce  cercle. 

Problème  II.  —  D'un  point  quelconque  du  plan 
d'un  cercle  O  de  rayon  i,  on  mène  une  corde  quel- 
conque à  ce  cercle  ;  quelle  est  la  probabilité  pour  que 
celle  corde  soit  plus  grande  que  le  côté  du  triangle 
équilaléral  inscrit  dans  ce  cercle? 


(  ^-9  ) 

Aux  chances  X  et  ^j,  trouvées  tout  à  l'heure  pour  un 
point  situé  sur  la  droite  xOy  et  à  la  distance  d  du 
centre  de  la  circonférence,  il  faudra  substituer  les 
chances  X.iTzd^  ^.iizd  de  l'ensemble  des  points  dont 
la  distance  au  centre  de  cette  même  circonférence  est 
précisément  d. 

On  obtiendra  ainsi  les  expressions 

k=zl  i  =  n  +  \  /  =  2  n  + 1 

Â  =  n  —  1  z  =  2n  —  1  )  =  2n  +  p 

et 


V     TCTi-^      "N      -Kj,  arc  sin -y- 


Jf     dx  -h  X   I     nx  arc  sin  —  c/j;  -\-    \      Y  ai'C  sin  —  o?k 

2 

Si  l'on  observe  que 


/ 


.    a    ,          37^           .a         a    / — 
•r  arc  sin  —  dx  =  —  arc  sin 1 —  vx'^ 

X  2  37  2 


on  trouvera  que  la  prohabilité  pour  qu  une  corde  quel- 
conque menée  d\ui  point  cjuelconque  intérieur  à  un 
cercle  de  rayon  a  [a '^  i),  concentrique  au  cercle  O^ 
soit  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral 
inscrit  est 


1/3  —  -  -I-  4  a2  arc  sin H  s/Tct^ 

3  la 


4  —  2TÏ  4-  4  a'^  arc  sin h  4  /«-  —  i 


a 


L\  PROBABILITÉ  KST  EJVCOIIK    UNK    FOJVCTION   DU  JVOMBRE  <7. 


(  3o  ) 
La  limite  de  celle  expression,   quand  a    tend   vers 
l'infini,  est-  :  La  probabilité  pour  (ju  une  coirle  qiiel- 
conqiie  menée    d'un  point,   quelconque   du  plan   soit 

plus  grande  que  le  côté  du   triangle  équilatéral  est 

I 
encore  -• 

•2 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  problème  dépend  d'une  con- 
vention  arbitraire  et,  pour  cette  raison,  il  admet  une 
ijNFiJNiTÉ  de  solutions. 

Au  l'ail,  considérons,  par  exemple,  les  deux  opéra- 
lions  suivantes  qui  chacune  matérialisent  le  problème 
de  Bertrand  : 

a.  On  lance  une  bille  dans  un  canal  creusé  le  long 
d'une  circonférence;  on  la  fixe  en  son  point  d'arrêt; 
on  lui  adapte  un  index  rectiligne  quon  lance  autour 
de  ce  point  connue  pivot. 

b.  On  lance  une  bille  sur  le  plan  d'un  cercle  limité 
à  la  circonférence  du  cercle  par  un  rebord  ;  on  fixe  la 
bille  en  son  point  d' arrêt  et  on  lui  adapte  un  index 
rectiligne;  on  fait  tourner  l'index  autour  de  la  bille. 

Dans  l'une  et  l'autre  de  ces  opérations,  l'index,  une 
fois  arrêté,  détermine  dans  le  cercle  une  corde  tantôt 
plus  grande,  tantôt  plus  petite  que  le  côté  du  triangle 
équilatéral  inscrit.  Cela  posé,  répétons  l'opération  a  un 
très  gi-and  nombre  de  fois  et  soit  a  le  rapport  du  nombre 
des  cordes  plus  grandes  que  le  côté  du  triangle  équila- 
téral inscrit  au  nombre  des  cordes  plus  peliies  ([ue  ce 
même  côté;  puis  repienons  l'opération  b  et  calculons 
ici  encore  le  rapport  du  nombre  des  coides  de  la  pre- 
mière catégorie  au  nombre  des  coides  de  la  seconde 
catégorie  :  on  trouvera  (jue  les  nombres  y.,  (3  tendent 
vers  des  lindtes  wojv  identiques  quand  le  nombre  des 
expériences  s'accroît  de  plus  en  plus. 


(  3i  ) 

Nous  ne  saurions  nous  en  étonner,  car,  dans  cha- 
cune de  ces  deux  calégories  d'expériences,  le  problème 
de  Bertrand  se  trouve  matérialisé  au  prix  d'une  conven- 
tion spéciale,  portant  sur  la  manière  de  lancer  la  bdle 
qui  sert  de  pivot  à  l'index. 

En  dernière  analyse,  la.  solution  du  problème  dépend 
d'une  convention.  J.  Bertrand  le  savait,  car,  nous  dit 
M.  Darboux  dans  son  bel  éloge  académique  du  maitre 
vénéré  :  «  Cette  question  l'a  préoccupé;  il  en  avait 
trouvé  la  solution,  mais  il  la  laisse  à  chercher  à  son 
lecteur  ». 


AGUÉGATIOX   DES    SCIENCES   MATHÉ^IATIOIES    (COA'COIRS 
DE  1902).  SOLITIOX  DE  LA  QlESTIO\  DE  MATHÉIATIOIES 

^™'^^'^^'         P.«M.A.VAGQUANT, 

Professeur  au    lycée   de   Nancy. 


Étant  donnée  la  surface  du  second  ordre  S  qui, 
rapportée  à  un  système  de  trois  axes  rectangulaires, 
a  pour  éqUation 

xi  v2  -2 

1-4 1 ■2  37  =  0, 

abc 

on  considère  les  deux  coniques  G  et  C  d'intersection 
de  cette  surface  par  les  plans  xOy  et  xOz^  et  une 
droite  D  située  dans  le  planyOz  et  passant  par  V  ori- 
gine des  coordonnées . 

\°  Trouver  l'équation  de  tout  plan  P  tel  que,  si  M 
est  l'un  de  ses  points  d'intersection  avec  la  conique  C, 
M'  Vun  de  ses  points  d'intersection  avec  la  conique  C, 
et  N  son  point  d'intersection  avec  la  droite  D,  les  trois 
points  M,  IM',  N  soient  en  Ui^ne  droite. 


(  32  ) 

2°  Trouver  Penueloppe  des  plans  P. 

3*^  Trouver  le  lieu  S  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point.  Jixe  A  de  l'espace  sur  les  plans  P, 

Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  plans  Q,  pas- 
sant par  A,  qui  coupent  cette  surface  2  suivant  deux 
cercles. 

Trouver  V enveloppe  de  ces  plans  Q  et  le  lieu  de  la 
corde  commune  aux  deux  cercles. 

4"  Que  deviennent  les  résultats  précédents  dans  le 
cas  particulier  où  la  surface  du  second  ordre  S  est  un 
paraboloïde? 

I.    Les  équations  de  la  droite  D  étant 
37  =  o,        y  —  /n^  =  o, 

considérons  le  plan  défini  parla  droite  D  et  la  droite  MM'N 
ou  A  ;  l'équation  de  ce  plan  est  de  la  forme 

y  —  mz  —  a  :r  =  o. 
Les  équations  de  la  conique  C  sont 

"-    .    .>'■ 


^  =  o, 


b 


Le  plan  (D,  A)  coupe  cette  conique  C  au  point  O  et 
au  point  M  dont  les  coordonnées  x^^  y,  se  déduisent 
des  équations  précédentes 


lab  labi 


b  -h  aa.'^  -^  b  -\-  a  a^ 

Les  é(|uations  de  la  conique  C  étant 


X-         z- 

1 IX  =  o, 

a  c 


les  coordonnées  Xo,  z^  du  point  iNl'  seront 


Xi  = 


(  33  ) 
Si 

ux  -{-  vy  -h  wz  4-1  =  0 

est  l'équation  d'un  plan  P,  en  exprimant  que  les  points  M 
et  M'  sont  dans  ce  plan,  on  a  les  deux  conditions 

(i)  labu       -\-%abav       -h  ù       -r-aa2=o, 

(  2  )  2  acm-  Il  —  3  acm  a  w  +  crn'^  -t-  a  a-  =  o. 

En  tirant  de  ces  équations  u  et  ^v,  l'équation  d'un 
plan  P  s'écrit 

•2. ab u -h  b -h  a 'X-  -lacm^u -^  cm- -h  aoL- 

iix y  -1 s  4-  I  =  o 

lab'x  •"  lacma 

ou 

labcmaiix  —  cm{iabu  -{-  b  -h  a a'^ ) y 

-t-  b{2ac/7i-u  -+-  crn^  ■+■  aotr)z  -{-  labcni  a  =  o 
OU  encore 

(   -1  abc  mu  {eux — vH-;«2) 
(3)  ^  -^  ' 

\       —  cm{b  -H  a'x^)y  -f-  b(cm^--\-  a'x'^)z  -\-  labcmy.  =  o. 

Elle  renferme  deux  paramètres  u  et  a. 

II.  Glierclions  d'abord  l'enveloppe  des  plans  P  en 
coordonnées  ponctuelles.  Il  suffit  d'éliminer  u  et  a  entre 
l'équation  (3)  et  ses  dérivées  par  rapport  à  u  et  a,  sa- 
voir 

(  3 )'  01 X  —  y  -Jr-  mz  =  o. 

Ci)"        labcniux  —  iacin%y — labi-z-k-  labcni  =  o, 

En  tenant  (-onipte  de  (3)'  l'équation  (o)  ne  renfer- 
mera plus  le  paramètre  a\  elle  devient 

(i7.'^{b  z  —  cm  y  )  -\-  i  abc  m  a  4-  bcm  {mz  —  y)  =  o. 

Remplaçant  dans  cette  équation  a  par  sa  valeur  tirée 
Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  l.  III.  (Janvier  igoS.)  3 


(  34  ) 
de  l'éqiialion  (3)',  on  obtient  l'enveloppe  demandée 


— j  {y  —  m  z)-  {  b z  —  cmy  ) 


,        (y  —  niz)        ,        , 
labcni  -^ h  bcm{mz  — ^;  =  o, 


qui  se  décompose  dans  le  plan 

y  —  mz  =  o, 

c'est-à-diie  le  plan  xOTi  (pii  contient  rinfinité  des 
dioites  A  qui  passent  par  le  deuxième  point  commun  O' 
aux  coniques  G  et  C,  et  l'Iiyperboloïde  H 

ai  y  —  m  z)  (b  z  —  cm  y)  -+-  labcinx  —  bcmx^  =  o 


( 4  )        a{y  —  "'  ^ )  ( c/tiy  —  b  z)  -h  bcni x(x  —  •la')  =  o. 

On  voit  les  deux  systèmes  de  génératrices  de  cet 
hyperboloïde  ;  il  passe  par  les  coniques  C,  C  et  la 
droite  D;  c'est  donc  l'iiyperboloïde  engendré  par  les 
droites  A  s'appuyanl  sur  les  coniques  C,  C  et  la 
dioile  D.  D'ailleurs  on  pouvait  remar(|uer  tout  d'abord 
que  les  droites  MM'N  ou  A  engendraient  un  bjperbo- 
loïde  H,  et  (|ue  tout  plan  P  passant  par  A  était  tangent 
à  H  ;  de  là  un  autre  procédé  de  calcul  pour  résoudre  les 
deux  premières  parties  de  la  cjuestion  :  on  considère  le 
faisceau  des  quadriques  passant  par  les  coniques  Cet  G'; 
il  a  pour  é(]uation 

X-         y-        z-  . 

1-  •■-, 1 'i.r-i-  kyz  =  o, 

abc  ^  ' 

et  l'on  prend  A  de  façon  que  cette  écpiation  leprésenle 
uiic  quadrique  passant  par  la  droite  D;  on  obtient  ainsi 
riiyperboloïde   (4)-    l-o  système  des  généralrico.s  A  est 


(  35  ) 
représenté  par  les  équations 

y  —  mz  =  OLX 
aoLicniy  —  bz)  =  bcm{ia  —  x) 

et  tout  plan  P,  passant  par  A,  a  ui.e  équation  de  la 
forme 

^{ax  — y  -+-  tnz)  -{-  a'x{ctny  —  b  z)  —  bcin{ia  ~  x)  =  o 

renfermant  deux  paramètres  a  et  ^j. 

Pour  trouver  l'équation  de  l'enveloppe  du  plan  P  en 
coordonnées  tangentielles,  il  suffit  d'éliminer  a  entre 
les  écpiations  (i)  et  (2)5  pour  cela,  éliminons  succes- 
sivement aa^  et  a  entre  ces  équations  \  on  obtient 

(i)'  {b  —  cin^)  {lan  -^  i)  -h  2aoi{bv  -h  cnnv )  =  o 

et 

—  Q.abcni^7.v  —  labonT-w  -t-  a%^{b  —  cm'-)  =  o 

ou 

( 2 )'  —  ibcnt{mv  -\'  w)  -\-  oi{b  —  cwi^ )  =  o . 

L'élimination  de  a  entre  (i)'  et  (2)'  donne  l'équation 
cherchée 

(4)'  ^abcni( mv  -+-  a>)  {bv  -+-  cmw)  -t-  {b  —  ?7ic^)-  (lau-^  i)  =  o. 

III.   Soient  Joi.'oj   "0  les  coordonnées  du  point  A  et 

ux  -^  i'y  -t-  (vz  H-  //  =  o 

l'équation  d'un  plan  P  dont  les  coordonnées  homogènes 
sont  II,  (',  w,  h.  On  trouvera  l'équation  ponctuelle  du 
lieu  S  des  pieds  R  des  perpendiculaires  issues  de  A  aux 
plans  P  en  éliminant  </,  v,  ^v,  h  entre  les  équations 

X  —  .rp  _  y  —  .Ko 
U  ~  V 

_  z  —  Zq  ^  x(x  —  x,,)  -i~y(y  — JKo)  ->-  z(z  —  Zq) 
w  —  h 

f\abcni{mv  -\-  w){bv  -^  cmw)  -H  (6  —  cm^)^  (lau/i  +  h^)  =  o. 


(  36  ) 
Pour  cela  on  remplace  dans  la  dernière  équation  zi, 
V,    w,    /i   par   des   quantités  proportionnelles  x  —  Xo, 

y—yo,  z  —  zo,  J^'{x  —  x,)-hy{y—yo)  + -(s  — ^o) 
et  l'on  a 

/  ^abcm  [w(7— JKo)  +  -  — -o]  [b{y  —  Jo) -+- cm  (  z.  —  Zq)] 
(5)     I       -}-(7>  — cw2)-2  [:r(a7  — a7o)+jK(jK— JKo)H-'3(^  — -o)] 

(        x['2a{x—  xo)  +  x(x  —  Xo)  ^j{j^  —J'o)  -^  ^(^  —  ■^o)]  =  o. 

Cette  surface  S  est  du  quatrième  ordre,  bicirculaire; 
elle  admet  A  pour  point  double  :  c'est  aussi  une  surface 
anallagmatique.  Ces  résultats  sont  connus,  car  la  sur- 
face S  étant  la  podaire  de  l'hyperboloïde  H  est  aussi 
l'inverse  de  la  quadrique  polaire  réciproque  de  H  par 
rapport  à  une  sphèie  de  centre  A.  Le  cône  des  tangentes 
au  point  double  A  est  le  cône  supplémentaire  du  cône 
circonscrit  à  H  de  sommet  A. 

Il  existe  une  infinité  de  plans  Q,  passant  par  A,  et 
coupant  la  surface  S  suivant  deux  cercb-s.  Pour  le  voir, 
considérons  les  plans  P  passant  par  une  droite  A;  pour 
ces  plans,  le  lieu  de  E  est  un  cercle  de  centre  tu,  de 
diamètre  AB,  en  désignant  par  B  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  A  sur  A;  le  plan  Q  de  ce  cercle 
est  le  plan  mené  par  A  perpendiculairement  à  A.  En 
considérant  la  génératrice  A'  de  l'hyperboloïde  H  paral- 
lèle à  A,  on  a,  dans  le  même  plan  Q,  un  cercle  de 
centre  oj'  de  diamètre  AB',  le  point  B'  étant  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  A'.  Donc  tout 
plan  Q  qui  j)asse  par  A  et  qui  est  perpendiculaire  à 
une  génératrice  A  ou  A'  de  H  coupe  2  suivant  deux 
cercles. 

Une  génératrice  A  de  H  élant  parallèle  à  vme  géné- 
ratrice du  cône  asymptote  F  de  H,  les  plans  Q  perpen- 
diculaires aux  génératrices  du  cône  F  envelopperont  le 
cône  F'  sup|)lén)enlaire  de  I^  et  de  sommet  A. 


(  37  ) 
La  corde  commune  AA'  aux  deux  cercles  w  et  lo' 
situés  dans  un  plan  Q  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres  low'  et  par  suite  à  la  droite  BB'  parallèle  à  tooj'; 
mais  les  deux  plans  BAB'  ou  Q  et  (A,  A')  étant  per- 
pendiculaires, comme  AA'  est  perpendiculaire  à  leur 
intersection  BB',  AA'  est  aussi  perpendiculaire  au 
plan  (A,  A')  c[ui  est  tangent  au  cône  asymptote  F  de  H-, 
donc  le  lieu  de  A  A'  est  le  cône  Y'  supplémentaire  de  F, 
de  sommet  A,  enveloppé  par  les  plans  Q;  de  plus,  un 
plan  Q  touche  le  cône  F'  le  long  de  la  corde  AA'  située 
dans  ce  plan  Q. 

IV.  Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  du  second 
ordre  S  est  un  paraboloïde  S(  représenté  par  l'équation 

y2  -2 

-4 1 la:  =z  o, 

b  c 

il  suffit  de  suppose)"  -  =:  o,  ou  «  =  oc,  et  de  voir  ce  que 

deviennent  les  équations  trouvées  dans  le  cas  précédent. 
L'équation  (3)  du  plan  P  devient 

(P)  7.bcniu{y.x  — y  -^  inz)  —  cm  'x^y  -h  ba- z  -\-  i  bcniot.  =  o. 

L'enveloppe  de  ce  plan  est  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique f,  ayant  pour  équation  en  coordonnées  ponctuelles 

(t))  (y  —  mz)  (c/ny  —  bz)  —  ibcinx  =  o, 

et  en  coordonnées  tangentielles 

(tj)'     ibcin{mv  -\-  w )  {bv  -¥-  cinv)  -+-  {b  —  cm-Yiih  =  o. 

La  surface  podaire  ^i  de  ce  paraboloïde  relative  au 
point  A  est  du  troisième  ordre;  c'est  un  cyclide cubique 
ayant  pour  équation 

j  ■j.bcm[m( y  —  r„)  -H  -  —  -o]  [^iy  — Jo)  +  cm(z  —  Zo)\ 

i       -^(b  —  cni^y{x  ~Xo)  [x{x  —  To)-hy(y—yo)-hz(z  —  z^)]  =  o. 


(  38  ) 

Le  cône  asymptote  de  riijperboloïde  H  est  remplacé 
par  l'ensemble  des  plans  directeurs  ra,  et  ttto  du  parabo- 
loïde  Tj.  Les  plans  Q  deviennent  des  plans  passant 
par  A  et  perpendiculaires  à  l'un  ou  l'autre  des  plans 
directeurs  de  Ti.  Un  plan  Q,  perpendiculaire  à  un  plan 
directeur,  coupe  Dj  suivant  un  cercle  et  une  droite, 
issue  de  A,  perpendiculaire  à  ce  plan  directeur. 

En  effet,  une  droite  MM'N  ou  A  reste  parallèle  au 
plan  directeur  ra,   ayant  pour  équation 

en  y —  62  =  0. 

Considérons,  comme  précédemment,  les  plans  P 
passant  par  A;  le  lieu  des  pieds  E  des  perpendiculaires 
issues  de  A  à  ces  plans  P  est  le  cercle  de  centre  oj,  dé 
diamètre  AB,  en  désignant  par  B  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  A  sur  A;  le  plan  Q  de  ce  cercle 
est  le  plan  mené  par  A  perpendiculairement  à  A  ;  le 
plan  Q  est  perpendiculaire  au  plan  ttj,  parallèle  à  A 
et  il  contient  la  perpendiculaire  AA'  à  m,  ;  cette  per- 
pendiculaire AA'  appartient  à  I!|  comme  on  le  voit  en 
supposant  que  la  droite  A  s'éloigne  à  l'inlini;  le  dia- 
mètre AB  du  cercle  <ji  devient  infini  et  ce  cercle  devient 
la  droite  AA'. 

Si  Ton  considère  ensuite  les  génératrices  A'  du  para- 
boloïde  -^  parallèles  au  plan  directeur  too  (  r  —  niz  ^  o), 
on  voit,  de  la  même  manière,  qu'un  plan  Q  perpendicu- 
laire à  JJ5.2  coupe  2|  suivant  un  cercle  et  une  droite  A  A", 
issue  de  A  et  perpendiculaire  à  cto. 

Enfin  l'enveloppe  des  plans  Q  qui  passent  par  les 
droites  AA'  ou  AA"  se  compose  de  ces  deux  droites; 
on  peut  dire  aussi  que  ces  droites  remplacent  les  cordes 
communes  aux  cercles  w  et  w'  du  cas  précédent. 

On  peut  ajouter  que  l'existence  de  ces  plans  Q  et 
leurs  propriétés  se  voient  sur  l'équation  (-1). 
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CERTIFICAT  DE  CHROXOMÉTRIE. 


Besançon. 

Balancier  compensateur.  —  Théorie  des  balanciers  com- 
pensateurs à  lame  bimétallique.  (Juillet  1902.) 

Le  balancier  d'un  chronomètre  étant  supposé  rigide,  on 
demande  cVévaluer  la  perturbation  que  l'inertie  du  spiral 
apporte  à  l'isochronisme.  On  admettra  que  l'isochronisme 
statique  soit  pi-éparé  par  l'emploi  d'un  spiral  cylindrique 
Philipps;  mais  on  supposera  que  le  nombre  des  spires  soit 
assez  grand  pour  que,  malgré  ses  courbes  terminales,  le 
spiral  puisse  être  regardé  comme  sensiblement  cylindrique 
dans  tout  son  ensemble. 

Épreuve  pratique  {commune  aux  certificats  de  Mécanique 
rationnelle  et  de  Chronométrie).  —  1°  On  envisage  deux 
systèmes,  semblables  dans  leur  composition  géométrique 
{rapport  de  similitude  a),  semblables  dans  leur  composi- 
tion matérielle  {rapport  des  masses  concentrées  sur  les  élé- 
ments géométriquement  semblables  ^),  semblables  dans  les 
forces  qui  sollicitent  ces  mêmes  éléments  {rapport  de  ces 
forces  0);  montrer  que  par  un  choix  convenable  des 
vitesses  initiales  les  déplacements  du  second  système  seront 
continuellement  semblables  aux  déplacements  du  premier 
système,  mais  emploieront  des  durées  dont  le  rapport  y  aux 
durées  des  déplacements  homologues  de  ce  système  véri- 
fiera la  relation 

•>."  Cfn  artiste  reproduit  aveuglément  un  chronomètre  de 
MATIÈRE  DONNÉE,  mais  il  le  reproduit  à  une  échelle  linéaire  n; 
faire  voir  que  si  l'on  négligeait  les  résistances  passives  et 
SI  LES  PIÈCES  sont  BIEN  AXÉES,  de  manière  que  la  pesanteur 
n'influe  pas  sur  les  mouvements  des  deux  pièces,  ces  mouve- 
ments seront  semblables;  calculer  le  rapport  des  durées 
homologues  des  deux  instruments;  faire  voir  que  cepen- 
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dant  les  réactions  inefficaces  pour  l'entretien  du  mouve- 
ment ne  sont  pas  dans  le  même  rapport  que  les  forces  pro- 
duites par  l'élasticité  des  ressorts.  Qu'en  résulte-t-il  si  l'on 
tient  compte  des  résistances  passives  des  frottements  de 
glissement'.'  On  néglige  les  résistances  au  roulement. 

(Novembre  1902.) 


CERTIFICAT  DE  MÉCAMOUE  PHYSIQUE  ET  EXPÉRIMEMALE. 


Paris. 


Équations  du  mouvement  intérieur  dans  un  solide  iso- 
trope. Onde  plane. 

Couples  d'éléments  cinématiques;  leurs  propriétés. 

(Octobre  1901.) 

Epreuve  écrite.  —  Equilibre  élastique  d'un  tube  cylin- 
drique de  révolution.  Expériences  de  M.  Amagat  pour 
déterminer  le  coefficient  d'élasticité  et  le  coefficient  de 
Poisson. 

Epreuve  pratique.  —  Statique  graphique  :  épure  des  ten- 
sions dans  les  barres  d'une  ferme  à  la  Polonceau. 

(Juillet  1902.) 

Epreuve  écrite.  —  Distribution  des  tensions  à  l'intérieur 
d'un  milieu  continu.  Tensions  principales  autour  d'un 
point.  Quadriques  directrices. 

Épreuve  pratique.  —  Faire  l'épure  de  la  poutre  de  War- 
ren  à  deux  appuis,  avec  charges  verticales.  Méthode  des 
nœuds.  (Octobre  1902.) 


CERTIFICAT  DE  MÉCAMQIE  APPLIQUÉE. 


Lille. 


Calcul  des  résistances  passives  dans  un  treuil  à  engre- 
nage; on  tiendra  compte  du  frottement  propre  de  Vengre- 
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nage  et  du  frottement  des  coussinets,  en  supposant  que  la 
puissance  est  donnée  sous  la  forme  d'un  couple  constant. 

(Novembre  1900.) 

Épreuve  théorique.  —  Étude  des  freins  dans  les  voitures 
automobiles  :  rôle  des  freins;  théorie  du  freinage  :  1°  par 
le  moteur;  2"  à  l'aide  de  sabots,  de  cordes  ou  de  lames 
flexibles. 

Épreuve  pratique.  —  Boite  du  mouvement  différentiel 
d'une  voiture  automobile. 

On  demande  :  1°  les  dessins  d'exécution  de  la  boite  et  des 
axes  des  pignons  d'après  un  croquis  coté  donné  ;  1°  l'épure 
des  pignons  coniques  par  le  tracé  approximatif  de  Tred- 
gold.  (Juillet  1901.) 

Première  question.  —  Etudier  pour  un  automobile  à 
essieu  d'arrière  moteur  la  répartition  de  la  charge  sur  les 
deux  essieux  pendant  le  démarrage;  déterminer  le  maxi- 
mum de  l'accélération  au  départ,  dans  des  conditions 
données  de  stabilité. 

Seconde  question.  —  Déformation  du  quadrilatère  plan 
articulé  ;  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe 
des  pivots  à  révolution  complète. 

Épreuve  pratique.  —  Exposer  sommairement  la  méthode 
de  M.  Léauté  pour  tracer  approximativement  par  arcs  de 
cercle  les  profils  d'engrenages  cylindriques. 

L'appliquer  aux  données  suivantes  : 

Grande  roue 36  dents 

Petite  roue 18  dents 

Rayon  du  cercle  primitif  de  la  petite  roue,        o'",i4 

(Novembre  1901 .) 

I.  Effets  dus  à  l'inertie  dans  les  moteurs  fixes  à  grande 
vitesse  :  diagramme  corrigé;  efforts  supportés  par  le  bâti 
(on  donnera  la  construction  de  Mohr  et  la  méthode  ana- 
lytique, en  tenant  compte  seulement  de  l'inertie  du  piston) . 
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II.  Détermination  des  dirnensions  d'un  arbre  soumis  à  la 
Jlexion  et  à  la  torsion.  (Juillet  igo'2.) 

Etudier  les  différents  modes  d^action  d'une  roue  d'auto- 
mobile selon  quelle  est  porteuse,  motrice  ou  freinée.  Eta- 
blir dans  les  trois  cas  V équation  d'écjuilibre  dynamique  de 
la  roue.  Conséquences.  (Novembre  1902.) 


CERTIFICAT  DASTROmiHE. 


Lille. 

Epreuve  théoriqie.  —  I.   Théorie  des  éclipses  de  Lune. 

(Juillet  1901 .) 


SOLITIOXS  DE  QIESTIOXS  PROPOSÉES. 


1903. 

1901,   p.    47.) 


Si  l'on  considère  les  courbes  tracées  sur  une  même  qua- 
drique,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  courbes  quel- 
conques, tangentes  à  une  même  biquadratique,  est  constant 
lorscjue  ces  courbes  appartiennent  et  un  faisceau  tel  qu  elles 
ne  coupent  la  bicjuadratique  qu'en  deux  pjoints  variables. 

(  H.  LiHuTÉ.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  Bricard. 

Ce  théorème  résulte  rie  la  proposition  suivante  : 

Soit  fiu)  une  fonction  elliptique  du  second  ordre,  con- 
struite sur  les  deux  périodes  2101,  2C02-  Si  l'on  désigne  par 
■>.k  la  somme  des  deux  pôles  de  fiu),  le  rapport  anharmo- 
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nique  des  quatre  quantités 

fik),    /(A-+a>,),     /(A-l-co,),     /(A- +0.3). 
où 

0)3  =  —   0),  —  0)2 

fs^  indépendant  de  la  fonction  f  et  a  pour  valeur 

ei—  €3 
e\  —  Cï 

en  posant,  suivant  l'usage, 

pMl=ei,  poi2=   6-2,  p  0.3=63. 

Autrement  dit,  ce  rapport  anharmonique  est  un  invariant 
absolu  pour  les  fonctions  elliptiques  du  second  ordre,  admet- 
tant des  périodes  données. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  fonctions  elliptiques 

/(")>     p{u  —  k). 

Elles  admettent  les  mêmes  périodes  20)1,  -lojo.  Il  existe  donc 
entre  elles  une  relation  algébrique,  qui  est  nécessairement 
linéaire  par  rapport  à  chacune  d'elles.  Donnons-nous,  en  effet, 
une  valeur  quelconque  a\f{u)  prendra  cette  valeur  pour  deux 
arguments  «1  et  u^  liés  par  les  relations 

U\  -\-  U2  =  2  A-, 

d'où  il  résulte 

p(u,  —  k)  =  p(u.2—k). 

Ainsi  à  une  valeur  de  f{u)  ne  correspond  qu'une  valeur 
de  p{u  —  A).  De  même. . . .  Donc,  etc. 

Il  résulte  de  là  que  Ui,  ui,  u^,  u.,  étant  quatre  arguments 
quelconques,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  valeurs  cor- 
respondantes A&  f{u)  est  égal  à  celui  des  quatre  valeurs  cor- 
respondantes de  p{u  —  k).  Faisons,  en  particulier, 

«1  =  k, 
U2=  X:  -4-  o)], 

U3=  k  -h  CO2, 

«4  =  A-  -1-  0)3. 
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On  aura 


/(Âr  +  w,)  — /(A-  +  0J2)  ■  /(A--M01)  — /(AH-to:j) 

^   pCo)  —  pt«i2    .    p(o)  —  POJ.S    _    gl  —  gj 

poji  — poj2    ■    pwi  — pt03         ei  — e,' 

C.  Q.   F.  D. 

Gela  posé,  soient  G  la  biquadratique  considérée,  20^1  et  210-2 
les  périodes  des  fonctions  elliptiques  qui  peuvent  servir  à  la 
représentation  paramétrique  de  cette  courbe,  (F)  un  faisceau 
de  courbes  algébriques  tracées  sur  les  quadriques,  et  dont  cha- 
cune ne  rencontre  G  qu'en  deux  points.  Ghaque  courbe  de  (F) 
est  déterminée  par  un  paramètre  X  qui  est  connu  lui-même 
rationnellement  si  l'on  donne  l'un  des  points  de  rencontre  de 
cette  courbe  avec  G.  Soit  u  le  paramètre  elliptique  de  ce  point. 
On  aura 

X    =/(»':, 

/  étant  une  certaine  fonction  elliptique.  En  vertu  de  l'hj^po- 
thèse  faite,  /(u)  ne  peut  prendre  la  même  valeur  que  pour 
deux  valeurs  de  it  ;  c'est  donc  une  fonction  elliptique  du  second 
ordre. 

Soit  -ik  la  somme  des  pôles  de  cette  fonction.  Les  arguments 
de  deux  points  de  G  situés  sur  une  même  courbe  (F)  satisfont 
à  la  relation 

111-+-  112=  2/1 -f- période. 

Pour  trouver  les  courbes  (Fj  tangentes  à  G,  on  fera  dans 
celte  égalité  Ui  =  u^.  On  voit  ainsi  qu'il  existe  quatre  telles 
courbes  (F),  et  que  les  arguments  des  points  de  contact  sont 

k,     k  -i-  tO],     k  -\-  W2,     k  +  103. 

Le  théorème  à  démontrer  est  maintenant  une  conséquence 
immédiate  du  lemme  établi  au  début. 

1918. 

(1901,  p.   3:16.) 

Construire  le  point  où  une  normale  à  une  parabole  coupe 
la  développée  de  celte  courbe,  en  dehors  du  point  où  elle 
est  tangente  à  la  développée.  (M.  d'Ocagne.) 
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SOLUTION 
Par  M.  E.  DuroRCQ. 

On  sait  que  les  pieds  de  trois  normales  concourantes  à  une 
parabole  forment  un  triangle  dont  le  centre  de  gravité  est  sur 
l'axe.  Soient  donc  M  le  pied  d'une  normale,  A  le  point  où  elle 
coupe  la  développée  en  dehors  du  centre  de  courbure  en  M, 
enfin  N  le  pied  de  la  normale  qui  touche  la  développée  en  A. 
Le  point  A  peut  être  considéré  comme  l'intersection  de  trois 
normales,  dont  deux  sont  confondues  et  normales  en  N,  la 
troisième  étant  la  normale  en  M.  Par  suite,  le  point  N  est  de 
l'autre  côté  que  M  par  rapport  à  l'axe,  et  à  une  distance  deux 
fois  moins  grande.  Il  est  donc  facile  à  construire  :  on  en  déduit 
la  normale  NA  et  le  point  A. 

La  construction  inverse  donnerait  le  centre  de  courbure  A 
relatif  au  point  N. 

Autres  solutions  de  MM.  Barisien,  Brocard,  Lez  et  Valdès. 
1921. 

(  1902,  p.  9fi.) 

Démontrer  que  pour  tout  nombre  entier  n  on  a  l'iné- 
galité ^  ^ 
*                                  '     2.4.6. ..an    \2 


1 .3.5. .  .in  —  I, 

des 


et  que,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  la  différence 
deux  termes  de  l'inégalité  tend  vers  zéro. 

(E.-N.  Barisien.) 


SOLUTION 
Par  M.  G.  Monnet. 


La  proposition  énoncée  se  rattache  directement   aux  pro- 
priétés de  l'intégrale  classique 


<!^(n)  =   f     sin''(.r)  dx. 
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Rappelons,  en  effet,  les  formules 

1 . 3 . 5 . . .  2  /i  —  I 


'}^{2n)         = 


2  .  4  .  6 ...  2  «  2 


2  .  4  . 6  ...  2  71 

iL  (  2  /i  H-  I  )  =  — 5—;: ; —  ' 

^^  I.3.D...2rt-+-I 

et  l'inégalité  évidente 

i^(2rt  — l)>'{'(2/i)><{'(2«-t-l)- 

Il  viendra 

2.4.6. .  .27i —  2        1.3.5. .  .2/1  — I  TC  2. 4. 6.. .2» 

1 .3.5.  .  .-în  —  I  2 . 4 . 6 . . . 2 /i       2        1 . 3 . 5 .  . . 2 /t  -1-  r 

Multiplions  les  trois  membres  par 
2 . 4 . 6 .  . .  2  n 


1 . 3 . 5 . . .  2  /i  —  I  ' 
nous  obtiendrons  les  inégalités 

2 . 4 . 6 . . .  2  /i    \  2  2  n      /     2 . 4 . 6 . . .  2  rt     \  2 


1 . 3 . 5 . . .  2  /7  —  I  /  2  /n-  I  V 1 . 3 . 5  . . .  2  /«  —  I 

qui  démontrent  la  proposition. 

QUESTIONS. 


1953.  Soient,  pour  un  point  M  d'une  courbe  (M)  quel- 
conque, /n  et  (i.  les  centres  des  deux  premières  courbures. 
MT  étant  la  tangente  en  M  à  cette  courbe,  A  une  direction 
fixe  quelconque,  on  porte  des  longueurs  égales  au  rayon  de 
courbure  m  M  en  /?iMi  et  MM2  sur  les  parallèles  à  A  menées 
par  m  et  M,  en  MM3  sur  la  tangente  MT.  Les  tangentes 
en  Ml,  M2,  M3  aux  courbes  décrites  respectivement  par  ces 
trois  points  résultent  des  théorèmes  suivants  : 

I.  La  tangente  en  M^  passe  par  M. 
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II.  La  tangente  en  M,  passe  par  le  point  de  rencontre  de 
la  tangente  MT  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  m  sur 
la  symétrique  de  Mixpar  rapport  à  la  normale  Al/n. 

III.  La  tangente  en  Ms  est  symétrique  de  M3  [J.  par  rap- 
port à  la  tangente  MM3.  (M.  d'Ocagne.) 

1954.  Trois  quadriques  Qi,  Q,,  Q3  déterminent  un  réseau 
ponctuel  de  quadriques  Q.  Les  polaires  D  d'une  droite  A  par 
rapport  aux  surfaces  Q  appartiennent  à  une  congruence  : 

1°  Les  droites  de  la  congruence  sont  en  général  les  cordes 
d'une  cubique  gauche  G; 

2°  Lorsque  A  varie,  les  cubiques  G  rencontrent  en  huit  points 
une  courbe  fixe  ; 

3"  Trouver  la  surface  S  lieu  des  droites  A  telles  que  les 
droites  D  passent  par  un  point  fixe,  et  la  courbe  lieu  de  ce 
point,  quand  A,  variant,  engendre  la  surface  S. 

(R.  Gilbert.) 

1955.  Étant  donnés  :  deux  droites  fixes  rectangulaires  Ox, 
Oy  et  un  cercle  G  qui  passe  en  O;  l'enveloppe  des  droites 
dont  les  segments,  limités  à  Ox,  Oy,  ont  leur  milieu  sur  le 
cercle  est  une  hypocycloïde  triangulaire  H3  (Nouvelles  An- 
nales, janvier  1902). 

Montrer  géométriquement  que  l'enveloppe  de  cette  courbe  H3, 
quand  le  cercle  G  de  rayon  constant  tourne  autour  du  point  O, 
est  une  hypocycloïde  quadrangulaire  H^.         (R.  Gilbert.) 

1956.  On  donne  dans  l'espace  quatre  droites  concourantes  Aj, 
A2,  A3,  A4,  et  quatre  génératrices  Di,  D-j,  D3,  D4  d'un  même 
système  d'une  quadrique  Q.  Trouver  le  lieu  d'un  point  M  tel 
que  les  quatre  plans  MDi,  MDj,  MD3,  MD4  rencontrent  A,,  Aj, 
A3,  A4  respectivement  en  quatre  points  situés  dans  un  même 
plan  P  et  l'enveloppe  de  ce  plan.  (  R.  Gilbert.) 

1957.  Une  parabole  est  bitangente  à  une  conique  donnée  S 
en  un  point  fixe  et  en  un  autre  point.  Le  lieu  du  foyer  est  une 
podaire  de  |)arabole. 

Gas  particuliers  :  i"  la  conique  donnée  S  est  une  hyperbole 
équilatère;  2"  la  conique  S  se  décompose  en  un  couple  de 
points.  (1^-  Gilbert.) 
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19o8.  D'un  point  A  d'une  hyperbole  donnée,  on  mène  des 
parallèles  aux  asymptotes  de  cette  courbe;  elles  coupent 
en  B,  C  la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M.  On  projette 
orthogonalement  A  en  P  sur  la  normale  en  IM.  Démontrer  que 
les  cercles  tels  que  PBC  passent  par  un  même  point,  quel  que 
soit  le  point  A  de  l'hyperbole.  (Mannheim.) 

1959.  Le  triangle  ABC  est  circonscrit  à  une  parabole 
donnée;  sur  la  normale  à  celte  courbe,  menée  du  point  de 
contact  de  BC,  on  projette  orthogonalement  A  en  P.  Démon- 
trer que  les  cercles,  tels  que  PBC,  passent  par  un  même  point, 
quelle  que  soit  la  position  de  A.  (Mannheim.) 

1960.  Construire  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
conique,  connaissant  la  tangente  en  ce  point  et  trois  autres 
tangentes.  (.Mannhelm.) 

1961.  Déterminer  une  expression  du  rapport  des  arcs  infi- 
niment petits  interceptés  sur  deux  courbes  données  par  des 
cercles  infiniment  voisins  dont  on  connaît  Taxe  radical. 

(Mannheim.) 


ERRATA. 

4'  série,  Tome  II,  1902.  Page  570,  douzième  ligne  en  remontant, 

au  lieu  de  : 

X  =  R  ces»,     lire  :    a;  =  R  cosa. 

Même  page,   quatrième  ligne  en  remontant,  au  lieu  de  :  où  le 
centre  touche,  lire  :  où  la  courbe  touclie. 

Page  572,  septième  ligne  en  remontant,  au  lieu  de  : 

—  {ion -\- gR)x^',     lire:     — (lo/i  +  gR)^:^. 

l'âge  573,  vingtième  ligne  en  remontant,  au  lieu  de  : 

-i-SRx{x--i- '6y-),     lire:     -t-8R.r(^- — 3j'-). 

Page  574,  dixième  ligne  en  remontant,  au  lieu  de  : 
—  2  m  sin  o,     lire  :     H-  2  m  sin  5. 
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[K12b] 
SLK  LfiS  CEKCLES  TWGE^TS  A  TROIS  CERCLES  MMU; 

Par  m.  g.  LERY. 


Je  me  propose  de  nionli-er  qu'une  métliode  de  con- 
struction donnée  par  M.  Mannlieini  (')  permet  la 
discussion  simple  et  complète  de  la  réalité  des  solutions 
et  de  la  natnre  des  contacts.  M.  Mannlieim  a  obtenu 
celte  construction  en  transformant  par  inversion  la 
solution  du  problème  correspondant  de  la  sphère;  je 
commence  par  donner  une  démonstration  directe. 


CONSTRUCTION. 


1.  Comme  M.  Fouclié  l'a  fait  (-),  j'étudie  les  cercles 
isogonaux  aux  trois  cercles  donnés  :  les  cercles  tangents 
eu  sont  des  cas  particuliers.  Les  démonstrations  sont 
simplifiées  par  l'nsage  des  angles  dirigés. 

Remarques.  —  i"  Dans  un  plan  orienté,  l'angle 
d'une  première  droite  avec  une  seconde  est  un  nombre 
algébrique  défini  à  A  tï  piès  ;  je  dirai  pour  abréger  qu'un 
angle  mulli|>le  de  tï  est  nul. 

2"  D(uiK  angles  dont  lis  côtés  origine  et  extiémile 
sont  respectivement  sjmélriijues  par  rappoit  à  une 
droite  ont  alors  une  somnui  nulle;  par  suite,  étant  don- 
nés  deux   ceii'les  C|  et  ('^  t|iii   se    coupent  en  A  et  A', 


(')  \oin\  Aiinalfs.  iS8,5,  p.  lo'^. 
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l'angle  de  C,  avec   C-,  en    A    a   une  soinme  nulle    avec 
l'angle  de  C|  avec  Cj  en  A'. 

De  même  pour  l'angle  de  deux  couib(.'S  C( ,  Co,  en  un 
point  commun  A,  et  l'angle  de  leurs  transformées  par 
une  inversion,  C,   et  C,,   au  point  inverse  A'. 

2.  Ceicles  isogonanx  à  deux  cercles  C,  Ci .  —  Soit  F 
un  tel  cercle  qui  coupe  C  en  M  et  M'.  L'angle  de  C 
avec  r  en  ]M  (;st  égal  à  l'angle  de  C,  avec  F  en  l'un  de 
leurs  deux  points  communs,  et  a  une  somme  nulle  avec 
l'angle  de  C(  et  F  en  l'autie;  soient  N'  le  premier  de 
ces  points,  ]\  le  second. 

MN  et  M'N'  se  coupent  en  un  point  O2.  L'inversion 
de  centre  O2  (jui  transforme  F  en  lui-même  ciiange  C, 
eu  un  cercle  passant  en  M  et  M'  et  y  faisant  avec  F  jus- 
tement les  mêmes  angles  que  C,  en  grandeur  et  en 
signe  ;  ce  cercle  est  C. 

En  conséquence,  O^  est  l'un  des  deux  ceiilies  diu- 
vei'sion  de  C  et  Cj  ;  sa  puissance  par  rapj)Oit  à  F  est  le 
module  ao  de  l'inversion  de  (cnlre  Oo  (pii  transforme 
C  en  C|  ;  enfin  les  points  de  rencontie  de  F  avec  C  sont 
antiliomologu(;s  par  ra[)|)ort  à  O3  de;  ceux  de  F  et  C). 
La  réei[)roque  est  évidente;  il  y  a  deux  séries  de;  cercles 
isogonanx,  (jui  coirespondent  aux  deux  centres  d'invei- 
sion  Oo,  O!,. 

Si  INIjN  est  parallèle  à  ]M'JN',  Oo  est  à  l'inlini.  L'inver- 
sion correspondante  est  remplacée  par  une  symétrie,  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  au  milieu  de  MN  ;  C  et  C, 
sont  alors  égaux. 

Si  l'on  \eut  construiic  N  antiliomologue  de  M,  il 
sullil,  (Ml  ap[)c:lant  c  et  C)  les  centres  des  deux  cei'cles, 
d(!  mener  h;  ravon  c,  //  paralièN;  à  cM,  de  même  sens  ou 
de  sens  contraire.';  la  droite  iM //  (H)upe  C,  en  N.  Le 
choix  (\u  sens  du  rayon  r,  //  ((Miespond  au   choix  pos- 
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siJ)lc  Je  1  lin  tics  deux  cciilres  d'inversion  O-yy  0„  ;  celle 
coiislruclion  ri'iul  inulile  la  consUiiclictii  préalable  de 
ces  deux  points. 

3.  Ceicles  isogonaux  à  trois  cercles  C,  Ci,  Co.  — - 
Soit  r  l'un  d'eux;  la  puissance  par  rapport  à  ce  cercle 
de  l'un  des  deux  cenires  d'inversion  de  C  et  C,,  soit  O2, 
est  le  module  a^  ;  de  même  l'un  des  deux  centres  d'in- 
version de  C)  et  C21  O  par  exemple,  a  pour  puissance 
le  module  a,  par  rapport  à  F.  F  appartient  donc  à  un 
faisceau  linéaire.  R(''cipro(|uement ,  les  cercles  de  ce 
faisceau  (jui  coiij)ent  C  sont  isogonaux  à  C  et  (>,,  et 
à  Cl   et  Co,  d'après  le  n"  2. 

Remarf|Uoiis  (|ue,  étant  isogouaux  à  C^  et  C,  la 
])uissance  [)ar  lappoit  à  eux  de  l'un  tles  deux  centres 
d'inversion  de  C  et  Co  égale  le  module  correspondant; 
ce  centre  Oi  est  sur  la  droite  OOo ,  axe  radical  du 
faisceau. 

On  a  quatre  faisceaux  de  (;eieles  isogouaux,  en  accou- 
plant l'un  des  cenires  O,  O'  à  l'un  des  ceuH-es  Oo,  O',. 

Pour  construire  un  cercle  F  isogonal  à  C,  C|,  (]o,  je 
prends  un  point  iM  sur  C,  je  construis  son  anliliomo- 
logiie  N  sur  Cl  et  l'anlilioinologue  P  de  N,  sur  Co,  après 
avoir  clioisi  les  sens  relatifs  des  layons  parallèles  des 
trois  ceicles.  i^e  cercle  JMÎNP  est  isogonal  aux  trois 
cercles.  On  a  facdcmcnl  son  second  j)oint.  de  renconlie 
avec  C  :  le  point  M/,  anlilioniologue  sur  C  du  />oinl.  P, 
apj)ailienl  en  ellèt  aux  cercles  isogonaux  .1  C  et  C^  (jui 
j)assent  en  P  cl  j)ar  raj)[)oit  aux(jncls  !<■  point  ()|  a  la 
puissance  aj  ;  c'est  donc  un  point  de  1".  Il  reste  à  pronvi-r 
(pi'il  est  distinct  de  M;  or  l'angle  de  F  avec  (^  en  M  étant 
(li'signé  [)ar  o,  ci'lui  di;  f  avei'  C|  en  ^  est  —  '^  ;  en  l'on 
a  iK;  même  ci  ;  en  M',  — es;  donc  iM'  dillèr-e  de  JM.  à 
moins  (jue  'i  ne  soil  nul. 
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4.  Solution.  —  Je  coiisidèie  l'un  des  quatre  faisceaux 
de  cercles  isogouaux,  qui  est  défini  par  le  choix  de  trois 
centres  d'iu version  O,  O,,  Oo  en  ligne  droite,  ou  par 
celui  des  sens  de  trois  layons  parallèles.  Ou  a  à  clier- 
clier  les  cercles  du  faisceau  tangents  à  C  :  ils  touche- 
ront C|  et  Co.  Je  construis  les  axes  radicaux  jMM', 
M,  M',  de  G  et  de  deux  cercles  du  faisceau  ;  ils  se  coupent 
en  H,  qui  a  uiènie  puissance  par  rapport  à  C  et  à  deux 
cercles  du  faisceau,  donc  à  tous;  les  tangentes  menées 
de  H  au  ceicle  (^,  si  elles  existent,  sont  les  axes  radicaux 
de  C  et  des  cercles  cherchés;  on  a  un  point  de  chacun 
d'eux  en  coupant  C  par  la  polaire  de  H,  polaire  qu'on 
a  sans  déterminer  H,  car  elle  passe  aux  points  de  ren- 
contre des  droites  MM,,  M',  M',  et  des  droites  lAJM', , 
M^M,. 

Chaque  faisceau  peut  doue  fournir  deux  solutions. 

Discussion. 

5.  Les  deux  solutions  qui  correspondent  à  l'un  des 
quatre  faisceaux  existent  ou  non  suivant  que  le  point  H, 
relatif  à  ce  faisceau,  est  extérieni'  ou  inlérieur  au 
cercle  G.  Je  puis  supposer,  pour  faire  la  discussion, 
que  le  point  M|  est  très  voisin  de  M;  aloi-s  M',  est  très 
voisin  de  M'.  Le  point  H  est  extérieur  à  G  si  les  petits 
arcs  MAI,,  M'M',  sont  de  sens  contraire  sur  G,  infé- 
rieur s'ils  sont  de  même  sens.  Pour  simplifier,  j'appelle 
f)ositif\c  sens  d(;  rotation  du  petit  arc  AJM,;  nous  allons 
chercher  quel  est  le  sens  de  ISA,,  puis  de  i^P),  et  enfin 
de  M'iM', ,  ce  (jui  nous  montrera  si  le  poiut  11  est  exté- 
rieur ou  intérieur  à  C. 

Les  points  N  et  ]N,  sont  respectivement  inverses 
de  M  et  M,  par  rapport  à  l'un  des  centres  de  similitud(; 
de  C  et  (^,.  soit  O^..  Si  O..  est  extérieur  aux  deii.r  cir- 
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conférences,  la  figure  moiilro  que  le  sens  de  iNN,  est 
négatif;  dans  les  autres  cas  il  est  positif.  Dans  le  premier 
cas,  je  donne  à  O2  l'indice  £0  =  — ^i,  dans  les  autres 
l'indice  So  =  +  i . 

De  même  les  points  P  et  P,  sont  respectivement  anti- 
homologues  de  N  etN,  par  rappoit  à  un  centre  de  simi- 
litude O  de  G,  et  C2.  Soitî  l'indice  du  point  O,  déter- 
miné comme  on  l'a  vu  à  propos  de  Oo  ;  le  sens  de  PP, 
relativement  à  celui  de  lare  jNN,  est  du  signe  de  s,  et, 
relativement  à  l'arc  MM,  il  est  du  signe  de  sSo- 

Enfin,  soit  £,  l'indice  du  centre  de  similitude  O,  |)ar 
rapport  auquel  l'arc  M'M',  est  antihomologue  de  PPi. 
On  voit  de  la  même  façon  que  le  sens  de  JM'iM',  est  posi- 
tif suivant  que  ^t^  So  est  positif  ou  négatif. 

Par  conséquent,  je  considère  trois  centres  de  simili- 
tude O,  O,,  O2,  en  ligne  droite  et  le  faisceau  isogoual 
correspondant;  les  indices  £,  s,,  îj  tle  ces  trois  centres 
étant  déterminés,  le  faisceau  fournira  deux  solutions 
ou  zéro  suivant  que  le  produit  ££,£,  sera  négatif  ou 
positif. 

(3.  Celte  méthode,  appliquée  à  chacun  des  cas  de 
figure  fjue  peuvent  piéseiitcr  les  trois  cercles,  donne 
dans  cliatpie  cas  le  nombre  de  solutions.  Par  exemple,  si 
les  trois  cercles  sont  extérieurs,  soient  O,  0|,  Oo  les 
centres  de  similitude  directe,  O',  O', ,  01  les  centres  de 
similitude  inverse;  les  Irois  premiers  ont  l'indice  —  i, 
les  autres  éiialeinenl. 


>   tiiiiii;.-!  «  i^ciiuMicii  i. 

On  a  le  Tableau  suiv 

ant  : 

i"  faisceau  :  O  0,  0., 

£   îl  Î2  =  —  ' 

-}.'•       »          0  0;  O'o, 

t  z\t\==  —  \ 

3''         «             O'O.O'.,, 

£'Sl£;=—  I 

{■jL  SDMii  iMiis  ); 
(■*  SDliitions) ; 
[■i.  suintions); 
o  ()',  (_)o ,         z  t\  £2  =  —  1  (•'■  solutions). 
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H  y  a  donc  huit  solutions. 

On  examinerait  aussi  facileuienl  les  autres  cas  de 
figure;  on  retrouve  ainsi,  par  une  méthode  aussi 
courte  (|ue  possible,  les  résidtats  de  la  discussion  de 
M.   Fouché. 

7.  Soit  r  une  solution  correspondant  à  un  axe  de 
similitude  OO,  Oo  ;  on  ptiut,  d'une  façon  analogue,  con- 
naître a.  priori  la  nature  de  ses  contacts  avec  C,  G,,  Co. 
Nous  pailirons  de  la  remarque  suivante  :  si  deux  cycles 
sont  tangents  extéiieurement,  leurs  sens  sont  contraires, 
et  inversement.  Je  dirige  C  arbitrairement,  et  ensuite  F 
de  façon  qu'il  y  ait  concordance  des  sens  au  point  de 
contact;  je  pose  y  =  -|-  i  ou  —  i .  suivant  cjue  F  est  du 
sens  de  C  ou  du  sens  contraire,  c'est-à-dire  que  le  con- 
tact est  intérieur  ou  extérieur.  Lin  version  d<;  centre  Oo 
qui  transforme  G  en  G|  change  F  en  un  cycle  F,, 
ayant  même  su[)port  que  F,  et  tangent  au  cycle  G)  •,  le 
sens  de  Gi  est  du  signe  de  So  ;  celui  de  Fj  est  du  signe 
de  — 'OaY?  t^ii  posant  ri2  =  -f-  i  si  la  puissance  de  l'in- 
version est  positive,  ■/■,2  =  —  i  si  cette  puissance  est  né- 
gative. 

Le  contact  de  C|  et  F,  est  intérieur  si  So  et  — 'r,2'^ 
sont  de  même  signe,  donc  si  Ye2'l2  est  négatif,  extérieur 
dans  le  cas  contraire. 

En  définissant  de  même  l'indice  r^  du  centre  O,  on 
voit  que  le  contact  de  Co  et  Fo  est  intérieur  si  "£y,£2'02 
est  positif. 

On  remarque,  en  faisant  les  diilérentes  figures,  que, 
pour  un  centre  de  similitude  direct  de  deux  cercles,  le 
produit  er,  est  négatif,  et  qu'il  est  positif  pour  un  centre 
inverse. 

On  voit  ainsi  (|ue,  si  le  faisceau  relatif  aux  trois 
centres  de;  similitude  directe  donne  des  solutions  F,,F2, 
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les  contacts  de  F,  avec  les   trois  cercles  sont  de  même 
espèce,  ceux  de  Fo  également. 

CAS    PARTICUI.IElîS. 

8.  Les  cercles  F  qui  doivent  toucher  un  cercle  C  et 
deux  droites  C,,  Co,  ou  bien  deux  cercles  C,  G,  et  une 
droite  Go,  sontdonnés  parla  même  méthode  de  construc- 
tion que  les  cerch^s  tangents  à  trois  cercles,  il  n'y  a,  en 
eflet,  rien  à  changer  dans  la  démonstration  donnée,  car 
une  droite  et  un  cercle  possèdent  deux  centres  d'itiver- 
sion;  pour  deux  droites,  ces  deux  centres  sont  à  l'in- 
lini  sur  les  bissectrices,  les  inversions  correspondantes 
étant  remplacées  par  des  symétries  par  rapport  à  ces 
bissectrices.  Il  existe  encore  quatre  faisceaux  de  cercles 
isogonaux,  dont  chacun  peut  donner  deux  solutions^ 
remarquons  que,  dans  le  cas  de  trois  cercles,  nous 
j)Ouvions  chercher  les  intersections  de  deux  cercles 
d'un  laisceau  avec  l'un  quelconque  des  trois  cercles; 
ici  la  construction  serait  illusoire  si  nous  prenions  le 
point  M,  (jui  délinit  un  ccMcle  du  faisceau,  sur  la 
dioite  C,  pai-  exemple;  on  déterminerait  bien,  par  la 
méthode  indiquée,  le  second  point  de  rencontre  M' 
de  ce  cercle  cl  de  Go,  et  l'on  pouirait  tiouver  un  seg- 
ment analogue  lM|.M',,  mais  le  point  H  sérail  indéter- 
miné. 

On  [)enl,  cependant,  (inir  la  ([uestion  en  cherchant 
les  points  doubb^s  de  l'involulion  tians  la(|uelle  S(;  cor- 
respondent M  «t  iM',  M,  c-t  M,.  Si  iM  et  iM,  sont  [)ris  sur 
le  cercle  G,  on  a  cncoi'e  à  cherchei-  les  points  doubles 
d'une  involulion,  ce  (|ui  e.it  alors  très  sinq)le,  (Hunme 
nous  l'avons  vu. 

l*our  étudiei-  l'existence  des  solutions,  le  plus  sinqile 
est  de  ranuner  le  [)roblèuie  au  cas  de  trois  cercles,  par 
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une  inversion;  les  indices  t  ne  peuvent  plus,  en  efFet, 
être  définis.  Par  exemple,  deux  droites  et  un  cercle  qui 
ne  les  coupent  pas  se  transforment  en  deux  cercles 
sécants  et  un  cercle  extérieur;  il  j  a  alors  quatre  solu- 
tions. 

On  ferait  facilement,  de  celle  façon,  le  tableau  com- 
plet de  la  discussion. 

9.  Cercles  passant  par  un  point  C  et  louclianl  deux 
cercles  C)  et  Co.  Soient  O  et  O'  les  centres  d'inversion 
de  C)  et  Co",  les  cercles  isogonaux  à  C|  et  Co  forment 
deux  réseaux;  ceux  d'entre  eux  cjui  passent  en  C  for- 
ment deux  faisceaux,  dont  on  a  facilement  les  seconds 
points  de  base,  et  l'on  est  ramené  à  un  problème  coiniu, 
dont  la  discussion  est  facile. 

THÉOPÈME    DE     PASCAL. 

10.  Je  considère  trois  cercles  C,Ci,Co  et  un  cercle  F, 
isogonal  aux  trois  premiers.  Y  couj)e  C  en  M,  sous 
l'angle  'JJ,  C,  en  N(— '^),  C.  en  P(c5),  C  en  IM'(— .p), 
C,  en  N'('i)),  Co  en  P''(— 'f).  Les  droites  NP,  iN'P''se 
coupent  en  O,  PM  et  P'M'en  O,,  MN  et  M'N'  en  Oo, 
et  ces  points  sont  trois  centres  de  similitude  en  ligne 
droite.  On  a  donc  un  hexagone  inscrit  à  F,  et  les  points 
de  rencontredes  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite.  Soit, 
maintenant,  un  cercle  F  et  un  luixagone  JMAPM'iS'P' 
inscrit  ;  je  (lis  rpiil  possède  la  pro[)riété  précédente.  En 
effet,  on  j^eut  faire  passer  respectivement  par  M  et  M', 
JN  et  JN',  P  et  P'  des  cercles  qui  coupent  F  sous  un  même 
angle,  par  exemple  des  cercles  orthogonaux;  la  pro- 
priété de  l'hexagone  est  alors  évidente. 
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[Blla] 

SIR  LA  CANOMSATION  DES  FOR«IES  BILIIVÉAIIIES; 

PvR  AI.  Lkox  AUTONME. 


1.   Considérons  nne  malrice  x\  on  Tableau  des  //-  coef- 
ficients 


A=  [ay/,|  = 


de  déterminant 


«/M 


Al  = 


(  j,  k  =  i ,  -2,  .  .  . ,  /i) 


(t„i        .  .  .        Cl„,i 


La  matrice  définit   sans   ambiguïté,   soit  une  forme 
bilinéaire 


A  =  k{x,y)=^^aj 


kYj^k: 


soit  une  suhstitiUion  /^-aire 


A  = 


"j      ^('jk-rk 


2.  La  même  lettie  A  peut  désigner  indifféremment 
la  matrice,  la  forme  bilinéaiie  ou  la  substitution.  Je 
suivrai  les  règles  du  calcul  symbolique  telles  qu'elles 
sont  exposées  par  Frobenius  {J.  f.  r.  ii.  (/.  M., 
l.  LXXXIV,  J).  i).  Les  formules  synd)()li(jues  conq)or- 
leront  une  triple  inler|)rétalion,  suivant  {pi'elles  s'en- 
tendront (l<*  matrices,  de  (ormes  bilinc-aires  ou  de  sub- 
stitutions. 


(  .^s  ) . 

3.    Une  matrice  A„  sera  canonique  si 

Si  hjz=  I ,  la  matrice  devient  la  malrice  unité  E, 

Eix,y)  =  7  Tf. 

Soient  A  et  B  deux  matrices,  avec  |  13  |  ^  o.  Si  l'on  a  B 
telle  <]ue 

A  =  B-iAoB,         Ao  =  canonique, 

A  est  cnnonisnhle  et  admet  Aq  pour  forme  canonique 
et  V>  poiu'  canonisanle. 

A  est  toujours  canonisable  si  ré(|uatiou  caractéris- 
ti(|ue 

(CD)  A,/-)  =  Ao(/-)=  l'-E  — A|  =  o 

n'a  que   des   racines  simples.  A  cesse  eu  général  d'être 
cauouisahle,  s'il  apparaît  dans  dT»  des  laciues  multiples. 

i.  INI.  Jordan  a  signalé,  il  y  a  longtemps  déjà,  que 
tout(^  substitution  d'ordre  fini  était  canonisable.  Il  en 
est  de  même  ponr  les  substitutions  unitaires  et  les  sub- 
stitntions  heiviiliennes  (|ue  j'ai  étudiées  [iSh/'  V Henni- 
tien  ( llendiconli  du.  Cercle  MalhénKiliijae  de  Païenne, 
i()0'i);  Sur  les  groupes  linéaires  réels  et  orthogonaux 
[Bulletin  de  la  Société  Matliénialique,  1902)]  et  les 
snbstilutions  réelles  et  orthogonales,  cas  particnlier 
des  unitaires,  ainsi  du  reste  (pie  pour  toutes  les  ortho- 
gonales. 

Par  contre,  je  n'ai  vu  publiées  nulle  part  les  condi- 
tions généiales,  nécessaires  et  sullisantes  de  canonisa- 
bilité. 

Elles  se   déduisent   l'acilemenl.   ainsi   (pi'on   le   verra 
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ci-tk'ssoiis,  (l'un  fanicux  Lliéoièinc  de  Wrierslrass 
[Monatsherichie  de  V Académie  de  Berlin,  i8()8, 
p.  3ioà  338). 

O.    Rappelons  craljoid  les  principes  Je  la  lliéoiie. 

Prenons  un  faisceau  de  nialrices  y,.  =:/A4-B, 
/•  étant  un  paraniùLre  variable,  et  nommons  A(/')  =  Ao(/) 
le  cléteiininant 

I  '-A^-  r>|, 

premier  membre  d(ï  réc[uation  caracléiisticiue  (0, 
A(/-)==o. 

Dans  le  déterminant  A,  les  /.""•'■^  niineurs  seront  des 
polynômes  en  /•,  de  degré  n  —  h.  ÎScmnions  A/f(/)  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  tous  ces  mineurs. 

Supposons  qu'une  racine  p  de  CO  possède  un  degré 
de  multiplicité  a^  dans  Téquatiou  Aa(/-)  =  o,  avec 
A-  =  o,  I,  ...,  y,  tandis  que  :  i"  y.Q=  m  est  le  degré 
de  multipiicilé  dans  lO  ;   2"  y-q=  o. 

Les  degrés  de  inultiplicilé  aA  forinenl.  une  suite 
décroissante 

an  >  a,  >  .  .  .  >  a/,  >  . .  .  >  a,/_,  >  o. 

Les  différences  '^^1^— '■j.i,.-\  —  y-k  forment  une  suite 
non  croissante 

Si  l'on  pose  [^a=  i  +  o^,  les  entiers  positifs  ou  nuls  o/f 
forment  une  suite  non  croissante 

D'ailleurs 

/,  =. ,/ 

^[i/,,=  (a«— a,)  +  (3:I-^-'^2)+••• 
-t-  (  a/,_,  —  a/,)  +  .  .  .  +  «Y  -I  =  ^0  =  m  =  ij  -\-  2_.  '"Vo 
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d'où  la  formule 

(i)  m  —  (]  =N   0^.. 

A  =  l 

Si  tous  les  ô  sout  uuls,  q  est  précisément  le  degré  m 
de  multiplicité  que  la  racine  o  possède  dans  (0. 

6.  Weierstrass  dit  que  les  expressions 

sonl  les  ElemejUaitheiler  aHéi'enls  à  la  racine  p. 

Pour  abréger,  je  dirai  que  ces  expressions  sont  les 
successifs  (sous-entendu  :  facteurs  ou  diviseurs)  affé- 
rents à  la  racine  p. 

Le  successif  est  simple,  si  l'exposant  |j^  est  égal  à 
l'unité,  d'où  0/=  o. 

7.  Deux  faisceaux  de  matrices 

rX-hB     et     /Ch-D 

sont  équivalents  s'il   existe  deux  matrices  L  et  M,  avec 

|L|7^o,         lM|?^o, 

telles  que 

/■G  +  D  =  L(/A  +  B)I\I, 

c'est-à-dire 

G  =  LAM,         D  =  LBM. 

Alors  C  est  équivalente  à  A  et  D  à  B. 

Dans  le  cas  particulier  où  C  =  A  ^  E,  on  a 

L  =  M-i, 

et  l' équivalence  se  change  en  similitude. 

Ainsi  pour  que  deux  matrices  A  et  An  soient  scm- 
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hlahleSy  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  faisceaux 

/E  —  A     et     /E  —  Ao 
soient  équivalents. 

8.  L'admirable  théorème  de  Weierstrass  s'énonce 
ainsi  : 

Pour  que  deux  faisceaux 

/■A-hB     et     rC-i-D 

soient  équivalents ,  il  faut  et  il  suffit  que  les  successifs 
soient  identiques  de  part  et  rl'aulre. 

9.  Je  vais  en  déduiie  la  solution  du  problème  pro- 
posé. 

TnÉORi^ME.  —  Pour  qu  une  matrice  A  soit  canoni- 
sahle ,  il  faut  et  il  suffit  que  le  faisceau  caractéris- 
tique 

o,.  =  /E  —  A 

Il  admette  que  des  successifs  simples. 

La  démonstration  est  très  courte,  après  quelques 
ex|)]ications  préliminaires. 

10.  Conservons  les  notations  du  n"  5  et  envisageons 
le  système  12  des  //  é(piations  linéaires  et  homogènes 

(iï)  ^,xj=^ajAX/,         (y,  /  =  I,  V.,  .  .  .,  n). 

A- 

On  a  A/,(p)  =  <)  pour  p  =  o,  i ,  ...,</  —  i ,  tandis 
que  A,^(o)^o;  il  \n'.  conti<Mil  (pu;  //  — q  ('(pialions 
distinctes. 


(  <^2  ) 

Réciproquciueiit,  si  le  syslèiiic  U,  aux  n  iiu^onnnes  .ry, 
ne  cou  lient  (jiie  n  —  q  écjualions  dislincles,  on  a 
Aa(p)  =  o  pour  1<  <  ij  el,  Ay(p)  ^  o. 

Ces  propiiélés  Jevi('Mn(;nl  évidcnles  si  l'on  rcmarciue 
que  Je  déterininanL  des  ineonmies  x j  dans  Çl  est  piéci- 
sénieiit  Ao(p). 

En  parlicnliei',  si  les  successiCs  relatifs  à  o  sont 
S!ni[)les,  les  o/,  sont  nuls,  q  =^  m  [formule  (r)  c!u  u"  5] 
et  i\  contient  //  — ///  é(|uations  distinetes.  Récipiofjue- 
ment  si  12  eonlienl  n  —  m  équations  distinetes,  les  su(-- 
cessifs  sont  tous  simples,  ear  les  enliers  o  ne  peinent 
être  négatifs. 

\  1.  Li:mme.  —  Une  mal  lice  caiionicine  A„  (i  tuus  ses 
successifs  sinij>les. 

Soit 

A„0,JK)  =  pia^i  ji  +  ... -h  .r„,j;„)-H  p'(a:-„,+ij'„H-i  +  . ••)  +  ••• 

(?Vp,...)- 

La  laeine  o  de  cO  possède;  le  degré  m  de  mniliplieité.  Le 
système  12  eonlienl  les  //  —  ///  é(pialions  distinetes 
x,nj^s=^  O  ,  .V  =  I  ,  2,  .  .  .  ^  Il  —  ///.  Par  suite  (n"  10)  tous 
les  suceessils  sont  simples  dans  la  maliiee  Ay,  on,  plus 
exaeleuient,  dajis  le  faisceau  eaiaetéiislicpie  /E  —  A„ 
de  Ay.  c.    Q.    Y.    n. 

l!2.  J^a  détnonsliation  du  lliéorème  s'aeliève  mainte- 
nant (!n  (piehpies  mots. 

Poui' (pTunt;  maliiee  A  soit  eanonisable,  il  faul  el  il 
BuMit  : 

Ou  bien  rpu-  A  soil  semblable  à  une  (anonicpu'  y\„ 
(n-7et;};^ 
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On  l)i('n  (jiurKîs  deux  faisceaux  (u"  7) 
/E  —  A     cl     /'E  —  An 

.soient  cf|uivaleiits,  c'est-à-(lii'(3  (ihéorènu;  (1(3  Wei(3i- 
slrass,  n"  8)  adnielleul  les  ni(;iiies  successifs. 

Or  (leniine  du  ii"  11)  le  faisceau  ("aract(3iisLi(jue 
/E  • —  Ao  de  la  canonique  Aq  a  tous  ses  successifs  simples 
el  le  ll)(30iènie  du  n"  9  est  dénioiilié. 

13.  Si  pour  le  faisceau  caracK'rislique  /E  —  A  on  a 
tous  les  suct-essifs  simples  et 

I  /-E  —  A  I  =  (  /■—  ,c)"'(  r  —  p' )'"'( r—  p" )'"" .  . . 

on  construira  la  eanonicjue  Aq 

Ao(^,  JK)  =  p(.rijKi-H.  .  .-^or,nj-,n) 

~t~  p  ('^/ii+l  J'//!  +  l~^  •  •  •  ~^  ^ m+in'}' ni-^in') 
+  p"(...  )+•••, 

et  l'on  seia  sûr  de  ré(|ui\  alrnce  d(!S  faisceaux  /E —  A 
et  /'E  —  A„,  de  la  similitude  de  A  avec  la  canoni(jue  A„ 
et  d(!  la  ('anonisal)ilil(î  de  A. 

1  i.  \  oici  ([ueiqnes  applications  de  ma  proposition 
du  n"  9. 

Frohenius  (/.  /.  /•.  u.  a.  M ,  t.  LXXXIV,  p.  53) 
signale  (pie  dans  le  faisceau  caract(3risti(pie  d'une  ortlui- 
gonale  11  rt'-elle,  tons  les  successifs  sont  simples.  Toutes 
les  matrices  li  doivent  doiu'  être  canonisables.  C'est  ce 
(pic  j'ai  elledivenu'ut  (établi,  par  voie  directe,  dans  mon 
tiavail  Sur  V llerniilien  (loc.  ci/.,  n"^  22.  35  et  3G). 

Paieillemrnt,  dans  ce  UKjme  travail,  je  montre  (put 
toute  hermiti(!nne  ou  toute  unitaire  [loc.  cit.,  n"  22)  el 
nuMne    toute    ortlio{^onale   (car    la   dt^monslralion    vaut 
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aussi  pour  une  oitliogonalc),  est  cauoiiisable,  donc  :  le 
faisceau  caractéristique  d'une  heruiitiemie,  d'une 
unitaire  ou  d\ine  orthogonale  a  tous  ses  successifs 
simples.  Il  enestde  mêuie  poui'Uiie  subsliliilion  d'ordre 
fini,  toujours  canoiiisable  (M.  Jordau). 

13.  11  nie  semblerait  suipreuaul  que  uia  proposition 
du  n°  9,  conséquenee  si  inunédiate  du  théorème  de 
Weierstrass,  eût  échappé  jusqu'à  ce  jour  à  la  sagacité 
des  algébrisles.  J'en  publie  néanmoins  la  démousliation 
et  l'énoncé,  n'ayajit  rien  trouvé  dans  aucun  Mémoire  de 
IMathématiques,  qui  ressemhhit  au  théorème  du  n"  9.  Au 
surplus,  si  la  |)ioj)0.sitioii  ne  se  trouvait  pas  nouvelle,  la 
démonstration  le  serait  peut-être. 


SllU  LA  SPHÈRE  OSCULATKICE  A  LA  CIBIQIE  GAICIIE; 

Pau  m.  STUYVAERT, 

Professeur  à  l'ALliénce  royal  de  Gancl. 


J'ai  donné  (')  une  construction  de  la  s|)hère  oscula- 
trice  à  la  cubique  gauche.  Je  me  permets  de  revenir  sur 
ce  sujet,  parce  que  j'ai  exposé  la  solution  sous  une  lorme 
trop  concise;  d'ailleurs,  M.  Servais  m'a  lait  remarquer 
que  le  cas  de  la  cubicpie  circulaire  doit  être  examiné  à 
part  5  enfin,  le  théorème  formant  le  point  de  départ  de 
celte  leclK'rche  peut  se  dénunilrer  pai'  une  métiiode 
plus  sim[)Ie  (|ue  celle  (pie  j'ai  emplovée^  cette  méthode 
plus  simple  est  due  à  léu  M.  Fr.  Deruyts. 


(')  Noie  sur  les  cubiques  gauches  {liull.  de  l'Acod.  i-f)ralc  de 
Belgique,  njdo). 
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Théorème  de  Reye.  —  Toutes  les  (fuadfi(/ues  passant 
par  six  points  A,  B,  C,  D,  E,  F  sont  coupées  en  des 
couples  de  points  en  in^olution,  par  toute  bisécante  d 
de  la  cubique  gauche  c^  déterminée  par  les  six  points 
donnés  (  '  ). 

Pour  qu'il  ne  soit  pas  nécessaire  de  considérer  à  part 
le  cas  des  imaginaires,  il  est  désirable  d'avoir  une 
démonstration  analjlicjue.  Voici  celle  de  M.  Deruyls. 

L'équation  du  système  de  quadriques  a  la  forme 

S  =  Xi  S,  -4-  À.  So  +  X:)  S3  4-  Xi  Si  =  O. 

Trois  des  surfaces  S  ne  peuvent  Caire  partie  d'un 
même  faisceau;  elles  ne  peuvent  pas  appartenir,  toutes 
les  quatre,  à  un  même  réseau.  Mais  on  peut  supposer 
que  S3  et  S^  passent  par  c^  et  sa  bisécante  d. 

Les  coordonnées  de  tout  point  de  d  annulent  S3  et  S4. 
Donc,  ceux  de  ces  points  qui  appartiennent  à  S,  appar- 
liennenl  à  )h  S|  +  ^2  ^2  ^^  inversement.  Or,  le  fais- 
ceau À,Si  +  ).2^2  marque,  sur  r/,  une  invoiution  :  par 
conséquent,  il  en  est  de  même  du  système  S. 

Corollaire  I.  —  Les  points  d'appui  de  d  sur  03  for- 
ment un  cou[)le  de  i'involution. 

Corollaire  II.  —  Si  d  est  une  tangente,  le  contact 
est  un  point  double  de  lin  vol  u  lion  ;  l'autre  point  double 
est  sur  le  plan  polaire  du  cou  Lad  par  rappoi  l  à  toutes 
les  (juadriques  2  et,  en  parliculiei-,  par  rapport  aux 
cou[)les  de  faces  opposées  de  l'Iiexaèdre  ABCDEF. 

Thi':oiu:we.  —  l'ouies  les  sphères  passant  par  trois 
points  A,  B,  C  de  C;j  coupent  encore  la  courbe  en  des 

(')  Reye,  Annali  di  matematica,  2'  série,  t.  II,  p.  i3o. 
Ana.  de  Malliéinat.,  \'  soric,  t.  III.  (  Kcvricr  i(jo3.)  5 
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triples  de  points  D,  E,  F,  situés  dans  des  plans  paral- 
lèles (  "  ). 

Soient 

a"i  :  3",  !  ^3  :  ^i  =  w3  ;  (0-  :  10  : 1 , 

les  équations  de  c^. 

L'équalion  d'une  sphère  passant  par  trois  points  con- 
tient une  constante  arbitraire  À,  au  premier  degré.  Si 
l'on  y  remplace  jr,,  X2^  x^,  x^,  par  lo»,  w^,  to,  i ,  on  a 
une  relation  du  sixième  degré  en  o>,  satisfaite,  quel  que 
soit  ).,  par  les  paramètres  co,,  Wj,  tog  de  A,  B,  C. 

En  divisant  le  premier  membre  de  l'équalion  par 
/(o  —  w,  )  (to  —  102)  (w  —  0)3),  on  a  une  relation  cubique 
en  w,  avec  la  constante  X  au  premier  degré.  Les  racines 
de  celte  équation  sont  les  paramètres  des  points  D,  E,  F 
et  l'équation  du  plan  DEF  s'obtient  en  rempla- 
çant to-*,  (o2,  oj,  I  par  J", ,  X21  ^31  ^4-  Comme  cette 
équation  contient  toujours  ).  au  premier  degré,  le  plan 
décrit  un  faisceau. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  prend  un  point  D  quel- 
conque sur  la  cubique,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D 
sont  sur  une  sphère  qui  coupe  la  courbe  en  deux  nou- 
veaux points  E,  F,  de  sorte  que  chaque  terne  D,  E,  F 
est  déterminé,  de  la  même  manière,  par  un  quelconque 
de  ses  points. 

Donc,  ces  ternes  décrivent  une  involution  cubique 
du  premier  rang  et  les  plans  D,  E,  F  passent  par  un 
même  axe. 

Comme  une  des  sphères  du  système  considéré  se  com- 
pose du  plan  ABC  et  du  plan  de  l'infini,  l'axe  du  fais- 
ceau des  plans  DEF  est  à  l'infini. 


(')  Tliéoièmc  connu  et  facile  à  dériionlier  par  la  Géomélrie. 
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Problème.  —   Connaissant  les  trois  points  A,  B,  C 
de  C3  construire  la  direction  du  plan  DEF. 

Soient:  S  une  sphère  quelconque  par  A,  B,  C,  coupant 
encoie  c^  en  trois  points  inconnus  D,  E,  F  ;  M  un  point 
de  C3  et  t  la  laîigente  en  ce  point. 

La  droite  t  rencontre,  en  Pie  plan  ABC,  en  Q  le  plan 
polaire  de  M  relatif  à  S,  et  en  X  le  plan  inconnu  DEF. 
Or,  d'après  le  théorème  de  Reye,  X  est  le  conjugué  har- 
monique de  P  sur  MQ,  et  peut  être  construit. 

Deux  auties  points  M'  et  M"  de  la  cubique  donne- 
ront de  même  deux  points  X'  et  X"  analogues  à  X;  le 
plan  XX'X"  est  le  plan  inconnu  DEF. 

Problème.  —  Construire  la  sphère  osculatrice  en  un 
point  A  de  C3. 

1°  On  suppose,  dans  le  problème  précédent,  les 
points  A,  B,  C  coïncidents,  c'est-à-dire  que  l'on  com- 
mence par  construire  une  sphère  ayant,  en  A,  un 
contact  triponctuel  avec  la  cubique.  Pour  cette  opéra- 
tion, on  j)rojette  C3,  d'un  de  ces  points,  sur  le  plan 
osculateur  en  A,  puis  on  décrit  le  cercle  osculateur  Co, 
en  A,  à  la  conique  obtenue;  enfin,  on  mène  par  ce 
cercle  une  sphère  quelconque  S. 

2"  On  détermine,  comme  dans  le  problème  précédent, 
le  plan  DEF  des  trois  autres  intersections  de  S  avec  c^. 

3"  Finalement,  on  mène,  par  A,  un  plan  parallèle 
à  DEF.  Ce  plan  coupe  €3  en  deux  points  qui  appar- 
tiennent à  la  sphère  osculatrice  clierchée  et  achèvent 
de  la  déterminer. 

Cas  de  la  cubique  circulaire.  —  i"  Ce  qui  précède 
pernuît,  d'abord,  de  construire  le  plan  qui  contient  les 
points  circulaires  à  l'infini  E,  F  de  la  cubique.  Menons, 
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comme  ci -dessus,  une  splièie  S  ayant  un  contact  tii- 
poncluel,  en  A,  avec  la  cubique  et  passant  par  un  point 
donné  D  de  la  courbe.  Une  langenle  t  au  point  .M  de  la 
cubique  perce  en  P  le  plan  osculateur  au  point  A,  et 
en  Q  le  plan  polaire  de  M  relatif  à  S",  soit  X  le  conjugué 
harmonique  de  P  sur  MQ.  Un  autre  point  M' de  la 
courbe  donne,  de  même,  un  point  X'  analogue  à  X;  le 
plan  DXX'  est  le  [)lan  cherclié  DEF.  Ce  plan  reste  pa- 
rallèle à  lui-même  si  l'on  fait  varier  D. 

2°  Cela  étant,  faisons  coïncider  D  avec  A;  soit  AEF 
un  plan  parallèle  à  la  direction  DEF  trouvée  à  l'instant. 

La  tangente  t  au  point  M  de  la  courbe  perce,  en  P(, 
le  plan  AEF,  en  P  le  plan  osculateur  au  point  A  ;  soit  Q, 
le  conjugué  harmonique  de  M  relatif  à  Pet  P,  ;  MetQ, 
sont  conjugués  par  rapport  à  la  sphère  osculalrice,  ce 
qui  suflit  pour  la  déterminer. 


[H5ja] 

SIR  mi  I^TERPHÉTATIO^  GÉOIIÉTRIQIE  RES  ÉQIATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES  DL  SECOND  ORDRE  A  COEF- 
FICIENTS CONSTANTS  ET  AVEC  SECOND  MEIIRRE; 

Par  I\I.  Paul-J.  SU  CHAR 

Docteur  es  sciences. 


1.  On  sait  que  toute  écjuation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre  à  coefficients  constants  peut  s'intégrer 
par  des  quadratures.  Je  me  propose  dans  cette  JNote  de 
donner  l'intégrale  générale  à  l'aide  d'une  interprétation 
géométrique.  Nous  allons  d'abord  rappeler  (juelques 
résultats  connus. 


(69) 
Soient 

(0  /(^.7)  =  o 

une  courbe  plane,  et 

(•2)  /j  =  ç(«) 

l'équation  de  la  courbe  en  coordounées  tangentielles. 
On  sait  que  l'équation  de  la  tangente  à  (i)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(3)  a-sina — j^cos3t=/), 

et  l'équation  de  la  normale  à  la  même  courbe  sera 

/ /\  ,         •  dp 

(4)  a"  cosa -t- r  suia  =  -i- ; 

or  p  et  -~-  sont  les  distances  de  l'origine  des  axes  aux 

droites  (3)  et  (4),  il  s'ensuit  tpie  la  distance  ;•  au  point 
de  contact  de  (i)  avec  (3)  est   la   diagonale  d'un  rec- 
tangle construit  sur  p  et  -r->  on  aura  donc 
^  '  a% 

d'où  on  obtiendra  par  dérivation 

dr       d' p 
dp         d%- 

or  chacun  de  ses  membres  re[)iésente ,  comme  il  est 
bien  connu,  le  rayon  de  courbure  à  la  courbe  (i)  en  un 
point  de  coordoiinéees  x  et  y.  Nous  aurons  donc 

dr       d-^p 
<^^  ^="'d^  =  -d^--^P- 

2.   On  sait  que  toute  é(juation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre  à  coefticients  constants,  et  avec  second 


(7o) 
membre,  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme 

(7)  d^-^'^f^'^^-  • 

Or,  dans  cette  équation,  nous  pouvons  évidemment 
regarder  v  et  u  comme  étant  les  coordonnées  tangen- 
lielles  d'un  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes 
sont  X  cl  y-  Le  second  membre  de  cette  équation  s(îra, 
d'après  (6),  l'expression  du  rayon  de  courbure  au  point 
de  coordojinées  x  ely,  exprimé  en  fonction  de  l'angle 
de  la  tangente  à  la  courbe  avec  une  droite  fixe  ;  et  l'inté- 
grale générale  de  (7)  sera,  par  conséquent,  ré(|uation 
de  la  courbe  en  coordonnées  tangentielles.  On  aura 
alors,  comme  il  est  bien  connu. 


a*  =   j  J{u)  cos a  du  -h  a, 
y  =   f  /(  u)  sin  u  du  -+-  6, 


où  a  et  Z>  sont  des  constantes.  Portons  ces  valeurs  dans 
l'équation  de  la  tangente 

X  siiii^  — y  cosu  =  v, 

on  obtiendra  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées 
tangentielles,  et  par  conséquent,  l'intégrale  générale 
de  (7). 

3.  Nous  allons  terminer  par  une  application  à  un 
problème  de  Mécanique  dans  le  cas  d'un  point  matériel 
sollicité  par  une  force  centrale  et  dont  la  loi  est  de  la 
forme  —^)  indiquée  par  Jacobi.  On  sait,  d'après  Binet, 
que  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  est  de  la 
forme 

(S)  cY^"^^     .  )_       we) 
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d'où 

^^'  Im  ^  "r  ~        G^* 

Le  théorème  des  aires  peut  se  aiettre  sous  la  forme 
(lo)  r.s>  sin<p  =  G, 

OÙ  /•  est  le  rayon  vecteur  d'un  point  matériel  M,  que 
nous  supposons  de  uiasse  égale  à  i ,  v^  sa  vitesse  et  '^  l'iu- 
clinaison  de  la  vitesse  sur  le  rayon  vecteur.  On  sait 
que  si,  par  l'origine  des  axes  qui  est  le  centre  de  la 
force,  on  mène  un  segment  0-M(  égal  et  parallèle  à  la 
vitesse  v^  le  lieu  de  Mi  est  une  courbe  appelée  hodo- 
graphe  par  Hamilton  et  qui  jouit  de  la  propriété  que 
la  tangente  en  M(  à  cette  courbe  est  parallèle  au  rajon 
vecteur  OM,  de  sorte  que  si  cette  courbe  est  rapportée 
aux  mêmes  axes  que  la  trajectoire  du  point  M,  l'angle 
de  la  tangente  à  Vhodographe  avec  l'axe  polaire  est 
l'angle  polaire  9.  Il  s'ensuit  que  l'inclinaison  de  cette 
tangente  sur  le  rajon  vecteur  OM)  est  égale  à  cp  ou 
à  tt:  —  cp.  Si  donc  p  est  la  distance  du  point  O  à  la 
tangente  M  et  p,  la  distance  à  la  tangente  en  M»,  la 
formule  (lo)  nous  donne  pour  le  théorème  des  aires 
les  deux  formules 

et  la  formule  (9)  nous  donne 

d-  p\  cj  (  6  ) 

11  n'sulte  donc,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  rayon 
de  courbure  p,  au  point  M,  de  la  courbe  hodographe  a 
pour  expression 


(  72  ) 
Si,  en  particulier,  la  loi  de  la  force  F  est  celle  trouvée 
par  MM.  DarLoux  et  Halphen  à  la  suite  d'un  problème 
proposé  par  Bertrand  ('),  à  savoii- 


(.3)       F^  ^^ 


r^{a  005^6  -i-2èsin9cos6  +  csin'-ô)^ 

on  aura,  d'après  (12),  pour  le  rayon  de  courbure,  en 
un  point  de  la  courbe  liodographe  exprimé  en  fonction 
de  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  polaire, 


Pi 


(a  cos^O  -+-  "îb  sin6  cos6  ■+-  c  sin^ô)^ 


où  nous  avons  posé  K  =  —  ^'  Dans  une  JNote  publiée 

dans  les  Nouvelles  Annales  (mars  1902),  nous  avons 
démontré  que  si,  sous  l'aciion  d'une  force  centrale,  un 
point  matériel  décrit  une  conicjue  quelles  que  soient  les 
conditions  initiales,  la  courbe  liodographe  correspon- 
dante est  aussi  uneconicjue.  La  loi  de  force  donnée  par 
la  formule  (i3)  donne  pour  ti-ajectoires  des  coniques, 
il  s'ensuit  que  si,  d'une  manière  générale,  nous  dési- 
gnons par  a  l'angle  de  la  tangente  à  une  conique  avec 
une  droite  fixe,  on  aura  pour  le  rayon  de  courbure  de 
la  conique  exprimé  en  fonction  de  a 

K 


(A  cos^a  +  2B  sina  cosa  +  G  sin^a)'^ 

Il  est  facile  d'inter[)réter  les  constantes  x\,  B  et  C.  On 
remarque  que  si  B  =  o,  A  =  C,  la  courbe  est  un  cercle  ; 
donc  ces  constantes  sont,  à  un  coeflicient  constant  près 


(')  Bertrand,  Comptes  rendus,  l.  LXXXIV. 


(7^  ) 


qui  est  le  même,  les  coefficients  Je  la  forme  quadra- 
tique d'une  conique  dont  l'équation  générale  est  mise 
sous  la  forme  habituelle. 


4..   Une  dernière  remarque   intéressante   est  la   sui- 
vante : 

Il  résulte  par  analogie  de  la  formule  (5), 


la  formule 


d(i 


d'où,  en  ayant  égard  à  (m), 


Dififérentions  ces  formules  et  multiplions  la  première 
par  V,  nous  aurons 


dv=  — 


C- 


=  -7^^-^"^/   ^'' 


où,  en  ayant  égard  à  la  formule 
v  dv  =  F  dr 


qui  est  la  dinércntielle  des  forces  vives,  nous  aurons 
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finalement 

rv  _        Cl-  I         V 


F=-? 


d^'- 


d%^ 


On  obtient  ainsi  la  formule  de  Biiiet  et  une  nouvelle 
formule  d'un  intérêt  facile  à  comprendre  ('). 

SOLUTION  DE  L\  QUESTION  M  MÉCANIQUE  RATIOWELLE 
PROPOSÉE  M  1902  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DES 
SCIENCES  MATHÉMATIQUES; 

Par  un  Anonvmk. 


I.  Un  corps  homogène  pesant  de  révolution  est  sus- 
pendu par  un  point  O  de  son  axe  :  étudier  son  moiive- 
ment,  sachant  que  Vaxe  est  assujetti  par  une  liaison 
sans  frottement  à  rester  dans  un  plan  P  passant  par  la 
verticale  du  point  O  et  tournant  autour  de  cette  verti- 
cale avec  une  vitesse  angulaire  constante  (o.  Dans 
quelles  conditions  le  mouvement  relatif  du  corps  par 
rapport  au  plan  P  se  réduit-il  à  une  rotation  perma- 
nente autour  de  son  axe? 

I.  Soient  Ox,,  Oj, ,  Oz,,  trois  axes  rectangulaires 
fixes  passant  par  O,  Os,  étant  dirigé  suivant  la  verti- 
cale ascendante. 

Soient  Ox,  Oj) ',  Oz  trois  axes  rectangulaires  inva- 


(')  SucHAR,  Sur  un  exemple  de  transformation  corrélative  en 
Mécanique  {Comptes  rendus,  nj  octobre  1902). 
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riableraenl  liés  au  corps  et  orientés  comme  les  précé- 
dents, Oz  étant  l'axe  de  révolution  du  corps.  Ojc^  Oy, 
Oz  sont  trois  axes  principaux  d'inertie  pour  le  corps, 
relativement  au  point  O,  et  si  A,  B,  C  sont  les  moments 
d'inertie  correspondants,  on  a 


La  position  du  corps  dans  l'espace  est  complètement 
définie  par  la  connaissance  des  angles  d'Euler  <];,  <p,  0 
comptés  comme  d'habitude;  01  étant  Tintersection  des 
plans  O  J7y  et  O^,  ji ,  on  a 

<!/  =.  0:r,,  01,  'f  =  Ut,0^,  (i=0zi,0z. 

Ici  d'ailleurs,  le  plan  ZiOz  tournant  autour  de  Oz 
avec  la  vitesse  angulaire  constante  w,  on  a,  en  appelant  t 
le  temps,  et  désignant  par  «j^o  une  constante, 

11  en  résulte  que  si  f),  y,  /•  sont  les  composantes  de  la 

rotation  instantanée  du  corps  suivant  Ox,  O/,  Oz  on  a, 

d'après  les  formules  connues, 

db 
yj  =  w  sinO  sin  'i  -+-  coscs  -j-i 

q  =  to  sinO  coscp  —  suies  —  , 

,        d'-D 
r  =  (xi  cosO  -\ — T7  • 
dt 

Puisque  l'on  demande  d'étudier  le  mouvement  du 
corps,  sans  parler  des  réactions  qui  s'exercent  sur  lui; 
puisqu'on  outre,  les  liaisons  auxquelles  il  est  soumis 
sont  sans  frottement,  la  voie  la  plus  rapide  consiste 
manifestement  à  se  servir  des  équations  de  Lagrange. 

Si  Test  la   demi-force  vive  du  corps,  on  a,  comme 
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'on  sait. 


2T  =  A(/j-2-h^2)-HC7-2 

dt  ) 


=  A^w^sin^e  +  ^  j  H-C(a)cosO  -(-  :^  1  . 


Il  y  a  d'ailleurs  une  fonclion  des  forces  —  M^/oosO, 
en  désignant  par  M  la  niasse  du  corps,  par  g  l'inlensilé 
de  la  pesanteur,  et  par  /  la  dislance  OG  du  point  de 
suspension  O  au  centre  de  gravité  G,  distance  comptée 
dans  le  sens  Oz. 

Cela  étant,  on  a  iininédiatenient,  par  les  équations 
de  Lagrange 

/•  =  o)  cosO  H — -i-  =  ro, 
dt 

OÙ  ;'o  est  une  constante  arbitraire;  puis  : 

d^O 
A  -— -  —  A  co-  sinO  cos6  -f-  (  G  wto  —  M^/)  sin6  =  o; 

il  faut  d'ailleurs  bien  observer  qu'il  n'y  a  pas  lieu 
d'appliquer  le  tliéorènie  des  forces  vives,  puisque  les 
liaisons  ne  sont  pas  indépendantes  du  temps. 

L'équation  précédente  s'intègre  immédiatement  une 
fois,  et  donne 

x(  —  )   -\-  Aïo^cos^G  —  2(Gw/-o—  M^/)cose  —  \h  =  o, 

h  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Les  inconnues  du  problème  sont  donc  déterminées 
finalement  par  les  deux  quadratures 

dO 


dt 


/ 


h  -h  2 ^ ^—  cos 6  —  oj- cos2  6 


^  =  /-o  — tocosO. 


On  pourrait  exprimer  0  et  cp  en   fonction  elliptique 
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du  temps;  mais  c'esl  inutile  pour  se  rendie  compte  de 
Ja  variation  de  ces  angles.  L't'tude  de  cette  variation 
est  d'ailleurs  immédiate,  suivant  l'ordre  de  grandeur 
des  racines  du  trinôme  en  cosO  qui  figure  sous  le  radical, 
relativement  aux  quantités  —  i  et  +  i  •  Jl  ne  semble 
donc  pas  utile  d  insister  davantage  sur  ce  point. 

Le  mouvement  relatif  du  corps  par  rapport  au  plan  P 
se  réduit  à  une  rotation  permanente  autour  de  son  axe, 

,  ,  M  .      .        ,        1  . 

Jorsqu  on  a  constamment  —  =:o,  ainsi  qu  on   le  voit 

immédiatement.    L'angle    9   doit  donc   conserver    une 

valeur  constante  8o,  et  puisque  -j-^  =z  o,  on  d(jil  avoir, 

soit 

sinfjo  =  o, 

soit 

A  co^  cos  6n  =  G  oj  To  —  iM  gl, 

si  toutefois  c'est  possible. 

La  valeur  de  h  en  résulte,  puisque  —  =  o. 

L  expression  de  -y-  est  constante,  et  par  suite  cp  varie 

proportionnellement  au  temps. 

Dans  l'un  comme  dans  l'autre  cas,  tout  se  passe 
comme  si  la  liaison  n'existait  pas  entre  l'axe  du  corps 
et  le  plan  P. 

IL  Un  disque  circulaire  homogène,  infiniment 
mince,  de  masse  M  et.  de  rayon  Pi,  se  meut,  assujetti 
à  rester  dans  un  plan  où.  sont  tracés  deux  axes  rec- 
tangulaires fixes  Ox,  Oj.  A  un  certain  moment,  le 
centre  du  disque  est  en  O]  la  vitesse  v  de  ce  centre  est 
dirigée  suivant  Ox,  et  la  vitesse  angulaire  de  rota- 
tion du  disque  autour  de  son  centre  est  lo.  y/u  même 
instant ,  on  rend  immobile,  par  une  liaison  sans  frotte- 
ment, un  point  A  du  disque,  défini  par  ses  coordon- 
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liées  polaires  OA  =  p,  xOk  =  a.  Déterminer  la  per- 
cussion que  subit  le  disque,  le  nouvel  état  des  vitesses 
des  points  du  disque  après  la  percussion,  et  la  varia- 
tion de  force  ^nue  qui  se  produit. 

II.  Le  point  A  étant  fixé,  le  disque  ne  peut  plus  que 
tourner  autour  de  ce  point,  avec  une  vitesse  de  rota- 
tion co',  immédiatement  après  la  percussion.  Cette  per- 
cussion est  d'ailleurs  appliquée  en  A,  et  ses  composantes 
suivant  Ox  et  Oy  sont  X  et  Y. 

La  rolation  w'  autour  de  A  peut  être  transportée  au 
point  O  avec  adjonction  d'une  translation  qui  a  pour 
projections  sur  Ox  et  Oy  les  quantités  w'psina  et 
—  lo'p  cosa. 

Les  théorèmes  généraux  donnent,  par  suite,  immé- 
diatement les  relations 

M(aj'p  sina  —  (;)  =  X, 
M(— w'pcosa)     :^  Y, 

(w' —  (o)  =  p(Y  cosa  —  X  sina), 

le  moment  d'inertie  du  disque  par  rapport  à  son  centre 

MR2     ^ 
étant Un  en  tire 

2 


2 
(0    =    — 


R2 

(0  -)-  t^p  SI  II  a 


R2 
R2 

—  (wpsina  —  v)  —  t'p^cos^a 
X=       M^ ^^ . 

R2 

—  w-f-t'psinalp  cosa 
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La  perte  de  force  vive  subie  par  le   disque  est  évi- 
demment : 

Miv'^  —  CO'2  p2  )  + (  tO^  —  Oj'2  ) 

R2 

—  (to2p2 —  2wpp  sina  -+-  ti^)H-  P^pî  cos^a 
=  M^^ ip 

h    P^ 

•1 

Le  théorème  de  Carnot  aui  ait  d'ailleurs  donné  pour 
cette  perte  de  force  vive  l'expression 

MR2 
M[(p  —  w'p  sina  )-+  w'"^p-  cos'^a]  -\ (  w  —  co')-, 

et  en  égalant  cette  expression  au  premier  membre  de 
l'équation  précédente,  on  retrouve  la  valeur  de  w' donnée 
ci-dessus. 
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I  CoMPLEMENTi  Di  Geometria  elemejvtare ;  par  M.  le 
professeur  C.  Alasia.  —  i  vol.  in-i6  de  xv-243  pages 
avec  117  figures.  Milan,  U.  Hœpli,  1908  (n"  326  des 
Manuali). 

Le  Ministre  de  l'Instiuclion  publique  en  Italie,  M.  le  pro- 
fesseur N.  Nasi,  a  modifié  presque  complètement  les  pro- 
grammes d'enseignement  pour  les  mettre  plus  convenablement 
en  relation  les  uns  avec  les  autres  et  avec  ceux  des  cours 
universitaires.  Dans  cette  belle  réforme,  proposée  à  M.  le 
Ministre  par  l'Association  des  Professeurs  de  Mathématiques, 
les  Instituts  techniques  aussi  sont  compris  et  plus  particu- 
lièrement les  deux  dernières  années  du  cours  :  aux  anciens 
programmes  on  a  ajouté  une  nouvelle  partie  comprise  sous  la 
dénomination  générale  de  Compléments  de  Géométrie. 

Dès  lors,  la  publication  de  nouveaux  livres  de  texte  s'impo- 
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sait;  les  auteurs  devaient  s'inspirer  des  idées  modernes  pour 
mettre  en  juste  relation  les  anciens  cours  et  les  nouveaux  et 
en  particulier  les  Compléments  Aes  deux  dernières  années  de 
cours  avec  les  cours  universitaires.  Le  Volume  de  M.  le  pro- 
fesseur Alasia  est  rédigé  d'après  ces  idées  et  il  enrichit  la 
collection  de  Manuels  de  l'éditeur  U.  Hœpli,  l'une  des  plus 
belles  en  Italie.  Il  est  bien  à  sa  place  à  côté  des  autres  Volumes 
publiés  par  M.  Alasia,  savoir  :  La  Geometria  ciel  triangolo, 
qui  a  été  l'objet  des  éloges  les  plus  mérités;  ses  beaux  Ouvrages 
sur  le  Calcolo  grafico,  les  Esercizi  ed  Applicazioni  di  Cal- 
colo  intégrale  e  infinitésimale,  les  Elementi  délia  Teoria 
délie  equazioni,  etc.;  ses  nombreux  Mémoires  sur  toutes  les 
branches  de  la  Science;  sa  Poligeometrognomia,  où,  sous  ce 
nom  un  peu  compliqué,  créé  par  lui,  on  trouve  la  plus  grande 
érudition  et  une  très  belle  exposition,  comme  l'a  écrit  l'émi- 
nent  professeur  George  Bruce  Halsted,  Président  de  l'Associa- 
tion mathématique  américaine,  dans  la  Biographie  de  M.  C. 
Alasia  que  ce  savant  a  insérée  dans  le  Volume  IX  de  {'Ame- 
rican mathematical  Monthly. 

L'Auteur  expose  d'abord  (Ghap.  I),  de  la  théorie  des  vec- 
teurs, ce  qui  est  nécessaire  pour  en  montrer  aux  élèves  les 
principes  et  en  faire  apercevoir  la  grande  richesse  d'applica- 
tions. Il  passe  ensuite  (Ghap.  II  et  III)  aux  généralités  sur  les 
polyèdres  et  la  mesure  des  polygones  et  polyèdres;  mais,  et 
avec  raison,  il  n'est  pas  resté  dans  les  limites  que  presque  tous 
les  Traités  s'imposent  et  a  voulu  mettre  sous  les  yeux  des 
élèves,  après  les  théorèmes  de  Varignon,  les  théorèmes  de  la 
puissance  des  polygones,  en  particulier  des  triangles  et  des 
polyèdres.  Dans  les  Ghapilres  IV  et  V,  il  étudie  respective- 
ment la  symétrie  et  les  mouvements  des  figures  avec  une 
grande  simplicité  d'exposition.  Le  Ghapitre  VI  contient  la 
théorie  élémentaire  de  l'homothélie  et  le  Ghapitre  VII  celle  de 
la  similitude,  avec  deux  des  plus  importants  théorèmes  sur  les 
points  antihoniologues.  L'une  des  partielles  plus  intéressantes 
du  Livre  est  l'étude  des  maxima  et  minima  en  Géométrie 
(Ghap.  VIII).  L'Auteur  porte  doucement  l'élève  à  étudier  cette 
question  si  utile,  ordinairement  négligée  en  Géométrie  parce 
qu'elle  est  exposée  dans  les  traites  d'Algèbre;  il  ne  laisse  pas 
échapper  l'occasion  de  mettre  sous  les  yeux  des  lecteurs 
quelques-uns  des  points  très  intéressants  de  la  Nouvelle  Géo- 
métrie  du    triangle  qu'il    cultive   passionnément  et  dont   il  a 
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publié  un  très  savant  Essai  de  Terminologie  bibliogra- 
phique; il  détermine  le  point  du  plan  d'un  triangle  dont  la 
somme  des  carrés  des  distances  à  ses  trois  côtés  est  minima 
(point  de  Lemoine);  le  point  du  plan  d'un  triangle  dont  la 
somme  des  carrés  des  distances  à  ses  trois  sommets  est  mi- 
nima, etc.  Dans  le  Chapitre  IX  M.  Alasia  expose  la  théorie 
des  transversales;  on  y  trouve  de  belles  démonstrations  du 
théorème  dit  de  Stewart,  du  théorème  d'Euler,  des  applica- 
tions très  intéressantes  du  théorème  de  Pascal,  de  Ménélaiis, 
de  Geva,  et  la  détermination  de  certains  points  remarquables 
du  plan  du  triangle;  la  division  harmonique,  le  rapport  anhar- 
monique,  les  figures  homologiques  et  homographiques,  etc. 
Dans  le  Chapitre  X  se  trouvent  la  puissance  d'un  point  par 
rapport  à  un  cercle  et  la  théorie  de  l'axe  radical.  Dans  le  Cha- 
pitre XI  est  exposée  la  théorie  élémentaire  de  l'involution  dans 
le  plan.  Ce  Chapitre,  très  important,  est  le  résumé  d'un  essai 
très  bien  fait  d'exposition  élémentaire  de  l'involution  dans  le 
plan  que  M.  Alasia  a  déjà  publié  et  qui  est  très  apprécié.  Le 
Chapitre  XII  traite  du  Pôle  et  de  la  Polaire  dans  le  plan  et 
dans  l'espace,  donne  la  démonstration  du  théorème  de  Sal- 
mon,  etc.  Le  Chapitre  XIII  contient  les  points  importants  de 
la  transformation  dite  mt^ersto/z,  présentés  simplement,  comme 
il  convient,  quand  on  s'adresse  à  des  élèves.  Le  Chapitre  XIV 
et  dernier  contient  la  théorie  géométrique  des  sections  co- 
niques. L'Auteur  se  sert  exclusivement  des  notions  géomé- 
triques pour  démontrer  les  théorèmes;  il  évite  la  notion  de 
coordonnée,  car  cette  notion  ne  se  trouve  pas  dans  les  pro- 
grammes des  Instituts.  Après  les  notions  générales  et  communes 
à  toutes  ces  sections,  il  expose  progressivement  les  propriétés 
caractéristiques  et  les  constructions  des  courbes,  celles  de  leurs 
tangentes,  normales,  etc.  Mais  il  a  raison  d'introduire  la  notion 
de  coordonnée  pour  déduire  avec  simplicité  l'équation  de  cha- 
cune des  courbes. 

Nous  sommes  persuadés  que  ce  Traité,  très  bien  écrit,  très 
concis  et  très  précis,  indispensable  aux  élèves  comme  Livre  de 
texte,  sera  accueilli  par  MM.  les  Professeurs  avec  toute  la 
faveur  qu'il  mérite.  Ernest   Lebon. 

Leçons  de  Mécanique  élémentaire  à  l'usage  des  élèves 
des  classes  de  première;  par  MM.  P.  Appell,  membre 

Ann.  de  Mathcinat.,  \'  série,  l.  III.  (Février  iyo3.)  6 
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de  l'Institut,  et  J.  Cliappuis ,  professeur  à  l'Ecole  cen- 
trale. —  I  vol.  in-i6  de  viii-i^6  pages  avec  76  figures. 
Paris,  Gaulliier-Villars,  ipoS. 

Dans  la  série  des  nouveaux  programmes  scientifiques  de 
l'Enseignement  secondaire,  celui  de  Mécanique  détonne.  Tandis 
que  la  tendance  générale  de  la  réforme  est  de  rendre  l'ensei- 
gnement plus  concret,  plus  accessible,  t^\\x%  pratique  ;  le  pro- 
gramme de  Mécanique  au  contraire,  malgré  les  apparences,  est 
éminemment  théorique.  Ce  n'est  pas  un  programme  d'ensei- 
gnement secondaire,  c'est  un  programme  d'enseignement  supé- 
rieur qui  impose  une  méthode,  à  coup  sûr  fort  élégante  et 
rapide,  mais  peu  propre  à  familiariser  les  jeunes  esprits  avec 
la  vraie  mécanique,  celle  qu'on  applique  ailleurs  qu'aux 
examens. 

C'est  sur  ce  programme  que  MM.  Appell  et  Ghappuis  ont 
essayé  d'écrire  un  Livre  qui  soit  dans  l'esprit  du  jour.  Faire, 
dans  le  cadre  d'un  programme  théorique,  un  enseignement 
pratique  n'est  pas  chose  facile!  Je  n'ose  pas  encore  dire  que 
les  Auteurs  y  ont  pleinement  réussi,  puisqu'ils  n'ont  rempli 
que  la  moitié  de  leur  tâche,  et  la  plus  facile,  mais,  en  tout 
cas,  cette  première  Partie,  fort  remarquable,  prouve  une  fois 
de  plus  que  les  programmes  ne  valent  que  par  ceux  qui  les 
appliquent. 

L'Ouvrage  est  en  deux  parties  :  la  Théorie  géométrique  des 
vecteurs  et  la  Cinématique. 

La  partie  géométrique  relative  aux  vecteurs  a  été  exposée 
uniquement  par  des  méthodes  élémentaires  fort  claires  et 
simples. 

En  Cinématique  W^^vùt  physique  a  surtout  été  développée 
et,  il  faut  bien  le  noter,  l'usage  très  restreint  que  l'on  y  fait 
de  la  théorie  des  vecteurs  ne  semble  pas,  malgré  tout,  justifier 
sa  dislocation  de  la  Statique,  au  risque  d'empêcher  à  tout 
jamais  l'élève  de  savoir  de  la  vraie  Statique.  Mais,  je  le  répète, 
les  Auteurs  n'ont  fait  là  que  suivre  le  programme  et  il  faut 
admirer  le  parti  qu'ils  en  ont  tiré  en  insistant  sur  le  côté  pra- 
tique, sur  la  notion  de  temps,  sur  la  réalisation  efiective  des 
mouvements  élémentaires  par  glissières,  arbres,  coussinets, 
pivots,  crapaudines,  etc. 

MM.  Appell  et  Ghappuis  ont  donc  fait  là  une   belle  œu\rc, 


(  83  ) 

car  non  seulement  ils  ont  écrit  un  bon  Livre,  mais  ils  ont 
montré,  avec  l'autorité  qui  s'attache  à  leurs  noms,  la  voie  à 
suivre  et  cela  en  dépit  des  programmes  officiels.         C.   B. 


CERTIFICATS  DE  CALCUL  DIFFEUE\TIEL  ET  L\TEGRAL. 


Paris. 

Epreuve  écrite.  —   I.  Intégrer   l'équation   différentielle 

,  d^y  dv        ,  .  ,  ,     , , 

x^  —r^ nx  -^ 4  >'  =  -2?  sin.r  -+-  (a  -H  bx-  )  cosa?, 

dx-  dx 

a  et  h  étant  des  constantes  données. 

Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  a  et  b  pour  que  l'in- 
tégrale générale  soit  une  fonction  uniforme  de  x?  Montrer 
que,  dans  ce  cas,  on  peut  obtenir  l'expression  de  cette  inté- 
grale sous  forme  entièrement  explicite,  sans  aucun  signe 
de  quadrature. 

II.  Etant  donnés  ti-ois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires Ox,  Oy,  Oz,  soient  M  un  point  d'une  surface  (S),  N  la 
projection  de  M  sur  le  plan  xOy,  P  et  Q  les  points  de 
rencontre  du  plan  tangent  en  M  à  la  surface  (S)  avec  les 
axes  Ox  et  Oy  respectivement.  On  demande  de  trouver 
l'équation  générale  des  surfaces  (S)  telles  que  /'on  ait 

OP  _  MN 

ÔQ  "~  ~^' 

a  étant  une  longueur  donnée. 

Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  ces  surfaces. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  double 
I     I  ■'''  y  V  ^  —  -'"^  —  y^  dx  dy., 
étendue  à  la  région  du  plan  définie  par  les  inégalités 

(Octobre  1901.) 
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Marseille. 

Epreuve  écrite.  —  I.  On  joint  un  point  mobile  M  à  deux 
points  fixes  Aj  et  A2,  et  l'on  suppose  que  les  directions  Ai  M 
et  A2M  fassent  avec  une  direction  donnée  Ox  des  angles  çj 
et  tp2  ^iés  entre  eux  par  la  relation  à  coefficients  constants 

^'1  ?1  +  f^l'-^i  =  C. 

On  demande   les   trajectoires   orthogonales  des  courbes 
que  peut  décrire  le  point  M  quand  le  paramètre  G  varie. 
Etudier  les  cas  particuliers  où  l'on  a 

/il  -I-  Aj  =  O  ou  X  1 /i2  =  o. 

II.  On  trace  un  axe  quelconque  Oy  perpendiculaire 
à  Ox,  et  l'on  figure  les  points 

z  =  x-hy^ — I,  «1  =  ai -H  p,  v/~"  i?  a^^aj-f-Pa/ — i, 

dont  les  deux  derniers  sont  fixes.  On  demande  de  mettre 
l'expression  à  coefficients  constants 

u  =  ^1  log  (z  —  ai  )  +  A-2  log  (z  —  «2  ), 

sous  la  forme  X -f- Y  y/ — i,  où  X  et  Y  sont  des  fonctions 
réelles  de  x  et  de  y. 

Expliquer  comment  les  équations 

X  =  X,         Y  =  fjL, 

où  X  et  IX  sont  des  paramètres  arbitraires,  sont  en  relations 
avec  le  problème  de  Géométrie  qui  fait  l'objet  de  la  pre- 
mière question. 

Solution. 
La  relation 

/:,cpi-+-  A-2Ç2  =  G, 

est  équivalente  à  la  relation 

Al  arc  tang  •^~  P'  4-  k^  arc  tang-^^ ^  =  G. 
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La  différentiation  élimine  C.  Echangeant  ensuite 

dy  dx 

dx  dy 

on  a  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales. 
L'intégration  facile  donne 

Pour  A'i  —  ^■-2  =  o,  on  a 

p,  P2  =  G"        (ovales). 
Pour  k\  -+-  A-2  =  o,  on  a 

'—  =  G"         (cercles). 

p2 

Quant  à  la  fonction  «  =  X  +  Y  /— r,  on  a 

Y  =  kl  cpi  -+-  k-i  02. 

Epreuve  pratique.  —  Une  hyperbole  équilatère,  dont  le 
centre  est  le  point  O,  tourne  autour  d'une  de  ses  asymp- 
totes O  z. 

Soit  S  la  surf  ace  de  révolution  qu'elle  engendre. 

Soit  P  le  plan  mené  au  point  O  perpendiculairement 
à  Oz. 

1"  On  propose  d'effectuer  la  cubature  du  solide  compris 
entre  la  surface  S,  le  plan  P  et  un  cylindre  ayant  pour 
section  droite  une  courbe  G,  donnée  dans  le  plan  P. 

On  ramènera  le  problème  au  calcul  d'une  intégrale 
simple. 

1°  Si  la  courbe  G  est  une  courbe  entourant  une  fois  le 
point  O,  ce  solide  a  des  points  à  distance  infinie  ;  démontrer 
que  son  volume  est  fini. 

3°  Appliquer  le  résultat  qui  précède  au  cas  où  G  est  une 
ellipse  ayant  un  foyer  au  point  0. 

Solution. 
„  _  P 


I  —  e  cos  oj 


étant  l'équation  polaire  de  l'ellipse,  et 
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étant  l'équation  de  l'Iiyperbole,  on  a 

V  = 

/i  — e2 

(Juillet  1901.) 

Epreuve  écrite.  —    1°  Montrer  que,  si  y^  et  y^  satisfont 
aux  équations  différentielles 

dyx 


^J2 

dx 


le  rapport 


=  ai\y\.^  a^iyi 


u  =  '^— 


yx 


dépend  d'une  équation  dite  de  Riccati,  c'est-à-dire   d'une 
équation  de  la  forme 

du        ,         ^  ^ 

-7 h  A.  -t-  B  j<  -+-  G  «<-  =  G. 

dx 

Les  coefficients  an,  «12,  «21,  «22  sont  des  fonctions  données 
de  x^  et  k,  B,  G  sont  des  fonctions  à  calculer. 

Démontrer  que,  réciproquement,  on  peut  faire  corres- 
pondre à  l'équation  en  u  un  système  en  yx  et  y^  formé 
d'une  infinité  de  manières  différentes. 

•i"  Intégrer  le  système  d'équations  différentielles 

dy\  1 

-d^=   -x^'-^y^^ 

dy-i  _         I  2 

au  moyen  de  la  substitution  yi  —  xz^,  ^2  =  ^2;  former  et 
intégrer  l'équation  en  u  =  —  • 

Epreuve  écrite.  —  Déterminer  les  diverses  valeurs  de  la 
fonction  de  variable  imaginaire 


s/i  —  z-^ 
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Développer  cette  fonction  en  série  de  Maclaurin. 
Cette  série  de  Maclaurin  peut-elle  être  intégrée? 
Quelle  fonction  usuelle  représente  la  série  intégrée  ? 

(Novembre  1901.) 


CEnTIFICAT  DE  MÉCANIQUE  APPLIQUEE. 


Toulouse. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Un  plan  n'  se  meut  sur  un  plan  tt  de 
manière  qu'une  droite  d!  fixe  dans  le  plan  ti'  passe  con- 
stamment par  un  point  fixe  V  de  iz  et  qu'un  point  P'  fixe 
sur  d'  décrive  une  droite  fixe  d  de  tt. 

Trouver  les  équations  de  la  base  et  de  la  roulette  de  ce 
mouvement,  construire  ces  courbes  et  indiquer  les  branches 
de  ces  courbes  qui  servent  à  engendrer  le  mouvement  con- 
tinu de  tt'  sur  71. 

II.  0-s,  OA  et  OB  sont  trois  tiges  pouvant  librement 
tourner  dans  le  plan  de  la  figure  autour  du  point  fixe  0. 


En  A  sont  articulées  deux  tiges  égales  APi,  AP2  dont  les 
extrémités  Pj  et  P2  peuvent  librement  glisser  sur  Os.  En  B 
on  a  deux  tiges  analogues  BQi,  BQ2  : 

I"  Etablir  la  relation  F(a,  P)  =  o  qui  exprime  que  l'un 
des  points  P  et  l'un  des  points  Q  décrivent  des  figures 
inverses  par  rapport  à  O  ; 
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1°  Etablir  la  relation  analogue  pour  que  la  transfor- 
mation soit  une  homothétie ; 

3°  En  conclure  que  l'appareil  réalise  simultanément 
deux  inversions  et  deux  homothéties.  Retrouver  ces  résul- 
tats par  un  raisonnement  géométrique  ; 

4°  Réaliser  la  liaison  F(a,  P)  =  o  entre  les  trois  tiges  0 z, 
OA,  OB  au  moyen  de  tiges  articulées  ; 

5"  Trouver  les  cas  dans  lesquels  cette  liaison  se  réalise 
simplement  en  reliant  invariablement  les  deux  tiges  OA 
et  OB.  Relation  entre  a,  6,  a',  b' .  Inversions  et  homothéties 
réalisées  dans  ce  cas. 


Nota.  - 

—  On  posera 

OA  =  a, 

APi=  a', 

OB  =  b, 

BQi  =  è'; 

a^  —  rt'2  =  u        et 

2  À  =  K  -h  -=^ , 
K 

^,2_^'2^j,                Ql 

i\x=  Wu  -^  — 

K  «"<  H  désignant  respectivement  la  puissance  d'inversion  et 
le  rapport  d'homothétie. 

Épreuve  pratique.  —    Une   poutre   articulée   ABGD   com- 
posée de  triangles  rectangles  est  placée  horizontalement . 


Le  sommet  A  est  fixe  et  le  sommet  B  est  relié  par  une  tige 
articulée  inclinée  à  45°  à  un  point  fixe  O. 

La  partie  supérieure   CB   supporte    une    charge    totale 
de  i6oo''s  répartie  uniformément. 
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Construire  le  diagramme  des  tensions  en  négligeant  le 
poids  des  barres.  Distinguer  les  barres  tendues  et  les  barres 
comprimées. 

Echelle  des  forces  i™  par  loo'*'.  (Juillet  1901.) 


SOLUTIONS  1)E  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1916. 

(1901,  p.  336.) 

Le  sommet  A  d'un  triangle  ABC  et  le  pied  H  de  la  hau- 
teur issue  de  A  sont  fixes.  Les  autres  sommets  B  et  G  sont 

2       2 

tels  que  BU    -H  CH    =  const. 

1°  Le  centre  du  cercle  circonscrit  et  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  ABC  parcourent  chacun  une 
parabole  ; 

1°  L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  enveloppe  une  co- 
nique. (Barisien.  ) 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Lugaro. 

Prenons  pour  axe  des  x,  BC  et  pour  axe  des^  AH. 
Soient   o,    a\    b,    o;   c,   o   les   coordonnées   respectives   des 
trois  points  A,  B,  G.  On  a 

b'^-\-  C'  =  const.  =  ik^. 

Le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABG,  dont  les 

b  -+-  c               a"^  -l—  bc 
coordonnées  sont  x  =^  >    y=  >    se  déplace   sur 

une  parabole  dont  1  équation  est  x^^=ay 

Le  centre  du  cercle  de  neuf  points  ayant  pour  coordonnées 

b  -\-  c  a^  —  bc 

x  =  —7—'  y  = 


4 


4a 


se  déplace  sur  une  partie  de  la  parabole  dont  l'équation  est 


a  «2  _^  ^2 


(go) 

Les  équations  des  deux  cercles  considérés  sont  respective- 
ment 

aix'-^ y''')  —  a{b  -^-  c)  X  —  {  a- -^-  bc) y  -\-  abc  =  o, 
■ïa{x--\- y''-)  —  a{b -\- c)x  —  (a^ — l>c)y  =  o, 

Leur  axe  radical,  dont  l'équation  est 

ai b  -h-  c)  X  -\-  {a'^  -^  "i bc) y  —  labc  =  o, 

enveloppe  une  partie  de  la  courbe  conique  dont  l'équation  est 
(i)     2a>K2  _  4aU-2p2_  .2a(6A-2—  a2)(;_  3(3/:2— a2)  =  o 

en  tangentielles,  ou 

(i)     a2:r2  -+-  6(  3  A-2  _  «2  )  _^2_  4  a( 6 k^  —  a^  )jK  -+-  8 a^  k^  =  o, 

en  coordonnées  de  points. 

L'un  des  axes  de  symétrie  de  cette  conique  est  l'axe  des  y, 
l'autre  la  droite  d'équation 

_  a(6/:2  — «2) 
^  ~  3(3A'2— a2)" 

/         3aA-2    \  /      2    \ 

Les  sommets  ont  les  points    (  o, -r-r^ -^  I    et    (o,  ô^jj   ce 

dernier  n'appartient  pas  à  l'enveloppe. 

Dans  le  cas  de  3  A:2  >a2,  l'équation  (i)  représente  une  ellipse 
et  l'enveloppe  est  constituée  par  la  portion  de  celle-ci  com- 
prise entre  les  droites 

2ak^  6ak'- 


y=TTr-^.        «^ 


3A2_«2  -'  g/:2_a.i 

Si  l'on  a  3  A-2  <  a^,  l'équation  (i)  représente  une  hyperbole  et 
l'enveloppe  est  constituée  par  la  partie  de  celle-ci  se  trouvant 
dans  celle  des  deux  régions  limitées  par  les  droites  susdites, 

qui  ne  renferme  pas  le  point  (  o,  -  a  ) .  Finalement,  si  3  k^  =  a^, 

l'équation  (i)  représente  une  parabole,  et  l'enveloppe  est  con- 
stituée par  la  portion  de  celle-ci  comprise  entre  la  droite  de 
l'infini  et  la  droite  y  =  a. 

Autres  solutions  par  MM.  Couvert,  Frizac  el  Lez. 
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1919.     -g 

11902,  p.  4<.) 

Le  produit  du  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  co- 
nique par  le  cube  de  la  distance  du  centre  à  la  tangente 
correspondante  est  constant  pour  tous  les  points  de  la  co- 
nique. 

Corollaire.  —  Les  centres  de  courbure  répondant  aux 
points  de  déviation  maxima  d'une  ellipse  sont  les  projections 
du  centre  sur  les  normales  en  ces  points. 

(M.  d'Ocagne.) 

SOLUTION 
Par  M.  S.  Chassiotis. 

Soit  l'équation 
(i)  Aa72-i- Cj^-2— I  =  o, 

de  la  conique;  différentions-la  par  rapport  à  x  deux  fois  suc- 
cessivement, nous  aurons 

(2)  kx  +  Cyy=o, 

(3)  A-+-Gy2+Gjy'=o; 

en  éliminant  j''  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  a 

A(Aa72+C72) 

C^.     ^   ^H-Gj/'^o, 

qui  s'écrit  à  cause  de  (1), 


(4)  y'y"  =  - 


A^ 

G2 


Soient  R  le  rayon  de  courbure  en  un  poini  ;  d  la  distance  de 
la  tangente  à  la  conique  à  son  centre;  formons,  Rrf*,  nous 
aurons 

(7—  x/y 


(5)  R^^''^  — 


y 
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ou 
d'où 

on  a  donc  bien  en  tous  les  points  de  la  conique 


(6)  R^3=-f-  —,  =  a^b-^ 

AL 


en  désignant  par  a  et  par  b  les  demi-axes  de  la  conique. 

c.  Q.   K.   D. 

Pour  démontrer  le  corollaire,  faisons  dans  l'égalité  (6) 
R  =  <5?,  on  a  alors 

(7)  R  =  ±v/^: 

et  l'on  reconnaît  là  les  rayons  de  courbure  des  points  de 
déviation  maximum,  ainsi  que  l'a  démontré  M.  M.  d'Ocagne 
(Nouv.  Ann.,  i886,  p.  377). 

La  propriété  signalée  dans  celte  question  n'appartient  pas 
aux  coniques  seulement. 

Proposons-nous  en  effet  de  : 

Trouver  toutes  les  courbes  planes  telles  que  le  rayon  de 
courbure  R  et  la  distance  d  de  l'origine  des  coordonnées 
à  la  tangente  en  un  point  .VI  de  la  courbe  soient  liés  par 
la  relation 

R  c?^  =  -—  =  const. 


La  solution  de  ce  problème  est  très  simple  en  coordonnées 
tangentielles  polaires.  Soit 

arcosa-l-j'sina  — /»(  a)  =  o, 

une  tangente  à  la  courbe,  on  a 

R=/>-f-/j",  d  =  p(x), 
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d'où  l'équation  du  problème 


4 


qui  s'intègre  facilement  et  l'intégrale  est  de  la  forme 
p'i=  a  cosa  -+-  b  sina  +  c. 

Autres  solutions  par  MM.  Barisien  et  Frizac. 
1931. 

(1002,  p.  238.) 

Lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  triangle  et 
tangentes  à  une  conique  fixe.  (Alpha.) 

1933. 

(1902,  p.   336.) 

Lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  deux  droites 
et  passant  par  un  point  fixe.  (Alpha.) 


SOLUTIONS 
Par  M.   R.  Gilbert. 

Une  transformation  tangentielle  de  seconde  classe  fait  cor- 
respondre à  un  point,  M,  une  conique,  p.,  inscrite  au  triangle 
fondamental  OAB.  On  peut,  par  un  choix  des  coordonnées, 
écrire  l'équation  tangentielle  de  cette  conique 

avw  +  bwu  -H  CUV  =  o, 

a,  6,  c  désignant  les  coordonnées  du  point  M  rapporté  au 
triangle  ABC. 

Cela  étant  : 

1°  Considérons  une  droite  fixe,  D,  (mq)  ^^i  ^'^v,)-  Son  pôle,  M', 
par  rapport  à  pi  est 

y  =  CMo  -H  ««'o. 
z  =  avo  ■+-  bUfj. 
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Ces  équations  montrent  que  M'  correspond  à  [x  dans  une 
transformation  quadratique  tangentielle. 

En  particulier,  si  D  est  la  droite  de  l'infini,  M'  est  le  centre 
de  fi..  D'après  cela  on  obtient  facilement  les  résultats  sui- 
vants : 

Si  fi  est  tangente  à  une  droite  fixe.  M'  décrit  une  droite. 

Si  fx  passe  par  un  point  fixe,  M'  décrit  une  conique. 

Si  fJL  est  tangente  à  une  conique  fixe,  M'  décrit  une  courbe 
de  quatrième  classe  à  trois  tangentes  doubles.  Si  la  conique 
donnée  est  tangente  à  deux  côtés  du  triangle  OAB,  M'  décrit 
une  conique,  etc. 

■2°  Considérons  deux  points  fixes  P,  Q,  sur  le  côté  AB  ;  leur 
équation  tangentielle  est 

(i)  a?<2  _i_  9,  g  ,n- _f_  Y  (■- =  o, 

Les  coordonnées  du  point  de  rencontre  M"  des  tangentes 
menées  de  P,  Q  à  la  conique  a  sont  données  par  l'identifica- 
tion de  l'équation  (i)  avec  la  suivante 

{av  -h  bu){ux  -h  pj')  —  csMC  =  o, 

ce  qui  donne 

bx  -\~  a  y  —  c  z        ax        h  y 

I^  =     a"  =  Y  ' 

Ces  équations  montrent  que  M"  correspond  à  M  dans  une 
transformation  ponctuelle  quadratique  dont  les  pôles  sont  O, 
P,  Q. 

En  particulier,  supposons  que  P  et  Q  soient  les  points 
cycliques;  la  conique  fj.  est  une  parabole  de  foyer  M".  On 
obtient  facilement  d'après  cela  les  résultats  suivants  : 

Si  M  décrit  une  droite,  les  paraboles  fx  sont  tangentes  à  trois 
droites  fixes,  M"  décrit  un  cercle. 

Si  M  décrit  une  conique  C,  tangente  à  OA,  OB,  les  para- 
boles fJL  sont  tangentes  à  une  conique  T,  tangente  à  OA,  OB, 
et  M"  décrit  une  courbe  du  quatrième  ordre,  C",  ayant  trois 
pf)ints  doubles  en  O,  P,  Q. 

Eu  particulier,  si  G  est  une  parabole,  F  se  réduit  à  un  point 
(outre  le  point  O)  et  G"  a  un  rebroussement  en  0. 

Si  M  décrit  une  parabole  G  quelconque,  les  paraboles  \x  sont 
tangentes  à  une  courbe  de  troisième  classe,  T  tangente  à  0.\. 
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OB  et  tangente  double  à  la  droite  de  l'infini;  le  point  M" 
décrit  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  deux  points 
doubles  en  P,  Q  et  un  rebroussement  en  A. 

Les  résultats  obtenus  ci-dessus  se  modifient  facilement 
lorsque  les  deux  côtés  OA,  OB  viennent  à  se  confondre.  La 
conique  fi.  est  alors  tangente  à  une  droite  fixe  en  un  point 
fixe.  On  trouve  par  exemple  que  le  lieu  des  foyers  d'une  para- 
bole tangente  à  une  conique  en  un  point  fixe  et  en  un  point 
variable  est  une  podaire  de  parabole,  etc. 

Autres  solutions  :  Question  1931  par  M.  Frizac  ;  question  1933 
par  MM.  Audibert,  Barisien,  Couvert,  Frizac. 


QUESTIO\S. 


196^.  Soient 

At24-  B^2+  G52-r  -iFyz  -{-iGzx  -+-  -lUry  =  i, 
ax^  -f-  by-  -+-  c  z-  ■+-  "ijy^  -{-  i  g  zx  -\-  'j.  hxy  =  i 

les  équations  de  deux  quadriques  rapportées  à  un  système 
quelconque  d'axes  rectangulaires  passant  par  leur  centre  com- 
mun; on  demande  de  démontrer  les  propositions  suivantes  : 

1°  Les  conditions  qui  expriment  que  ces  deux  quadriques 
ont  les  mêmes  axes  de  figure  sont 

/  U   =(H^.-)h-(B/)+(Fc)  =  o, 

(I)  V   =(Ga)  +  (F/i)-i-(G^,)  =  o, 

(  \v  =  (A  //  )  H-  (  H  6)  +  (G/)  =  o, 

où  Ton  a  posé 

II  .,_G//  =  (H,.?-),         B/— F6  =  (B/), 

2"  La  condition  qui  exprime  que  le  plan  ayant  pour  équa- 
tion 

l  X  -\-  m  y  -\-  HZ  ^=  o 

coupe   les   deux    quadriques   données   suivant  deux   coniques 


(  9«  ) 
ayant  les  mêmes  axes  de  figure  est 

(/2+w2-4-n2)(/U-f-mV+«W) 

l  m  n 

/A-HmH  +  «G     /H  +  mB-i-/iF  ^G^-7?^F  +  nC 

la  -^  mh-\-  ng        Ih -^  mh  ^  nf  lg-\-mf-\-nc 

Si  les  axes  sont  obliques  et  font  entre  eux  des  angles  X,  |jl 
et  V,  les  conditions  (i)  prennent  la  forme 

(Hj^)sin2X  H-  (B/)sin2[j. +  (Fc)sin2v 
-4-  (Bc)  (cos  ]x  cosv  —  cosX) 
+  [(  F  (^  )  -1-  (  H  c  )]  (  cos  V  cos  X  —  cos  (Ji) 
+  [(H/)  -I-  (B^)]  (cosX  cos[JL  —  cosv)  =  o, 

(Ga)  sin^X  +  (F/i)  sin^  [jn-  (C^)  sin^v 

+  [(F^)  +  (C/t)]  (  cosfi.  cosv  —  cosX) 

-1-  (G a)  (cosv  cosX  —  cosjjl) 

-f-  [(GA)  -I-  (Fa)]  (cosX  cos  [jl  —  cosv)  =  o, 

(A/i)  sin^X  -t-(Hè)sin2[jL-t-(G/)sin2v 

-i-  [(  H/)  +  (  G  è  j]  (  cos  [Jl  cos  V  —  cos  X  ) 

■4-  [(GA)  -f-  (  A/)]  (  cosv   COsX   —  COSfJ.) 

+  (A6)  (cosXcos[ji — COS  V  )  =  o. 
(Gentv.) 

19G3.  Rectifier  la  courbe  représentée  par 

.r*     — -  —  I     —  Y'  \  -^ 1-  1     =  o. 

(G.  Fleuri.) 

1964.  Rectifier  la  courbe  déterminée  par  l'intersection  de 

z-         X- 
x^-\-y^-h  z^  =  r-         cl  de         — r  —  ,-—  =  "  • 

(G.  Fleuri.) 
IDOo.  Rectifier  la  courbe  représentée  par 

(a;2^_^2)4_/,.2<^2  62^2^2^(«i_62)-h(,7-2  — JK^)]   =   O. 

(E.  Renaud.) 


^'ÉCROLOGIe. 


ERNEST    DUPORCQ. 


La  Rédaction  des  Nouvelles  Annales  semble  pour- 
suivie par  une  véritable  fatalité.  Antoinari  succombait 
prématurément  l'année  dernière.  Duporcq,  son  élève, 
vient  à  son  tour  de  nous  être  enlevé,  à  l'âge  de  3o  ans 
environ,  atteint  par  une  maladie  dont  la  marche  a  été 
foudroyante  et  qui  l'a  emporté  le  i*''"  avril  ('). 

Véritablement  atterré  par  cette  stupéfiante  nouvelle, 
je  ne  me  sens  la  force  que  de  déplorer  un  tel  mal- 
heur, et  d'envoyer  à  la  famille  désolée  l'expression  de 
notre  profonde  affliction.  Je  connaissais  Duporcq  depuis 
d'assez  longues  années  ;  je  l'avais  rencontré  comme  élève 
à  l'école  Monge,  et  j'avais  été  frappé  par  ses  aptitudes 
géométriques  exceptionnelles. 

Le  jeune  savant  avait  tenu  déjà  les  promesses  du 
candidat  à  1  Ecole  Polytechnique,  où  il  avait  été  admis 
en    1892.   C'est   sur   mes  instances   qu'il  était  devenu 


(')  Nous  devons  faire  remarquer  que  le  présent  numéro,  portant 
indication  de  mars,  est  publié  avec  un  peu  de  retai'd. 


Ann,  de  Malkéinat.,  4°  série,  t.  111.  (Mars  lyo.j.) 


rédacteur  de  ce  journal,  où  je  considérais  sou  entrée 
comme  une  bonne  fortune.  Plus  encore  que  son  talent, 
s'il  est  possible,  j'appréciais  ses  qualités  de  cœur,  sa 
droiture  de  caractère.  Tout  semblait  lui  sourire  dans 
la  vie;  son  avenir  scientifique  s'annonçait  de  la  façon 
la  plus  brillante-,  le  21  février,  il  avait  épousé  une 
jeune  fille  qui  reste  veuve  aujourd'hui  au  bout  de  cinq 
semaines  de  mariage!  La  dernière  fois  que  j'ai  eu  le 
bonheur  de  lui  serrer  la  main,  il  me  parlait  de  cette 
union  prochaine,  de  ses  projets  d'avenir  avec  un  en- 
thousiasme raisonné  qui  était  Pune  des  marques  spé- 
ciales de  son  esprit. 

En  1900,  Duporcq,  Secrétaire  général  du  Congrès 
international  des  Mathématiciens,  à  Paris,  avait  montré 
à  cette  occasion  des  qualités  remarquables  d'organisa- 
teur. Personne  n'a  perdu  le  souvenir  de  son  zèle  et  de 
son  amabililé-,  et  la  publication  du  Volume  contenant 
les  Comptes  rendus  de  ce  Congrès  fait  grand  honneur 
à  sa  mémoire. 

La  science  mathématique,  la  Géométrie  surtout,  font 
en  lui  une  pcite  iiréparable. 

Mais  on  ne  sait  qui  l'on  doit  plaindre  le  plus,  dans 
cet  écroulement  inattendu  et  si  cruel  de  tant  d'espé- 
rances. 

G. -A.  Laisant. 
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SlIU  m  PROBLÈME  KELATIF  AUX  SURFACES; 

Par  m.  R.  BR[CARD. 


1.  Soient  (S)  et  (S')  deux  surfaces  inverses  par  rap- 
port à  un  point  0.  On  sait  que  deux  points  /n  et  77i' , 
appartenant  respectivement  à  (S)  cl  (S')  et  se  coires- 
pondant  dans  rinversion,  satisfont  aux  conditions  sui- 
vantes, que  j'appellerai  conditions  [C]  : 

1°   La  droite  J7im'  passe  par  le  point  O. 

2"  La  normale  à  (S)  en  m  et  la  normale  à  (S')  en  ?}i' 
se  rencontjent. 

3°  Si  m  décrit  une  ligne  de  courbure  de  (S),  /«' 
décrit  une  ligne  de  courbure  de  (S'). 

On  peut  se  demander  si  ces  propriétés  caractérisent 
deux  surfaces  inverses.  Nous  verrons  qu'il  n'en  est  pas 
ainsi,  en  cliercliant  à  résoudre  la  question  suivante  : 

Déleiminer  de  la  manière  la  plus  générale  un  couple 
de  surfaces  (S)  et  (S')  entre  lesquelles  on  puisse  établir 
une  correspondance  telle  (jue  deux  points  correspon- 
dants quelconques  m  et  ni'  satisfassent  aux  condi- 
tions [C]  énoncées  plus  haut,  O  étant  un  point  conve- 
nablenient  choisi. 

J'indicjue  dès  maintenant  les  résultais  auxquels  mène 
l'élude  de  ce  problènu.'. 

On  obtient  des  couples  de  surfaces  satisfaisant  aux 
conditions  [C]  dans  les  cinq  cas  suivants,  et  seulement 
dans  ces  cas  : 

L  {?>)  et  [S')  sont  confondues  en  un  niéinc  cône  de 
sommet  O. 
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II.  Uune  des  surfaces  (S)  et  (S')  est  une  sphère  de 
centre  O,  Vautre  surface  est  quelconque. 

III.  (S)  et  (S')  sont  deux  surfaces  honiothétiques 
par  rapport  au  point  O. 

IV.  (S)  et  (S')  sont  deux  surfaces  inverses  par  rap- 
port au  point  O. 

V.  (S)  et  [S')  sont  engendrées  simultanément  de  la 
manière  suivante  :  on  se  donne  un  cône  (G)  quelconque 
de  sommet  O;  dans  V un  des  plans  tangents  de  (G)  on 
trace  deux  courbes  arbitraires  K  et  K'.  Lorsque  ce 
plan  tangent  roule  sur  (G),  K  engendre  (S)  et  ¥J 
engendre  (S'). 

Tous  ces  systèmes  satisfont  bien  aux  conditions  [C]. 
Le  fait  est  évident  pour  les  systèmes  I,  II,  III.  Pour  le 
système  IV,  il  résulte  des  propriétés  de  l'inversion  rap- 
pelées au  début.  Enfin,  pour-  reconnaître  qu'il  en  est  de 
môme  pour  le  système  V,  remarquons  que  les  sur- 
faces (S)  et  (S')  définies  de  la  manière  indiquée  sont 
des  surfaces-moulures  particulières.  D'après  les  pro- 
priétés connues  de  ces  surfaces,  les  lignes  de  courbure 
de  (S)  sont,  dans  un  système,  les  diverses  positions  de 
la  courbe  K,  el,  dans  l'aulre  système,  les  lignes  splié- 
riques  trajectoires  des  diveis  points  de  K  dans  le  mou- 
vement de  cette  courbe.  De  cette  remarque  qui  s'ap- 
plique ;'i  (S'),  mutatis  mutandis,  résulte  immédiatement 
que  les  conditions  [C]  sont  bien  satisfaites  par  les 
surfaces  du  système  V  ('). 

Voici  maintenant  par  quelle  analyse  on  peut  établir 
que  le  problème  proposé  n'admet  pas  de  solutions,  eu 
dehors  des  précédentes. 

(  '  )  On  peut  rciiiarqucr  que  le  cas  I  est  uu  cas  particulier  du  cas  V. 
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2.  Supposons  réalisé  un  couple  de  surfaces  (S)  et  (S') 
satisfaisant  aux  conditions  [C].  Soient  (P)  le  plan 
tangent  à  (S)  en  m,  (P')  le  plan  tangent  à  (S')  en  m'. 
Il  y  a  lieu  de  distinguer  trois  cas. 

1°  Les  plans  (T?)  et  (9')  sont  constamment  confondus. 

Cela  exige  que  (P)  |)asse  par  le  point  ni  et  par  suite 
par  le  point  O.  (S)  est  donc  un  cône  de  sommet  O  et 
(S')  est  visiblement  confondue  avec  (S).  Nous  sommes 
ainsi  conduits  à  la  solution  I. 

2"  Les  plans  (P)  et  (P')  sont  constamment  parallèles . 

Les  surfaces  (S)  et  (S')  sont  liomolliétiques  par  rap- 
port au  point  O.  (Solution  II.) 

3"  Les  plans  (P)  et  (P')  sont  distincts  et  se  coupent 
suivant  une  droite  D  située  à  distance  finie. 

Cette  droite  D  ne  peut  passer  ni  par  le  point  m  ni  par 
le  point  m'.  Supposons,  en  effet,  qu'elle  passe   par  le 


premier  de  ces  points.  Alors  le  plan  (P')  passera  par  le 
point  O,  d'où  nous  conclurons  comme  tout  à  l'heure 
que  (S')  est  un  cône,  avec  lequel  (S)  est  nécessairement 
confondue.  Les  plans  (P)  et  (P')  coïncideront,  ce  qui 
est  en  contradiction  avec  l' hypothèse  actuelle. 


(     I02    ) 

Cela  pose,  menons  dans  Je  plan  (P)  les  directions 
principales  relatives  à  la  surface  (S)  et  au  point  m. 
Opérons  de  même  dans  le  plan  (P'),  relativement  à  la 
surface  (S')  et  au  point  ni' .  Ou  obtient  ainsi  rpiatre 
droites  qui,  d'après  la  troisième  des  conditions  [C],  se 
coupent  deux  à  deux  en  deux  points  p  el  q ^  situés  néces- 
sairemout  sur  D. 

[Si  pour  l'une  des  surfaces,  (S)  par  exemple,  les 
directions  principales  sont  indéterminées  en  chaque 
point,  tous  les  points  de  (S)  sont  des  ombilics,  et  cette 
surface  est,  comme  on  sait,  une  sphère.  On  obtient 
ainsi  la  solution  II.  Je  supposerai  dorénavant  ce  cas 
écarté.] 

3.  Il  faut  maintenant  encore  traiter  séparément  deux 
cas  qui  peuvent  se  présenter  : 

i"  Les  deux  points  p  ei  q  sont  (en  général)  à  dis- 
tance finie. 

Décrivons  la  sphère  (S)  ayant  pour  diamèire  pq;  elle 

passe   par  les  points  ni  et  né ^  puisque  les  angles  pniq 

et  pné q  sont  droits.  Menons  la  normale  en  ni  à  (S)  et 
la  normale  en  né  à  (S').  Elles  se  coupent  en  un  point  ijl 
(deuxième  des  conditions  [G]).  \^ni  et  \i,né  sont  deux 
tangentes  à  (1).  On  en  conclut  que  les  deux  points  /// 
et  né  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  (^^pq). 

Imaginons  maintenant  que  le  point  m  se  déplace  inti- 
ment peu  sur  (S)  dans  une  direction  quelconque  et 
vienne  en  nl^.  Le  point  né  viendra  en  ///, ,  sur  la  sur- 
face (S').   Les  droites   ni/Uf,    né/n\   se  coujjeut  sur  D; 

soit  a  leur  point  de  rencontre.  Les  angles  :f.niné .,  ané m 
sont  égaux j    désignons    par    ()    leur  valeur   commune. 
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Le  triangle  amni',  eoupé   par  la  transversale  0/;/,m;, 

donne  la  relation 

Wi  m    m\  g    0  m'  _  ^ 
mia    vi\  m'   (J  m 

d'où 

«Il  m   _  O  /H    //2 1  g   _   t)/?i-  ^ 

en  négligeant  des  infiniment  petits   d'ordre  supérieur. 

Mais  on  a 

d(Oni)  ,  d(Om') 

'"■'"""  "l^^^^e"'        "'i'"  -        cose 

d'où  l'on  tire 

d(Om)   __  Oni 

0 m  d\  Om)-\-0 m  d{0 m' )  =  o, 

et,  en  intégrant, 

O  771.0  m'  =  consl. 

Ainsi,  da..s  l'hypothèse  actuelle,  (S)  et  (S')  sont  des 
surfaces  inverses  par  rapport  au  point  O.  C'est  la  solu- 
tion IV. 

2"  L'un  des  points  p  et  q,  le  point  q  par  exemple, 
est  conslcvnment  rejeté  à  l'infini  sur  D. 

S'il  en  est  ainsi,  les  droites  nu/,  m' q  et  D  sont  paral- 
lèles, et  le  point  p  est  la  projection  commune  des 
points  m  et  m' sur  D.  En  désignant  toujours  par  ;.  le 
point  de  rencontre  des  normales  aux  deux  surfaces,  res- 
pectivement en  m  et  en  m',  les  quatre  points  m,  m  ,  />,  ^ 
sont  dans  un  même  plan  perpendiculane  à  D. 

Soil,  r,  la  ligne  de  courbure  de  (S)  cpii  passe  eu  /«et 
oui  est  tangente  à  mp.  Cette  courbe  est  la  d.rectr.ce 
d'une  nonnalie  développable,  dont  le  plan  tangent  le 
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long  de  7n\K  est  Je  plan  {pin\t.).  Mais  ce  plan  contient  le 
point  m'  et  par  suite  le  point  O.  Il  est  donc  nécessaire 
que  la  normalie  développable  en  question  se  réduise  à 
un  plan  contenant  le  point  O  el  la  courbe  V p  est  tracée 
dans  ce  plan.  Ainsi  la  ligne  de  courbure  T p  et,  natu- 
rellement, toutes  celles  du  même  système  sont  tracées 
dans  des  plans  qui  contiennent  le  point  O. 

Ces  divers  plans  enveloppent  un  cône  (G)  de  som- 
met O.  Considérons  maintenant  sur  (S)  la  seconde  ligne 
de  courbure  T^  qui  passe  au  point  m  .m\^  et  mO  sont 
deux  normales  à  celte  courbe.  Son  plan  normal  en  m  est 
par  suite  le  plan  (Omij.),  tangent  au  cône  (G).  On  voit 
donc  que  (G)  est  la  surface  polaire  de  F^,  et  naturel- 
lement de  toutes  les  lignes  de  courbure  du  même 
système. 

Or  on  sait  qu'une  courbe  gauche  peut  être  considérée 
comme  la  trajectoire  d'un  point,  convenablement  choisi, 
appartenant  à  un  plan  qui  roule  sur  la  surface  polaire 
de  cette  courbe.  Les  courbes  F^  sont  donc  les  trajectoires 
des  divers  points  de  l'une  des  courbes  F^,  quand  on  fait 
rouler  sur  le  cône  (G)  le  plan  qui  contient  cette 
courbe  ('  ). 

Tous  ces  raisonnements  peuvent  se  répéter  pour  la 
surface(S'),  et  nous  sommes  ainsi  amenés  à  la  solution  V, 
par  laquelle  le  problème  est  détinitivement  épuisé. 


(')  On  leruarqucra  que  le  résultat  obtenu  peut  s'énoncer  ainsi, 
sous  une  autre  forme  :  Si  les  lignes  de  courbure  d'une  sur/ace 
appartiennent,  dans  un  système,  à  des  sphères  concentriques, 
cette  surface  est  engendrée  par  une  courbe  plane  de  grandeur 
invariable,  dont  le  jdan  roule  sur  un  cône  d'ailleurs  quelconque. 
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[MMiô] 


SUR  LE  THEOREME  DE  SCIIŒLCIIER; 

Par  m.    a.  MANNHEIM. 


A  Marseille,  en  1891 ,  le  colonel  Schcelcher  a  présenté, 
au  Congrès  de  l'Association  française  pour  l'avancement 
des  Sciences,  un  Mémoire  intitulé  :  Théorie  générale. 
des  hélices.  Ce  travail  ne  figure  au  Cornple  rendu  du 
Congrès  que  par  une  très  courte  analyse;  malgré  cela, 
on  y  trouve  la  «  piopiiété  de  la  troisième  section  circu- 
laire du  tore  de  couper  tous  les  méridiens  suivant  un 
angle  constant  » . 

Cette  troisième  section  circulaire  du  tore  a  été  décou- 
verte en  1848  par  Yvon  Villarceau  (voir  Comptes  ren- 
dus). A  ma  connaissance,  depuis  cette  époque,  on  n'avait 
pas  remarqué  le  joli  tliéorème  de  Scliœlclier  (')  qu'on 
peut  énoncer  ainsi  : 

Sur  un  tore  les  cercles  de  Villarceau  sont  des  loxo- 
d  rondes. 

Par  un  point  M  d'un  tore  passent  deux  cercles  de 
Villarceau,  symétriques  par  rapport  au  plaa  méridien 
mené  par  M;  l'angle  de  ces  deux  cercles  est  alors  double 
de  l'angle  que  fait  l'un  deux  avec  le  cercle  méridien 
en  M,  par  suite  : 

L'angle  compris  entre  les  deux  cercles  de  Fillar- 


(')  A  la  pai^c  l'Ji  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques 
pour  1902,  on  trouve  l'énoncé  de  ce  tliéorème  extrait  d'un  travail 
de  M.  Holzmiiller  publié  dans  le  Zeitschrift  fiir  Matheniatik  und 
Physik,  mais  il  faut  remar(|uer  que  ce  travail  n'a  paru  qu'en  1899. 


y^ 
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ceau,  qui  passent  par  un  pointai  d' un  tore,  est  toujours 
le  même,  quelle  que  soit  la  position  de  M. 

La  démonstration  de  ce  théorème,  d  après  ce  qui  pré- 
cède, entraine  celle  du  théorème  de  Schoelcher;  elle  est 
très  simple  comme  on  va  le  voir. 

La  sphère,  qui  contient  les  deux  cercles  de  Villarceau 
qui  passent  par  M,  est  douhlement  tangente  au  tore; 
appelons  O  le  point  où  elle  coupe  l'axe  de  révolution  de 
cette  surface.  Prenons  O  comme  pôle  d'inversion  et 
choisissons  la  puissance  d'inversion  de  façon  que  le  tore 
se  transforme  en  lui-même.  La  sphère  a  pour  transfor- 
mée un  plan  doublement  tangent  au  tore,  et  les  deux 
cercles  de  Villarceau  qu'elle  contient  ont  pour  trans- 
formés les  cercles  résultant  de  l'intersection  du  tore  par 
ce  plan  tangent.  L'angle  de  ces  derniers  cercles  est 
constant,  quel  que  soit  le  plan  doublement  tangent  au 
tore,  il  en  est  alors  de  même  de  l'angle  des  deux  cercles 
de  Villaiceau  qui  passent  par  un  point  arbitraire  M. 

On  peut  aussi  énoncer  le  théorème  de  Schoelcher  en 
disant  : 

Les  cercles  d'intersection  d'un  tore  par  des  plans 
bitangents  coupent  sous  des  angles  égaux  les  lignes 
de  courbure  d'un  même  système  de  cette  surface. 

Sous  cette  forme,  le  théorème  de  Schoelcher  s'étend 
immédiatement  par  inversion  à  la  cyclide  de  Dupin.  Je 
ne  m'arrête  pas  à  cette  extension,  n'ayant  en  vue  ici 
que  le  tliéorème  de  Schoelcher,  dont  je  vais  donner  main- 
tenant une  démonstration  directe. 

Faisons  une  projection  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  de  révolution  du  tore.  Soit  AMNB  une  ellipse 
projection  d'un  cercle  de  Villarceau.  La  [)rojection  F  de 
l'axe  du  tore  est  un  foyer  de  cette  ellipse. 
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Sur  celle  courbe,  prenons  les  points  arbitraires  M,  N, 

projections  des  points  IM',  N',  et  menons  les  tangentes  MT, 

]NT.  La  droite  FT  étant  la  bissectrice  de  l'angle  MFN, 

il  en  résulte  que  les  distances  TP,  TQ  du  point  P  aux 


côtés  de  cet  angle  sont  égales.  Remarquons  tout  de  suite 
que  les  segments  de  l'espace  T'P',  T'Q',  parallèles  au 
plan  de  projection  et  qui  se  projettent  en  TP,  TQ,  sont 
parallèles  aux  tangentes  en  M',  N'  aux  cercles  qui  sont 
des  parallèles  du  tore. 

Les  tangentes  T'AI',  T'N'  au  cercle  de  \illarceau  sont 
égales.  Les  segments  T'P',  T'Q' sont  égaux.  Par  suite, 
les  triangles  rectangles  de  l'espace  T'M'P',  T'^l'Q'  sont 
égaux  et  leurs  angles  en  T'  sont  alors  égaux.  D'après  la 
remarque  qui  vient  d'être  faite,  le  cercle  de  Villarceau 
coupe  donc  les  parallèles  du  tore  eu  M'  et  N'  sous  des 
angles  égaux. 

Si  l'on  fait  varier  l'un  de  ces  points,  l'autre  restant 
iixe,  on  voit  qu'au  point  variable  l'angle  du  cercle  de 
Villarceau  avec  le  parallèle  du  tore  est  toujours  de  même 
grandeur,  puisqu'il  est  constamment  égal  à  un  angle 
Iixe.  Le  théorème  est  ainsi  démontié. 

J'espère  (|ue  celle  courte  jNote  appellera  l'attenlion 
sur  le  très   intér(.'ssant  tliéorèuie  de  Scliœlcher. 
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[I5a] 

COURESPOmWCE  (i,i)  E^ITRE  LES  DEUX  DÉCOMPOSITIOXS 

N  =  Ax  B   ET   N  =  P2+Q-; 

Pau  m.  g.  F0\TE\É. 


§  I.   —  Décompositio:^  d'ujv  nombre  en  un  produit 

DE    DEUX    FACTEURS. 

1.   Soit 

N  =  a^b^cl ..., 

les  facteurs  a^  b,  c^  ...  étant  premiers.  Le  nombre  des 
décompositions  de  jN  en  un  produit  de  deux  facteurs 
est 

■ > 

si  N  n'est  pas  carré  parfait 5  lorsque  JN  est  un  carré,  le 
nombre  des  décompositions  est 

(a  +  i)(3-i-i)(Y  +  i)---— I 
2 

ou 

(a  -I-  i)(,3  H-  1)  (y  -f-  0  . . .+  I 


2.  Le  nouibre  des  décompositions  de  N  en  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  premiers  entre  eux  est  égal  au 
nombre  des  décompositions  de  abc.  .  .  eu  un  produit 
de  deux  facteurs,  soit 

2^-», 

en    appelant  k  le  nombre   des  facteurs  premiers  dis- 
tincts.   Les    facteurs   en   question    sont   d'ailleurs    les 
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termes  du  produit 

(i-+-a«)(i  +  6P)(n-cT)..., 
c'est-à-dire  les  termes  du  polynôme 

chaque  facteur  s'associant  avec  un  autre  pour  donner  le 
produit  N.  On  suppose  N  différent  de  i . 

3.  Soit  N  =  xA.  X  B,  A  et  B  ayant  A  pour  plus  grand 
commun  diviseur;  on  a 

a  et  b  étant  premiers  entre  eux.  Les  décompositions 
de  N  en  un  produit  de  deux  fadeurs  ayant  A  comme 
plus  grand  commun  diviseur,  correspondent  dojic  aux 
décompositions  du  quotient  N  ;  A-  en  deux  facteurs 
premiers  entre  eux. 

4.  On  peut  classer  les  décompositions  de  N  en  un 
produit  de  deux  facteurs  d'après  le  plus  grand  commun 
diviseur  A  de  ces  facteurs  :  il  laudra  prendre  pour  A- 
lous  les  diviseurs  carrés  de  N.  Soit 

N  =  «a^P  . . .  r?s'^  . . ., 

les  exposants  a,  |j,  .  .  .  étant  impairs,  les  exposants  p, 
0-,  ...  étant  pairs:  soit  h  le  nombre  des  facteurs 
premieis  distincts.  Les  diviseurs  carrés  A-  sont  les 
termes  du  produit 

(  I  -f-  a"^  -f-  a''  -H .  .  .  H-  a'^-i) 

X 

X  (  I  +  /•-  +  /-^  -!-  .  .  .  H-  rÇ'-'^  -4-  r?  ) 
X  (  1  +  4-2  -\-  s'*  -h.  .  .-h  s'^-2  -+-  5"  ) 
X 
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Dans  les  premiers  facteurs,  le  nombre  des  termes  est 

a  +  iB-i-i  ,  ij         •         r, 

5 j  •  •  •  ;  dans  les  derniers  tac  leurs,  en  cotnp- 

2  2  l 

tant  à  part  Je  dernier  terme,  Je  nombre  des  termes  est 
■! — h  I ,  -  +  1 1 Si,  pour  former  un  diviseur  carré  A-, 

2  2  -^ 

on  n'emploie,   comme   facteur,   aucun  des   termes  /'P, 
5^,  . . . ,  où  l'exposant  est  celui  qui  entre  dans  JN,  Je  cjuo- 

N 
lient  —  a  des  facteurs  premiers  distincts  en  nombre  k, 

et  donne  des  de'composi lions  en  nombre   2*~'  ;    pour 
chaque  facteur  /P,  s^,  ...  introduit  dans  A-,  le  nombre 

N 
des  facteurs  premiers  distincts  du  quotient  —  diminue 

d'une  unité,  et  le  nombre  des  décompositions,  au  lieu 

d'être  2^~\   est  seulement  alors   2^~'  X  -  X  -  X.  •  • . 

2  2 

On  trouve  ainsi  que  le  nombre  total  des  décompositions 
de  N  est 


,/.-! 


-t-I 


les  derniers  facteurs,  s'il  y  en  a  trois,  par  exemple,  ont 
pour  produit 


2 


T    T  I    ■^   p     3  I    ^   p  I 

2    2    "^    2  ^  2    2    "^     I  ^  2  8  ■ 


ce  qui  rend  compte  de  la  formule.  On  a  donc 

_  (a-^i)(p+i)...(p^i)(7-4-i)... 


Toutefois,   si  le  nombre  N  est  un  carré,  quand  on 
end   —-  =  1,    le    calcul    précédent    donne    2^~' X -r 

A2  1  2'- 


ou  -  comme  nombre  des  solutions,  au  lieu  de  i  (jui  est 
le  nombre  exact;  le  nombre  total  des  décompositions  est 


(  'Il  ) 

donc,  pour  ce  cas  exceptionnel, 

_  (  p  -f- 1  )  (  a  -t-  I  ) 


On  i-etrouve  bien  le  résultai  incliqué  au  n"  1. 
§  II.   —  Décomposition  d'un  nombre  en  une  somme 

DE    DEUX    CARRÉS. 

5.  On  appelle  entiers  imaginaires  de  Gauss  les 
nombres  de  la  forme  x-\-j-i^  x  ely  étant  entiers;  ces 
entiers  imaginaires  ont  les  mêmes  lois  de  divisibilité 
que  les  entiers  ordinaires. 

Sont  premiers  absolus  dans  le  domaine  considéré  : 
i"  Les  nombres  premiers  réels  de  la  forme  4^'  —  M 
2°  Le  nombre  i  +  i  dont  la  norme  est  égale  à  2  ; 
3°  Les  nombres  x+ji,   dont   les   normes  sont  les 
nombres  premiers  ordinaires  de  la  forme  /^h  -\-  i . 

6.  La  norme  d'un  nombre  du  domaine  peut  s'écrire 

N  =  P2  X  '2''  X  (a  -h  a'  i)^  (  a  —  «'  i)'-^  X  ,  . . , 

P  étant  un  produit  de  facteurs  premiers  de  la  forme 

4h  —  1,  les   facteurs  o-\-a'i^    ...    étant  premiers,  ou 

encore 

N  =  P2  X  2/'  X  A«  X  B?  X . . . , 

les    nombres    premiers    A,  B,    ...    étant  de    la   forme 

4  A  +  1  • 

Quand  on  cherche  les  solutions  de  l'équation 

X2  +  Y2=N, 

si  l'on  fait 

y)  =  2/>'-+-Tr  (7r=o   ou    l), 

il  faudra  prendre 

\=  ?  XîP'  X  X,        Y  =  P  X  11''  X  y, 
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de  sorte  que  l'on  est  ramené  à  résoudre 

œ^ -\-y-=  ?i' —  X^B?  .  .  .X  i     ou     2. 

En  ce  qui  concerne  la  présence  du  facteur  2,  si  l'on 

pose 

N"=A«BP..., 
et  si  l'on  a 

N"=  a72-4-j-2=  (x  -^yi)  [x  —  yi), 
on  aura 

2N"=  {x  -h yi){i  -^  i)  X  {x  — yi)  (i  —  i) 
^{^x—yY-^ix^yf; 

à  cause  de 

1  —  f  =  ( I  -I-  n  X  —  i,         i  -h  i  =  (i  —  i)i, 

on  aura  le  même  résulJat  en  écrivant 

2N"=  {x  -+-yi)  (i  —  i)  X  {x  —  yi)  (i  -+-i)  ; 

il  y  a  donc  autant  de  décomposition  du  nombre  2]N" 
que  du  nombre  JN",  et  il  suffit  de  considérer  l'équation 

x^--{-y2=  N"  =  A^B? 

7.  Chacun  des  nombres  premicjs  A,  B,  ...  est  d'une 
seule  façon,  somme  de  deux  carrés;  soit 

N"=  (a2_^a'2)a(62_^  6'2)?(c2-h  c'2)Y; 

on  suppose  «,  a',  ...  positifs.  Il  sera  entendu  que 
l'on  a  fixé,  arbilrairemejit  d'ailleurs,  l'ordre  des  deux 
carrés  qui  composent  cliaque  facteur,  et  l'on  s'interdira 
de  modifier  cet  ordre;  on  doit,  eu  effet,  dans  ce  qui 
suit,  remplacer  a-  +  a'^  par  (a  +  a' i)  [a  —  «'«),  et  faire 
jouer  des  rôles  différents  aux  deux  facteurs  de  ce  pro- 
duit; or,  si  l'on  prenait  a'--Ha^,  on  aurait 

(  a'-f-  ai)  (a'+  ai), 
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ce  qui  équivaudrait  à  échanger  les  rôles  des  deux  fac- 
teurs. 

Soit  U!)e  décomposition  du  nombre  W  en  un  produit 
de  deux  facteurs;  en  désignant  par  A  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  facteurs,  on  peut  écrire,  par 
exemple, 

rs"  =  A ( «5  -h  a'2 ))^  (  6-^  -f-  6'2  )[J-  X  A ( c2  +  c'2  )v. 

Ecrivons  alors,  d'après  une  loi  facile  à  saisir  : 

]\"=      A(«  -f-  rt'f  j)-  {b  4-  b'i)[i-{c  —  c' iy 
X  A(rt  — a'ij>^(6  — 6'i)!^(c+  c'iy'\ 

nous  aurons 

^"=  \(p-{-  qi)X  à(p—  qi)  =  (\p  y-  -h(\q  y  =  P2  +  Q% 

les  deux  nondjres  P  et  Q  ayant  A  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

O/i  a  ainsi  établi,  entre  les  décom/fositions  du 
nombre  Pv"  en  produit  de  deux  facteurs  et  les  dccoîn- 
posi lions  de  ce  nombre  en  somme  de  deux  carrés, 
une  correspondance  (i,  i),  dépendant  à  la  vérité  de  la 
façon  dont  on  a  fixé  l'ordre  des  deux  carrés,  dans  chacun 
des  facteurs  premiers  a--]- a'-,  ...,  mais  Lien  détei- 
niinée  dès  que  cet  ordre  est  fixé.  Et  cette  correspon- 
dance est  telle  que  /(:;  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  Joncteurs  c/ui  forment,  le  produit  JN"  est  aussi  celui 
des  deux  nombres  P  et  (^,  dont  les  carrés  ont  pour 
son  nue  N". 

8.  Pour  A  =  I ,  on  a  les  décompositions  propres  de  iN". 
Si  l'on  se  donne  A,  A-  étant  un  diviseur  de  JN"  (i-  com- 
pris, N"  compris  s'il  y  a  lieu),  on  veut  avoir 

Afin,  de  Malkcmal.,  /)"  série,  l.  III.  (Mars  igoS.)  <S 


(  1-4  ) 

p  cl  q  premiers  enlre  eux,  c'est-à-dire  que  l'on  a  à  clier- 

cher  les  déconiposilions  du  nombre  — •  Ce  classement 

des  solutions  d'après  A   correspond  au  classement  ana- 
logue des  solutions  du  problème  considéré  tout  d'abord. 

9.  Le  nombre  total  des  décompositions  du  nombre  JN" 
en  somme  de  deux  carrés  est  égal,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, au  nombre  des  décompositions  du  même  nombre 
en  un  produit  de  deux  facteurs,  soit 

(  a  -i-  I  )  f  3  ^  r  )  ('  Y  -I-  n  .  . . 


si  JN"  n'est  pas  un  carré,  et 


si  N"  est  un  carré,  en  acceptant  la  décomposition 

N"=  (v/N")'-f-  02. 

Ces  formules  ont  été  données  par  Gauss.  Lejeune- 
Diricblet  a  donné,  je  crois,  une  autre  forme  au  résultat, 
en  considérant  diiX'Ctement  le  nombre  N.  J'ignore  si  la 
correspondance  établie  ici  a  déjà  été  observée. 

Eu  supposant  jN"  différent  de  i ,  le  nombre  des  décom- 
positions propres  est  2^~*,  A  étant  le  nombie  des  facteurs 
premiers  distincts  A,  13,  ...  ;  par  iN  =  i ,  on  a  la  décom- 
position i  =  i--|-o-.  Le  nombie  des  décompositions 
impropres,  avec  une  valeur  donnée  de  A,  s'obtient  d'une 

,  .  ,  ,  ^" 

manière  analogue,  en  consulerant  —  ^  etc. 

10.  Voici  un  exemple  de  calcul  numérique.  Soit 
trouvé 

'i"  =  p"- -\-  q'i  ; 


(   ii5  ) 

on  a 

5"+ï  =  (/J  +  qi)  {p  —  qi)  {i-^i){i  —  i) 

=  [{■^^p  —  q)  +  {p-^'^q)i\  X... 

=  {ip  —  q)i'^(p-\-iqY. 

En  partant  de  5  =  2-4-  i^,   on  obtient  les  décompo- 
sitions propies  des  puissances  successives  de  5,  soit 

■22+12,        32-4-42,        9.2+  Il2,       (_^)2_|_242^         ._. 

en  ajant  soin  de  garder  le  signe  — ,  on  aura  ensuite 

(_38)2+(4,)2. 


SOLUTION  DE  LA  QlIESTIO\  D'AXALYSE  PROPOSÉE  EN  1902 
AU    COXCOLKS    D'AGRÉGATION    DES    SCIENCES    illATHÉ- 

MATIOIES; 

Par  m.  a.  CAUSSE. 


Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  Ox  et  Oy^  on  considère  une  courbe  C 
telle  que  la  tangente  MT  et  la  normale  IMN  menées  à 
cette  courbe  en  un  point  M  fornie/it  avec  l'axe  Ox  un 
triangle  M^lT  dont  l'aire  reste  constante  (et  égale  à 
la  moitié  de  l'aire  d'un  carré  de  côté  donné  a)  lorsque 
AI  décrit  G. 

1°  Exprimer  les  coordonnées  x  ety^  par  rapport 
à  Ox  et  Oy,  d'un  point  M  de  la  courbe  G  en  fonc- 
tion du  coelJicient  angulaire  t  de  la  tangente  en  M^ 
construire  la  courbe. 

2°  Exprimer  ensuite  les  coordonnées  x  et  y  consi- 
dérées en  fonction  uniforme  d' un  pajaniètre  à  l'aide 
des  fonctions  introduites  par  IJ^eierstrass  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

3'^  Calculer  en  fonction  de  u  le  rayon  de  courbure 


(   ii6  ) 
relatif  au  point  ]M  de  La  courbe  G  et  examiner  s'il 
s'exprime  en  fonction  uniforme  de  u. 

4"  Démontrer  que,  si  Von  désigne  par  M'  le  centre 
de  courbure  de  la  courbe  C  relatif  au  point  M  et  par  P 
la  projection  de  M  sur  Ox^  Vaire  du  triangle  M'INP 
ne  varie  pas  avec  le  point  M;  indiquer  quelle  est  la 
valeur  constante  de  cette  aire. 

5'^  Calculer  en  fonction  de  u  la  longueur  de  V arc  de 
la  courbe  C  compris  entre  un  point  donné  M^  et  le 
point  M  correspondant  à  la  valeur  u  du  paramètre. 

6°  Soit  M  un  point  de  la  courbe  C  correspondant  à 
la  valeur  u  du  parantèlre  et  situé  du  même  côté  de 
l'axe  Ox  qu'un  /toint  donné  M^  de  cette  courbe;  on 
suppose  de  plus  que  l'arc  de  la  courbe  C  qui  joint  ]NJq 
et  M  n'est  pas  rencontré,  entre  Mq  et  M,  par  les  por- 
tions MF,  Mq  Pq  des  ordonnées  de  INl  et  de  M^  limi- 
tées à  l'axe  Ox;  calculer  en  fonction  de  u  l'aire 
dont  le  contour  est  formé  par  la  portion  PPq  de 
l'axe  Oj:,  par  les  portions  MP,  MqPq  des  ordonnées 
de  M  et  de  M^  et  par  l'arc  de  la  courbe  Q  joignant  les 
points  ]Mo  et  M. 


1 .   Soil  P  la  j)rojection  do  M  sur  Ox  {fîg.  i)  ;  en  prc- 
Fig.  I. 


0  T  P  n       X 

iianlles  points  de  rtiHonUe  avecO.r  de  la  l;ing(MUc  en  M, 


(   «'7  ) 
et  de  la  normale  Y  —  y  ^= (^  —  ^)i  on  Irouve 

PT=— ^,         FN  =  /v, 

TN  =  P^  —  PT  =  ty  -h  ^  =  y  ^-^^  • 
On  a 

aire  TAIN  =  -  TN  x  PM  =± 


l'équalion  du  problème  est 

±  v-2 =  a-. 

•^  L 

On  en  déduit 

y  _    ,  n,     t  dy  _    ,  I  —  <■-  dt 


(s,s'  =  ±i); 

puis 

,  dy  dx  ,1  —  f2  ^^ 

Pieniief  cas  :  î  =  -h  i ,  $'  =  +  i .  —  La  réalité  de  x 
et  y  exige  que  t  ne  prenne  que  des  valeurs  positives. 

Quand  t  augmente  indéfiniment,  —r-  tend  vers  o 
comme  — ;   donc  x   a  une  limite;   choisissons  la   con- 

stante    d'intégration  de  sorte   f[ue  cette  valeur   limite 
soit  nulle 

X  _  r^    i  —  r- dt 

Quand  /  tend  vers  o,  -j-  augmente  indéfiniment 
comme  — ;    donc  x  augmente  indéfiniment. 


(  ï'8  ) 
Voici  le  Tableau  des  variations  de  ^  et  ^  quand  t 
varie  de  o  +  oc  : 


dx 
dy 
dt 


t. .  .        o 


dx 
~dt 

X  . . 


o  croît         -—         décroît  o 

^  X  -^  O  —  o 

-  X         croît  »  décroît  o 


La  brandie  de  couibe  représentative  C,  est  asymptote 
à  Ox  et  présente  un  rebroussemont  pour  t  =  i . 

Les  branches  de  courbe  correspondant  aux  différentes 
valeurs  de  la  constante  d'intégration  se  déduisent  de  Ci 
par  des  translations  parallèles  à  Ox  {fig-  2). 

Fig.  2. 


Deuxième  cas  :  s  =  —  i ,  £'  =  +  i .  —  En  choisissant 
encore  la  constante  d'intégration  de  sorte  que  x  =  o 
pour  t  =  -\-cc,  on  trouve  pour  x  et  y  des  expressions 
égah's  et  de  signes  contraires  à  celles  du  premier  cas; 
donc  la  branche  représentative  Co  est  symétrique  de  C, 
])ar  rapport  à  l'origine. 

Troisième  cas  :  s  =  +  i ,  £'=  —  1 .  —  La  variable  t 
ne  peut  prendre  que  des  valeurs  négatives  ;  par  un  choix 


(   "9  ) 
oonvenable  de  la  conslaiile  d'inlégralion,  il  vient 

X  _         /•'  (  I  —  /-  )  dt 


'(I    -T-    f-)    /-    U(t'-^l) 


f-v 


t-T-    I 


Je  dis  que  la  branche  leprésenlative  C3  est  symétrique 
de  C,  par  rapport  à  Oy  i^fig-  3).  En  premier  lieu,  le 


point  Ml  de  C|  correspondant  -a  tz=t^  ^\\q  point  M.) 
de  C3  correspondant  à  <  =  —  t^  ont  la  même  ordonnée 


v/ô^' 


en  second  lieu,  si  l'on  fait  dans  l'intégrale  définie  qui 
donne  l'abscisse  de  M3, 


{\~-r')dt 


le  changement  de  variable  de  l  en  —  f ,  on  obtient 

r'"       (i-f^dt 

—  a  I      —  ) 

c'est-à-dire  l'abscisse  de  M)  changée  de  signe. 


(     120    ) 

Quatrième  cas  :  î  := — i,  t' = — i.  —  La  branche 
représentative  C4  est  symétrique  de  C3  par  rapport  à 
l'origine. 

Finalement,  les  quatre  branches  d,  Co,  C3,  C/, 
forment  une  courbe  C  admettant  Ox  et  Oy  pour  axes 
de  symétrie  et  toutes  les  courbes  de  renoncé  se  déduisent 
de  C  par  des  translations  parallèles  à  O^. 

Dans  tout  ce  cjui  suit,  nous  ne  considérerons  que  la 
branche  C. . 


2.   Posons 


la  quantité  sous  le  radical  étant  de  la  forme 

(«•0  =  — 4,  5^3=  o;   racines  e,  =  /,   e.—  o.  (^3  =  —  i), 
l'inversion  de  celte  intégrale  elliptique  donne 

t  =  p(«;  —  4,0); 

quand  t  varie  de  o  à  +oc,  ii  décroit  de 

ii  -i-  o)  ^-  w'  =^  Il  ~  Wj     à     o. 

y  et  X  s'expriment  en  fonction  uniforme  de  u  : 


ou  encore 


y  _  it  ^  ^       pz^ 


«       v/4^ (/■'-+-')         ""'1'  " 
I  —  t'^ 


En    décomposant   — - — — -    en    fiactions    simples,    il 

*■  t{\  -r-  t-)  '■ 


(  121  ) 

vient 

dx        [  \  I  I     \  dt 


lMi  —  e^_        pu—ei        pu  —  63 
Or,  la  formule 


du . 


p  «  —  n 


où  ).,  iK,  V  représeiilenl  les  nombres  i,  "î,  3  rangés  dans 
un  ordre  quelconque,  donne 

/du                  Z(u  -h  oj',)  -]-  e)  H 
=—  -^ -^ ^  +const. 
pu  —  ei             (ex— <?jx)(ex— «v) 

Appliquons  aux  trois  cas  difFércnls  : 

/du                  ÎI  (  «  -4-  oj  )  -4-  iu 
=      ^- -t-  const., 
pu  —  ei                         2 

==  —  L,{u  -h  oy  -i-  to  )   +  const., 

p  u  —  e, 

/du                  ^(«  -H  w' ) —  iu 
=      i^^ h  const. 
p  u  —  €3                         1 

Il  en  résulte 

X        (y,  ,,        !;(m  +  w)^  ^(«-f-w')\» 

-  =  K  (  «  +  to  -H  co  )  +  ^-^ ^-^ ■ 

a        V  2  /o 

=  —  ^  (  w  -i-  0/)  +  Ç(  ii  -1-  w  +  to') 

—  Z(o})-h^{u  +  oj)        —  ^(to')  -\-  Z(u  -\-  to') 

2  2 

On  peut   transformer  celte  expression  à  l'aide  de  la 
formule 

2pU  —  pV 

où  l'on  fait  ç>  =  cox, 

i        p'  u 

Uu  -+■  tox)  —  c(wx)  =  c«  +  -  — ^ ; 


(  1^-2  ) 

il  vient 


\pu  — ei  ~^  pu  — e-i    '    ^pii  —  ej 


a  ■  \\pu  —  e^        p 

^          niip'^u  +  i) 
=  2  !!  if  H — —. — 

p  î< 

Les  expressions  défini  il  ves  de  x  el  y  en  foucLioii  uni- 
forme de  u  sont,  débarrassées  de  tout  svnibole  imagi- 
naire, 

!TiT)  p  II 

y  ^=  a  — —  =  —  la  ■^, —  : 

ffl<73  pu 

de  plusy  est  une  fonction  elliptique  de  a. 

3.    Soit  R  le  rayon  de  courbure  relatif  au  point  M 

xi  =    T, =    ; =   (  l  -4-  t-  )-  — ;-     =    — • 

y"  rf£  ^  >    dt         1      ^1 

dx 

Remplaçons,  dans  celte  expression,  t  par 

/  <^i  " 

\  tra 

7^  u 
a  i'' Il        a  j'*  —  ji 

(  '  )  L'expression 

^     _   y  2pi<  p'  Il  p'  U 

"ici       '  l\{p-u  +  i)         'pu 

est  toute  préparée  pour  rinlcgralion. 


(   1-^3  ) 
Si  l'on  veut  mettre  les  zéros  en  évidence  au  numéra- 
teur, on  détermine  un  argument  u^  tel  que  pw,  =r  i,  et 
un  autre  «2  tel  que  jaMo  = —  i  ?  et  l'on  exprime  pu  —  pu^ 
el  pu  —  puo  au  moyen  de  la  fonction  a- 


R  = 


a    I  —  p-  Il 


IT|  Il 
^3  II 


a  i{ii — iix)  i{ii -^  u-i)  i(  a  —  u-,)^{ii^Ui) 

2  T-»!  T-  11-2  t'I  II  1 1l 

De  toutes  manières,  R  s'exprime  en  fonction  uni- 
forme, mais  non  elliptique,  de  u\  on  voit  aisément  que 
c'est  une  fonction  aux  multipli(  ateurs  constants  —  i 
ei  —  I . 

•4.   Si  a  désigne  Tangle  que  fait  avec  Ox  {Jig.  4)i  la 
Fig.  4. 


tangente  menée  dans  le  sens  des  t  croissants,  l'ordonnée 
de  M' 


P'M'=j'+  R  cosa 


,   /     t            a   i  —  t^         I                 ^f^-hi 
=  al/  — 1 :j ,  =  a- ^ — 


(  ^M  ) 

11  en  résulte 


aireM'NP=       ipNxP'M' 


=  ±-  ty  X  P'M' 


I        /    t       s/r-hi      «2 

±  -  ta  {  /  — /^ =  — 


2f' 

L'aire  M'NP  est  bien  constante  et  sa  valeur  est 


5.  Si  s  désigne  l'arc  de  la  courbe  compté  positive- 
ment dans  le  sens  des  t  croissants,  on  a 

ds'^^z  dx^-^  dy^-=  (t^-hi)dx^-, 
ds  __^      i  —  r-       dt    _^  (  i  it     \    dt   ^ 

on  doit  prendre  le  signe  +  quand  ^  <C  i  ?  et  le  signe  — 
quand  /  >>  i  . 

On  est  ramené  à  l'intégration  d'une  fraction  ration- 
nelle en  posant  t- ■=  9.  Mais  il  est  aussi  simple  de  tout 
exprimer  en  fonction  de  a  : 

ds  _^  f\J \  —  t-  '^^      \  ^^ 

<^  ~~\      ^  /i-h^v  v/4^(^2-+- 1) 

— 2 du. 

En  premier  lien, 

— .    du  = h  const. 

Tout  revient  à  calculer   /  —^du;  oi- les  relations 
(I) 


'1  '■'i 


pu  —  ei        pu  —  e^        pu  — 63         I 


ou 


donnent 
de  sorte  que 


(   125  ) 

gf      ^   ^1  ^      ^1      ^  f^ 
pu  —  i       p  «        p  K  4-  «         I 

2  5|  =  crf  +  cr2^ 


du  =   /   —  du  -h  I  —  du . 

On   voit  aisément  que   la   dérivée  Jogaritlimique  de 


Je-, —  e., h  —    est    \,/eo —  e.,  ^>     et    fine    celle    de 

^  -  CTa  Ja  ^      •*  -  cr,3  ^ 

Je,  —  e.> h  —  est  Jci  —  &<>  —;  il  vient  donc,  en  rem- 

''  '  cTi  cr,  *  -  Ji 

plaçant  C),  e^  et  e»  pai-  leurs  valeurs, 

v/iCT-l-  0-2 


r  i<^\  T         v'— î'^  +  '1       I  I 

/     =-  du  =        log 1 :;  \0{ 


const. 


Les  relations  t^  =  o-j;  -{-  i^'  et  <3-,'  =0-^  —  iry-  fournies 
encore  parles  relations  (i)  permettent  de  transfoimer 
cette  expression 

/■i7|     ,                 I         ,       a.>-+- i/ — tT             I     ,       a.)-f-i/7T 
— -  du  =  — log  — ^    -\ —  log  — — -  -h  const. 


aa 


=  \/ —  i  arc  tang  —à — h  ^ i  arc  tang     


const. 


Finalement 


arcMflM  =  ±  ( v  —  *  ^''f"'  tang -7-^ V^  ^'"^  '^"?  "     ) 

V  ^2  V'«^  "  V  —  i'!  ■11  =  11  „ 

On  est  coiuluit  précisément  à  cette  ('X[)ression  en  in- 
tégrant par  les  fractions  rationnelles  et  en  exj)rimant 
ensuite  en  fonction  de  u. 

L'aj)plicatioii  de  cette  formule  donne  lieu   aux   re- 


(   1-^6  ) 
marques  suivantes.  Désignons  par  A  le  point  de  rebrous- 
senient  [t  =  i)  : 

1°  Si  Mo  et  M  sont  situés  tous  deux  sur  la  branche 
infiuie  AB,  on  doit  [jrendre  Je  signe  —  devant  le  se- 
cond membre  ; 

2°  Si  Mo  et  M  sont  situés  tous  deux  sur  la  bran- 
che AB'O,  on  prendra  le  signe  +  ; 

3°  Si  Tun  des  deux  points  est  situé  sur  la  branche  AB 
et  l'atilresur  la  branche  AB'O,  on  calculera  séparément 
arc  Mo  A  et  arc  MA. 

6.  Les  conditions  auxquelles  Mo  et  M  sont  assujettis 
par  l'énoncé  reviennent  à  ceci  :  M^  et  M  (Jjg-  5)  sont 

Fig.  5. 


situés   tous  deux  sur   la  branche  AB,  ou  tous  deux  sur 
l'arc  AB'O: 

aire  PoMoMP  =±  j y  dx 

~~~   8  J    0(6-4-1)-^  ' 
par  le  cliangeinent  de  variable  L-=  0. 


(   ^-7  ) 

Décomposons  ^-7,— :  en  fractions  simples 

^  fi(0-f-ij-  i 

I— 0  I  I  i 


0(6-+- j)2  "0        0  -H  I        (6  -M)2 
Il  vient  : 

aire  Pq  Mo  MP  =  ±  ^  (  log  ^ h  t-^  )  +  const. 

o    \  0  -+-  I  iJ  +  I  / 


los- 


p-u 


i\  a 

■f  ^3  -'1-^3 


b     V  T7  ^'s  Tr  ji; 


10-  — ^  +  -^5 
4     \  <^1  <^3  ^l'^l 


[06h] 
UECIIEIICIIE  (itOMÉlKlOLE  DE  LA  SURFACE  GALCIIE  MI\IMA; 

Par  m.  a.  LOGHARD. 


1,  Je  me  propose  d'établir  que  la  solution  de  ce  pro- 
blème peut  eue  obtenue  par  des  considérations  de  Géo- 
métrie inlinitésimale  pure. 

Les  deux  familles  de  lignes  asyinptotiques  de  toute 
surface  ininima  forme  lit  un  réseau  orthogonal. 

Celte  proposition,  que  je  prendrai  connue  point  de 
départ,  résulte  de  ce  que  la  courbure  moyenne  des  sur- 
faces miniina  est  nulle,  <!t  cette  dernière  [)ropriété  peut 
elle-même  être  déduite  parla  Géométrie  infinitésimale 
de  la  [)ropriété  (ondamentale  rpii  a  valu  leur  nom  à  ces 
surfaces  (  '  ). 

(')  Voir  II.  FoixCAiiÉ,  Théorie  de  la  Capillarité.  On  trouvera  l'i^ale- 
iiienl  clans  cet  Ouvra[;e,  la  cléinonslralion  ;;coniéli"i(iue  de  la  constance 
de  l'aiif^le  de  raccordement  des  surfaces  niinima,  et  une  belle  étude 
géoinctiitiucdes  surfaces  de  révolution  à  courbure  moyenne  constanlc. 
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Les  généraliices  lecliligues  d'une  surface  gauche 
minima,  qui  cousli tuent  les  lignes  asvinptotiques  de 
la  première  famille,  sont  donc  normales  aux  lignes 
asymplotiques  de  la  seconde  famille.  Or  le  plan  oscu- 
laleur  à  une  ligne  asymptotique  est  le  plan  tangent  à 
1  a  surface.  Donc  le  problème  proposé  équivaut  au  sui- 
vant : 

Trouver  une  famille  de  courbes  gauches  ayant  les 
mêmes  normales  principales. 

2.  Je  m'appuierai  sur  les  propositions  suivantes  de  la 
théorie  des  courbes  parallèles  dans  l'espace  ou  sur  la 
sphère,  qu'on  démontre  aisément  en  Géométrie  ciné- 
matique : 

Etant  donnée  ime  famille  de  droites  dans  V espace 
ou  de  grands  cercles  sur  la  sphère  : 

i"  Le  lieu  des  extrémités  des  segments  de  longueur 
constante  portés  su/-  ces  droites  ou  su?'  ces  cercles  à 
partir  cV une  de  leurs  trajectoires  orthogonales  est 
encore  une  de  leurs  trajectoires  orthogonales. 

2"  Héciprocpienient ,  des  segments  égaux  sont  inter- 
ceptés sur  ces  droites  ou  sur  ces  ceicles  par  deux  de 
leurs  trajectoires  orthogonales. 

3.  Je  rappellerai  en  outre  (ju'on  nomme  indica- 
trice sphériqup  d'une  courbe  gauche  C  le  lieu  F  des 
points  où  une  sphèxe  de  rayon  i  est  percée  par  les 
dioiles  menées  par  son  centre  parallèlement  aux  tan- 
gentes à  C. 

La  tangente  à  F  est  évidemnienl  parallèle  à  la  nor- 
male princi[)ale  au  point  correspondant  de  C. 


(  i-^^y  ) 

i.  Jl'  puis  inainlenaul  démonlrer  les  doux  Icmuuics 
suivants,  dus  à  J.   Berliand  : 

Lemaie  I.  —  Lorscjae  deux  courbes  ont  les  inêines 
normales  principales,  V angle  de  leurs  plans  oscula- 
teurs  en  deux  points  situes  sur  la  même  normale  est. 
constant. 

En  clTet,  les  tangentes  à  leuis  indieatiices  spliériques 
aux  points  eoriespondants  sont  parallèles,  et  perpendi- 
culaires au  plan  de  l'are  de  grand  cercle  qui  joint  ces 
deux  points.  Donc  (n"  2),  cet  arc  de  grand  cercle,  qui 
mesure  précisément  l'angle  des  plans  osculateurs,  est 
constant.  c.  Q.  f.  d. 

Lemme  II.  —  Lorsque  trois  courbes  ont  les  mêmes 
normales  principales,  ces  droites  sont  les  normales 
principales  d'une  quelconque  de  leurs  trajectoires 
orthogonales. 

Soient  M,  M',  IM",  N  les  points  des  trois  courbes  et 
d'une  trajectoire  orthogonale  quelconcpie  de  leurs  nor- 
males principales  situés  sur  la  même  normale  G.  Les 
distances  réciprocpies  de  M,  iM',  M',  JN  sont  constantes 
quelle  que  soit  G  (n"  2);  or,  les  plans  tangents,  aux 
trois  points  ]M,  IM',  M",  à  la  surface  gauche  lieu  de  G 
font  entre  eux  des  angles  constants  (lemme  l)^  donc  le 
paramètre  de  distribution  des  plans  tajigents  à  cette 
surface  suivant  une  génératrice  G  est  constant  :  donc 
le  plan  tangent  en  N  fait  un  angle  constant  avec  les 
plans  tangents  en  M,  M',  M". 

Les  indicatrices  spliériques  ("*),  ("i')?  ("^")  J'^'s 
courhes  (AI),  (jM),  (M")  sont  parallèles  (lemme  I)  ;  le 
point  // ,  correspondant  à  N ,  de  l'indicatrice  sphé- 
rique  («)  de  la  courbe  (N)  est  situé  sur  l'arc  de  grand 
cercle  mm'ni"  normal  à  (m)  {m')  (m") ,  et,  d'après  ce  que 

Ami.  de  Malhcmal.,  l\'  série,  t.  III.  (Mars  190.3.)  9 


(    >'^o   ) 
je  viens  de  dénionlrer,  à  une  distance  constante  de  /??,  m' 
et  m".  Donc  (//)  est  parallèle  à  {m),  (m'),  {m")  (u''2), 
et  par  suite  G  est  la  normale  principale  de  (N). 

C.   Q.    F.  D. 

5.  Théorème  III.  —  La  ligne  de  striction  d\ine  sur- 
face gauche  niinima  est  une  trajectoire  orthogonale 
des  génératrices  rectilignes. 

En  effet,  d'après  la  constance  du  ])arainèlre  de  dis- 
tribution des  plans  tangents  (lenime  [1),  le  point  cen- 
tral sur  chaque  génératrice  est  à  une  distance  constante 
du  point,  situé  sur  la  même  génératrice,  d'une  trajec- 
toire orthogonale  quelconque  des  génératrices.  D'où 
résulte  la  proposition  (n°  2). 

Théorème  IV.  —  La  ligne  de  striction  d'une  surface 
gauche  niininia  est  une  ligne  asjniptotique  de  la  sur- 
face. 

Ou  : 

Son  plan  osculateur  est  tangent  à  la  surface. 

C'est  un  corollaire  immédiat  du  lemnie  II  et  du 
théorème  III. 

Théorème  V.  —  I^a  ligne  de  striction  d'une  surface 
gauche  minima  est  une  ligne  géodésique  de  la  sui'- 
face. 

Ou: 

Son  plan  osculateur  est  normal  à  la  surface. 

Soient 

G,  (y  deux  génératrices  rectilignes  infiniment  voisines; 
00'  leur  perpendiculaire  commune  5 


(  ^^'  ) 

///  et  m'  les  points,  iiifînirnent  voisins  de  O  et  de  (J',  où 

elles  rencontrent  la  ligne  de  striction  j 
Il  le  pied,  sur  le  plan  mené  par  G  parallèlement  à  G', 

de  la  paiallèle  à  00'  menée  par  m'  ; 
vi' f)  la  perpendiculaire  à  G',  qui  rencontre  G. 

Laissons  indéterminé  l'infininient  petit  principal. 
Soient  a,  [j,  y  les  ordres  respectifs  des  segments  O' ni! 
et  00'  et  de  langle  JiOp.  Les  angles  Onp  et  m'tip  étant 


droits,  np  est  de  l'ordre  a  +  v  et  par  suite  l'angle  nm' p 
de  l'ordre  a  +  v — jj  :  a  +  y —  [4  est  positif,  car  si  y 
était  inférieur  à  [i ,  l'angle  npui'  serait  infiniment 
petit  d'ordre  jî — y  au  moins  quelle  que  soit  la  posi- 
tion du  point  m'  sur  G,  et  par  suite  la  surface  sciait 
développable,  hvpotlièse  inadmissible.  Dès  lors  les 
angles  mm'/)  (théorème  111)  et  tini'p  étant  infiniment 
petits,  il  en  est  de  même  de  l'angle  m  m'a.  Donc,  en 
passant  à  la  limite  : 

La  tangente  à  la  ligne  de  striction  coïncide  avec  la 
perpendiculaire  commune  à  deux  génératrices  inlini- 
ment  voisines. 

La  considération  du  cône  directeur  de  la  ligne  de 
striction  et  du  cône  supplémcntaiie  montre  alors  qu'in- 
vers(;ment  une  gc-néralrice  rectiligne  est  perpendicu- 
laire au  plan  osculateur  de  la  ligne  de  striction. 

C.    <^).    F.    I). 


(  I-^^  ) 

Théorème  VI.  —  La  ligne  de  stricLion  cF  une  surf  ace 
gauche  minima  est  une  droite. 

C'est  un  corollaire  iininédial  des  lliéoièmes  IV  et  V  : 
le  plan  oscuiateur  est  nécessairement  indéterminé  en 
tous  les  points  de  cette  ligne. 

Théoisème  VII.  —  Toute  surface  gauche  minima 
est  une  surface  de  vis  à  filet  carré. 

En  effet,  d'après  les  théorèmes  III  et  M,  c'est  un 
conoïde  droit.  En  outre,  d'apiès  la  constance  du  para- 
mètre de  distribution,  les  lignes  asymptotiques  de  la 
seconde  famille  sont  des  courbes ,  tracées  sur  des 
cylindres  de  révolution  autour  de  la  droite  de  striction, 
et  dont  les  tangentes  font  un  angle  conslaut  avec  cette 
droite;  ce  sont  donc;  des  hélices,  d'où,  etc. 

c.  Q.  F.  D. 


A  PUOPOS  DE  LA  QUESTIOiX  1933; 

Pau  m.   U.  GILBERT. 


Considérons  dans  un  plan  deux  droites  Ox,  Oj  et 
deux  courbes  C,  Ci;  menons  deux  tangentes  com- 
munes AB,  A'B'  qui  se  coupent  en  M  et  soient  P,  P'  les 
milieux  des  segments  AB,  A'B'  compris  enlre  les  deux 
droites  Ox.^  Or-  Lorsque  les  deux  courbes  C,  C)  sont 
tangentes  en  M,  les  points  P,  P'  coïncident;  on  en  con- 
clut que  les  courbes  S,  S|  lieux  des  milieux  des  seg- 
ments déterminés  sur  les  tangentes  à  C  et  C|  par  les 
droites  0.r,  Oy  sont  aussi  tangentes. 

Vax  particulier,  supposons  que  (^  soit  une  parabole 
tangente  aux  droites  Ox,    Oj  ,  le  lieu  S  des  points  P 


(  i33  ) 
milieux  des  scgmenls  AB  des  langentcs  à  C  est  une 
droite,  A,  tangente  à  C  an  point  de  rencontre,  Q,  avec 
le  diamètre  du  point  O.  En  effet,  toute  tangente  AB  a  C 
coupe  quatre  tangentes  fixes  O.:,  Oj,  A  et  la  droUe  de 
l'infini  en  quatre  points  dont  le  rapport  harmonique 
est  constant.  Or,  si  AB  se  confond  avec  A,  ce  rapport 
est  liarmonique. 

Cela  étant,  si  la  parabole  C  varie  en  restant  tangente 
à  une  courbe  C, ,  l'enveloppe  de  A  est  la  courbe  S,  l.en 
des  milieux  P,  des  tangentes  à   G,  comprises  entre  U^' 

^'  En  particulier,  si  les  droites  O^,  0/  sont  rectangu- 
laires, le  foyer  F  de  la  parabole  C  décrit  une  courbe 
homothétique  dans  le  rapport  :^  à  la  podaire  de  S.  par 
rapport  au  point  O. 
Exemples  : 

yo  La  courbe  C,  se  réduit  à  un  point  Q,  le  lieu  du 
point  P,  est  une  hyperbole  équilatère  qui  passe  en  O  et 
dont  le  centre  est  au  milieu  de  OQ.  Le  lieu  du  foyer  est 
la  podaire  de  celte  hyperbole. 

2°  La  courbe  C,  est  une  conique  tangente  aO^,  Oj; 
les  points  A  et  B  décrivent  des  divisions  homographiques 
sur  O^,  Oy  et  la  courbe  S.  est  une  hyperbole  équila- 
tère dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  Oo:,  Oy  et 
passent  au  centre  de  la  conique  C..  Plus  particulière- 
ment, si  C.  est  un  cercle  tangent  à  0.r,  Oj,  on  en  con- 
clut (pie  O  est  le  foyer  de  l'hyperbole  éqmlatere  S,.  Le 
lieu  du  foyer  de  la  parabole  C  est  alors  un  cercle. 

3"  La  courbe  C.  est  une  hypocycloïde  quadranguLaire 

d'axes  Ox,  Oj;  la  courbe  S,  estun  cercle  de  centre  O. 

4"  La   courbe  C,    est  une  hypocycloïde  triangulaire 

langente   à    Ox,  Or-   La  courbe   S.  est  un  cercle  qui 

passe  en  O  et  le  lieu  du  foyer  de  C  une  cardioide. 


(  1^4  ) 

Prévenons  au  cas  général  où  l'angle  ^0>'cst  quel- 
conque. Soit  AB  la  tangente  à  la  parabole  C  au 
point  de  rencontre  M  avec  le  diamètre  de  C  qui  passe 
en  O  ;  le  foyer  F  de  C  est  à  l'intersection  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  OAB  avec  la  syniédianeOF  relative 
à  l'angle  O  du    triangle  {fig.  i);  nous  allons  chercher 

B\/     \D 


Penveloppe  de  la  droite  D  perpendiculaire  à  OF  en  F. 
Pour  cela,  considérons  la   transformation  suivante  : 
On  donne  un  angle  xOy'^  à  un  point  M  on  fait  cor- 
respondre le   point  ]M'  de    rencontre  des  perpendicu- 
laires PM',  QM'  à  O.r,  OjK  {.fis-  2)  aux  points  P,  Q  où 

Fi-,    x. 


/.V 


^^ 

/m- 
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p 

j:- 

les  parallèles  MP,  MQ  à  Oj,  O.r  coupent  0.r,  O7. 
Il  est  évident  que  la  transformation  est  birationnellc  ^ 
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elle  est  homographique;  car,  lorsque  ]M  décrit  une 
droite  D,  les  points  P,  Q  décrivent  sur  Ox,  Oy  deux 
divisions  honiogiaphiques,  les  points  à  l'iulini  se  cor- 
respondant. Donc,  les  faisceaux  PAI',  QM'  dont  les 
sommets  sont  à  l'infîui  sont  liomologiques  et  le  lieu 
de  iM'est  une  droite  D'. 

A  une  droite  quelconqne  O  ::  passant  en  O  correspond 
une  droite  Or:'  que  nous  allons  délinir.  On  sait  qu'étant 
données    deux    droites    O::;',    Ot    {Jig-    3)    également 

FiK.  3. 


inclinées  respectivement  sur  0:r,  O)'  (isogonales  dans 
l'angle  xOy)^  si  d'un  point  ]M'  de  Os' on  abaisse  les 
perpendiculaires  IM'P,  M'Q  sur  Ox,  Oy,  la  droite  PQ 
est  perpendiculaire  à  O^.  Or  PQ  est,  en  direction,  con- 
juguée de  OM  par  lapport  à  Ox^  Oy. 

On  en  conclut  que  O  z'  est  l'isogonale  de  la  perpendi- 
culaire à  la  conjuguée  de  Os,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  perpendiculaire  à  l'isogonale  de  la  conjuguée 
de  Oc. 

On  voit  donc  {Jig-  i)  qu'à  la  droite  AB  correspond 
une  perpendiculaire  à  OF;  mais  au  milieu  M  de  AB  cor- 
respond le  centre  du  cercle  circonsciit  au  triangle  ABC. 
Donc  à  la  di'oite  AB  correspond  le  diamètre  du  cercle 
perpendicnlaiie  à  OF. 

Si  AB  enveloppe  une  courbe  S(,  ce  diamètre,  A,  enve- 
loppe une  courbe   transformée  liomograpiiicpie  de  S,, 
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soit  S(,  el  le  lieu  du  foyer  est  la  podaire  d'une  courte 
homothélique  à  2,  dans  le  rapport  -• 

En  particulier,  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tan- 
gentes à  deux  droites  et  passant  par  un  point  fixe  est  la 
podaire  d'une  hyperbole  par  rapport  à  un  de  ses  points. 

Le  Jieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  deux 
droites  et  à  une  conique  tangente  à  ces  droites  est  la 
podaire  d'une  hyperbole. 


CORRESPONDANCE. 


M.  E.-B.  Escott.  —  Su/-  /es  fadeurs  de  lo" — i.  —  Dans  le 
Tome  XV  des  Nouvelles  Annales  (3*  série,  1896,  p.  222-227) 
se  trouve  une  Table  des  facteurs  de  10" — i  donnée  par 
M.  B.-E.  Bickmore.  En  comparant  celte  Table  avec  celle  de 
E.  Lucas  dans  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires 
(1886,  p.  160),  nous  trouvons  que  l'on  a 

Kji'  —  I  =  3-.  207  172  3.536322  25-. 

Lucas  affirme  que  la  décomposition  de  lo"  —  i  est  complète 
])our  les  valeurs  n  =  19,25,  27,  29,  3i,  33,  35,  37,  38,  39,  4o, 
ji.  Il  s'est  trompé  dans  cette  affirmation  puisque  lo-^ — i  con- 
tient le  facteur  25  601  et  lo-^ — i  le  facteur  62003  qu'il  a  omis. 

Dans  la  décomposition  de  lo^s  —  i  de  la  Table  de  M.  Bick- 
more il  y  a  une  erreur  d'impression.  Au  lieu  de  43o3i  il  faut 
lire  43037. 

Enfin  je  signale  que  dans  les  Arc/iiv  der  Matkematik  und 
/'/lysi/:.  de  Griinert  (28  janvier  1902),  se  trouve  une  continua- 
tion de  la  Table  de  Bork  par  IL  llerl/cr,  donnant  le  nombre 

des  figures  dans  la  période  de  la   fraction  décimale  —jusqu'à 

/)  =  I  I  I  7.29. 


(   '37  ) 
CERTIFICATS  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES. 


ELEMENTS  GENERAUX  DE  MATHÉMATIOUES. 


Caen. 


I.  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ, 
trouver  le  lieu  S  d'une  circonférence  cjui  s'appuie  sur  OZ 
tandis  que  son  plan  reste  parallèle  à  OXY  et  que  son  centre 
décrit  la  droite  /  =  o,  x^z  =  a.  Calculer  le  volume  \ 
compris  entre  les  parties  positives  des  plans  coordonnés,  le 
plan  X  =  a  et  la  surface  S.  Lignes  de  plus  grande  pente 
de  S  par  rapport  au  plan  des  xj. 

II.  Une  barre  OP,  très  mince,  homogène,  de  longueur  1.I, 
peut  tourner  dans  un  plan  H  autour  de  l'extrémité  O  cjui 
est  fixe;  chacun  de  ses  éléments  est  attiré  vers  un  point  A 
du  plan  II  avec  une  force  égale  au  produit  d'une  con- 
stante to2  par  la  masse  de  l'élément  et  par  sa  distance  au 

point  A;  OA  est  égal  à  -  /.  A  l'instant  initial,  l'angle  POA 

est  droit  et  la  barre  animée  d'une  vitesse  angulaire  w  de 
sens  tel  que  l'angle  POA  commence  par  croître.  Déterminer 
le  mouvement  de  la  barre. 

ill.  Epreuvk  pratique.  —  Calculer  le  temps  qui  s'écoule 
depuis  le  passage  du  Soleil  au  périgée  jusqu'à  V instant 
où  son  ascension  droite  est  de  iiS^. 

Solutions. 

(I).   S  est  un  cône,  x--i-y- — 9,(«  —  z)x  =  o. 


V  est  csal  à   I i )  «' 

Les    lif^iics    do    pcnle    se    projet  Icnl,    sur    OX^'    siiivaiil    ries 
rerrics  tourliaiU  ^)V   à   !'<iri"iiu;. 


(   '38  ) 
(II).   Si  POÂ  =  0,  on  a 

4  ^2  fi^  _  ,A  ^  ï  ,.,,.  cosO,  co  dt  =  -^^  . 

^  '  cos-0 

1 

(Juillet  1901.) 

I.  Trouver  une  surface  de  révolution  telle  qu'en  un  quel- 
conque de  ses  points  ]M,  un  des  centres  principaux  de  cour- 
bure soit  à  la  même  distance  de  Vaxe  que  M.  Considérant 
la  portion  de  surface  comprise  entre  les  plans  tangents  en 
deux  de  ses  points  de  rencontre  consécutif  s  avec  l'axe,  cal- 
culer son  aire  A  et  le  volumeY  qu'elle  limite. 

II.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cône  à  axe  ver- 
tical, dont  la  base,  de  rayon  a,  est  à  une  distance  a  au- 
dessous  du  sommet  :  à  l'instant  initial,  la  vitesse  est  hori- 
zontale et  égale  à  2  \/ ga,  le  mobile  étant  à  la  distance 

du  sommet. 

III.  Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  hauteur  du  Soleil 
au-dessus  de  l'horizon  d'un  point  dont  la  latitude  est 
boréale  et  égale  à  47°?-9',  le  jour  du  solstice  d'été,  l'heure 
sidérale  étant  de  ii'''>/>'"  :  l'obliquité  de  l'écliptique 
est  23"iy'. 

Solutions. 

(I).  La  méridienne  est  une  cycioïrle  :  a  étant  le  rayon  du 
cercle  générateur,  on  a 

A  =  —--a"-,         V=  5  7:2  «3. 

(II).   Projection  liorizonlaie  de  la  trajectoire 
a  \/>. a  dr 


./■>  = 


/■{/■-ha)  y-y.r  —  a 

(Novembre  kjoî.) 


I.  V/ic  droite  MP,  de  longueur  donnée,  se  /neut  dans  u/i 
j/la/i  e/i  resta /it  ta/ige/ite  à  la  trajectoire  (G)  de  son  extré- 
mité M  : 

i"  l'rouver  que  la  /lor/nale  en  V  à  la  trajectoire  (T)  du 
])oi/il  1'  j)asse  au  ccnl/e  de  courbure  de  (  ('  )  e/i  M; 


(   '39  ) 

■>."  Délerminer  {C)  de  manière  que  (T)  soit  une  droite  A  : 
construire  et  rectifier  la  courbe  trouvée  (Y); 

3°  Montrer  qu^en  un  point  quelconque  de  la  surface  S 
engendrée  par  la  révolution  de  F  autour  de  A,  le  produit 
des  rayons  de  courbure  principaux  est  constant;  reconnaît i-e 
que  S  et  la  sphère  ne  sont  fias  les  seules  surfaces  de  révolu- 
tion qui  jouissent  de  cette  propriété. 

\\.  Mouvement  d'une  barre  pesante  et  homogène  dont  les 
extrémités  glissent  sans  frottement  sur  une  liélice  coupant 
sous  un  angle  de  45"  les  génératrices  d'un  cylindre  à  axe 
vertical  :  la  vitesse  initiale  est  nulle. 


III.  Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'heure  moyenne  à 
midi  vrai,   le  Jour  du  solstice  d'été  (i"'35^). 

(Juillet  1902.) 

Lyon. 

I.  Mouvement  d' un  point  pesant  dans  un  milieu  résistant, 
quand  la  résistance  dépend  de  la  vitesse  seule,  suivant  une 
loi  donnée. 


II.  Intégrer 


{x"  -\-  y- )  r/.r  =  2 xy  dy. 


III.  La  normale  MN,  en  I\I,  à  la  courbe  C  définit,  par  la 
construction  indiquée  sur  la  figure,  le  point  P. 


Quel  est  le  lieu  P  de  P  lorsque   la  courbe  C,  parcouiuc 
par  1\I,  est  ta  parabole 

y-  =  "ipx! 


(  '4o  ) 

Solutions. 

On  ne  donnera  la  solution  que  de  III.  Les  problèmes  I  et  II 
sont  des  applications  immédiates  du  cours. 

La  normale  MN  au  point  M{x,y)  a  pour  équation 

{u  —  X )  dx  -\-  {i>  —  y  )df  =  o. 

Faisons  successivement  v  =  o  et  u  =:  o,  on  a,  pour  les  coordon- 
nées de  P, 

y dy  X  dx 

u  —  X  '\-  -^  ,  ^  ,  V  =  y  -\ 3 

dx  ~  dy 

Pour  la  parabole,  tout  calcul  fait,  il  vient 

xy 
u^=  X  -\-  p.         r  =  ^-  ) 
P 
c'est-à-dire 


pV^-=  (u—p)i, 

pour  le  lieu  P.  C'est  une  cissoïde  facile  à  construire. 

(Novembre  1902.) 


PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE. 


Paris. 

filPREUVE  ÉCRITE.  —  Théorie  de  la  réflexion  totale. 

Epreuve  pratique.  —  Dans  le  phénomène  de  la  réflexion 
totale,  les  petits  déplacements  vibratoires  de  l'éther,  pro- 
duits sur  la  surface  réfléchissante,  sont  décroissants  aux 
diverses  distances  x  de  cette  surface,  comme  V exponentielle 

s  lî  .r     ,  .    „  . rrr 

v'*"i''  —  ■'■ 

e     T^"> 

nà  X  est  la  période  de  vibration,  co  la  vitesse  de  propa- 
gation de  la  lumière  au-dessus  de  la  surface,  N  l'indice  de 
réfraction  et  i  l'angle  d'incidence. 

On    demande  à  quelle  fraction  de  leur  valeur  à  la  sur- 


(  'l-  ) 

face  sont  réduits  ces  déplacements,  aux   distances  respec- 
tives X  ■=  xia  et  37  =  2TW  de  une   et  deux   longueurs  d'onde, 

2 

quand  l'indice   N   de  réfraction  est  ->    ce  pour  une  inci- 
dence i  =  7  j". 
On  a 

6  =  2,71828,         -  =  3,i4i59. 

(Juillet  1902.) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1951. 

1902,  p.  576. 


Trouver  les  courbes  telles  que  la  distance  de  l'origine 
à  la  tangente  soit  piojjortionnelle  à  la  normale  limitée  à 
l'are.  .  (A.  Pellet.) 

SOLUTION 
Pai-  M.  II.  Amstein. 

Si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  la  distance  de  l'ori- 
gine à  la  tangente  au  point  {x,y)  à  une  des  courbes  cherchées 
est  donnée  par  l'expression 

et  la  normale  au  même  point  par 

où 

dv 

L'équation  différentielle  des  courbes  demandées  est  ainsi 
(i)  y  —  px  =  my{i->rp'-), 

où  m  signifie  un  nombre  réel  quelconque. 

Pour  l'intégrer,  on  la  différeiitie  d'abord,  ce  qui  donne 

dy  — •  p  cLv  —  X  dp  =  /»  (  i  -+-  /^^ )  cly  -\-  >.  mpy  dp. 


(  '4^-  ) 

Afin  de  débarrasser  celte  dernière  équation  de  la  variable  .r, 

dy 
on  y  remplacera  x  par  sa  valeur  tirée  de  (r),   et  dx  par  -^^. 

Il  vient,  tous  calculs  faits, 

dv        Jn  —  I  —  nip-    , 
y  inp{\-\-p'-) 

L'intégration  de  cette  équation  différentielle  n'oilre  aucune 
difficulté,  et  l'on  obtient  immédiatement 

d'où,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

1  \—%m 

(l)  y  =  Cp^~'"(l-h  p^)    2"'     . 

La  valeur  correspondante  de  x  est  fournie  par  (i).  Elle  est 


^3^  ^^  C(i-^P'-)   ■'"'    [i-m(i  +  />^)] 


Les  équations  (2)  et  (3),  dans  leur  ensemble,  constituent 
l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  (i).  Elles  sont, 
en  effet,  une  représentation  paramétrique  des  courbes  cher- 
chées. En  y  substituant  y?  =  tanga,  elles  prennent  la  forme 

_  cos^a—  m 
X  —  L  ; — J 


(sinaf 


y  =^  C  (sina)      '"  cosa. 
Cas  particuliers  : 

a.  Pour  m  =  i  on  obtient  la  circonférence 

a;  =  —  C  sin  a, 

y  =^       Gcosa         ou         x--^y-=Ç.-. 

b.  F>a  valeur  m  =  —  1  conduit  aux  équations 

a-  =  G  sin  a((  -f-  cos-a), 
y  =  Csin-x  cosa 


(  '43  ) 

ou  bien  à  l'équation  unique   qu'on    en    tire   par  l'éliniinalion 
de  a 

(x-^y-y —  G-(a7'*-f- 10. r- y- —  8j^+)  -f-  16  C'-'y-  =  o. 

La  courbe  du  sixième  degré  représentée  par  cette  équation 
a  quatre  points  de  rebroussement  de  première  espèce  dont  les 
coordonnées  sont  respectivement 

9  -^  9 

et  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  en  ces  points  sont 
respectivement 

tanga  =  zh  \Ji. 

c.  Pour  m  =  -  la  courbe  cherchée  est  la  parabole 

2 

^      COS9,  a 


—  cos  i  'X 


/ 1  -+-  cos  'i  a 

Y  =  L  cos  q  a  =  L  1  /  

"^  V    '  —  cos  2  a 


X^=2C(^-+-^G 


Autres  solutions  par  MM.  Barisien  et  Couvert. 


OI1ESTIO\S. 


1966.   Soit  a  un  nombre  positif  donné,  on  pose 

a«  Il  II 

«1 


(a-t-i)«+i  (i  —  u)"-  "        (i  — ifi)« 


'■'         il  —  II.)''  {\—Un-i)" 

Démontrer  que  ])0ur  n  infini 

a -M  (iM.viLL.vnD.) 


(  '44  ) 

1967.  Soient  AIB  une  corde  d'un  cercle,  AJB  un  des  arcs 
sous-tendus,  I  et  J  étant  les  points  milieux;  M  étant  un  point 
quelconque  de  la  corde  AB,  élevons  par  ce  point  une  per- 
pendiculaire   sur    cette    corde;    elle   va    rencontrer    une    des 

cordes   AJ    ou    JB    en    un   point    Mi,    AJ   si    — -rj  <  -    et   JB 

Ad  'i. 

si  — -rr-  >  -•  Procédant  sur  la  corde  qui  comprend  Mi,  comme 
AB        2 

tantôt  sur  AB  et  M,  on  obtient  un  point  M».  On  obtient  ainsi 

une  suite  de  points  INli,   M2,  ...,  M«  qui  ont  pour  limite  un 

point  de  Tare  AJB,  le  partageant  dans  le  rapport   -777*     On 

demande  les  coordonnées  du  point  M,,.  (A.  Pellet.) 

V  1968.  Sur  toute  normale  à  une  conique,  le  pied  de  cette 
normale,  le  centre  de  courbure,  le  point  de  Frégier  et  le  mi- 
lieu du  segment  limité  à  la  conique  forment  une  division  har- 
monique. 

Corollaire  I.  —  Les  normales  sur  lesquelles  le  point  de 
Frégier  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  sont  inclinées  à  4^" 
sur  les  axes. 

Corollaire  II.  —  En  tout  point  d'une  hyperbole  équilatère, 
le  rayon  de  courbure  est  égal  et  de  sens  contraire  au  demi- 
segment  de  la  normale  limitée  à  l'hyperbole. 

Corollaire  III.  —  En  un  ombilic  d'une  quadrique  les  points 
de  Frégier  de  toutes  les  sections  normales  sont  coïncidents. 

(M.  d'Ocagne.) 


ERRATA. 


Dans  le  Mémoire  de  .M.  H.  Gilbert  :  Mouvement  initial  d'un 
solide  invariable  {Nouv.  Ann..  décembre  1902,  p.  562-564),  la  solu- 
tion donnée  n'a  pas  toute  la  généralité  qui  lui  est  attribuée. 

Voici  comment  il  faut  corriger  le  texte  : 

2°  La  force  F  est  située  dans  un  plan  principal  d'inertie. 

3°  Le  système  donné  est  suppose  équivalent  au  système  de  deux 
forces  F,  et  F,,  la  première  passant  par  le  centre  de  gravité  G,  la 
seconde  située  dans  un  plan  pi-incipal  d'incitic. 


(   '45  ) 

[D] 
SUR  LES  FONCTIONS  ADMETTAIT  LES  SUBSTITUTIONS 
Wm  GROUPE  DOME  ET  SEULEMENT  CES  SUBSTI- 
TUTIONS-LÀ (*); 

Par  m.  E.  IAGGI. 


Soit  G  un  groupe  de  substitutions  à  une  variable.  Sup- 
posons qu'il  existe  des  fonctions  complètes  uniformes  de 
groupe  G  5  si  j'  =f(x)  est  l'une  d'elles,  toutes  les  autres 
fonctions  uniformes  du  groupe  sont 

(I)  ^■^'^^ 


vy 


et  les  substitutions  5„(x),  dont  le  groupe  G  est  alors 
discontinu,  sont  les  racines  de  l'équation 

et  en  sont  racines  simples.  Soit 

(3)  ï=f{x)  = 


h^-^  b^x  -\-  b^x- 


où  «0  et  Iq  ne  sont  pas  nuls  à   la  fois,  et  où  les  deux 
termes  de  la  fraction  du  second  membre  sont  des  fonc- 
tions entières  mises  sous  forme  de  séries  convergentes. 
L'équation  aux  substitutions  peut  s'écrire 

(4)  r=/(^)=/(0-''"^ ''•'"'••• 


bç)-\-  biS  -h..  . 
ou 

(5)     ao—  boy  ■+-  (ai  —  biy)s  -h  (a.,—  è,y)5'  +  . . .  =  o, 

(')    Voir  les  Notes  précédentes  de    l'auteur   sur  ce    même   sujet 
(A'OMC.  Ann.,  1901,  1902). 
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(   ^46  ) 
équation  dont  le  premier  membre   est   une  fonclioii 
entière  de  s. 

Réciproquement  si  j  =zfl^x)  est  une  fonclion  com- 
plète uniforme  quelconque,  cette  fonction  admet  des 
substitutions,  en  groupe  discontinu,  qui  sont  toutes  les 
racines  de  l'équation  (2)  ou  (5)  et  en  sont  racines 
simples. 

Or,  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  étant  une 
fonction  entière  de  5,  et  les  racines  de  cette  équation 
étant  les  substitutions  Sn  du  groupe  G,  on  a  (') 


ao—boy 


(6)  {  ciq—  b^y       2  '         2  ' 

s—  b^y         i  II 


a^—bf^y        3 


=    Q?3+   -?2?l+7?î: 


?1  =2  (^"~ 

-i)' 

n 

'à)' 

n 

-è> 

les  quantités  h,i,  A~„,  Im,  ■  ■  •  »e  dépendant  que  des  coef- 
ficients de  l'équation  en  ^  (5),  c'est-à-dire  de  x  et  des 
constantes  a,  è,  et  ayant  pour  principale  propriété  de 
rendre  convergentes  les  séries  cp, ,  cp^,  cpj,  .... 

Désignons  par  <];,,  (j;25  '^3^  •••  1^'s  seconds   membres 


(')   Voir  les  Notes  de  l'auteur  :  Sur  les  zéros  des  fondions  en- 
tières {Nouv.  Ann.,  1901,  1902). 


(^47)        • 
des  équations  (6) 

[  '^i  =  ?i, 

Il         I  I    o 

(7)  { 


Lorsque    les    séries    /■  — »    Zj~'   ''''   ^'^^^^  couver- 

gentes,  les  h,i,  hu^  . . .  sont  nulles  identiquement;  et  les 
fonctions   ^,,  '|o,  ...    se  réduisent  alors  aux  fonctions 


symétriques 

(8)  ~^ 


(m  j£  n^  p  ^...) 


Nous  appellerons  yo72Cti0725  symétriques  normales  du 
premier  ordre  ces  fonctions- là  et,  dans  le  cas  où  ces 
séries  ne  sont  pas  convergentes,  nous  étendrons  cette 
dénomination  aux  fonctions  <];  qui  les  remplacent  ;  on 
voit,  sur  les  équations  (6),  qu'il  peut  arriver  qu'une 
fonction  ^„i  se  réduise  à  une  constante  ;  il  faut  et  il 
suffît  pour  cela  que  b,u  et  b^  soient  tous  deux  nuls,  ou 
que  am  et  «o  soient  tous  deux  nuls. 

Mais  toutes  les  fonctions  'h  ne  peuvent  se  réduire  à  des 
constantes,  car  alors  «o,  ou  Z»o,  devrait  être  nul  et  avec 
ce  coefficient  tous  les  «,  ou  tous  les  b,  devraient  ètte 
nuls  aussi,  ce  qui  ne  peut  être. 

Les  fonctions  'j*  non  constantes  donnent  lieu  aux  théo- 
rèmes suivants  : 

1.  Les  premiers  membres  des  éijualions  (())  étant 
tous  linéaires  eu  y,  deux  fondions  <b  non  constantes 
sont  J onctions  linéaires  l'une  de  l'autre. 


(  '48  ) 
II.    Toute  fonction  symétrique  du  premier  ordre  est 
une  fonction  périodique  de  groupe  G. 

m.  Inversement ,  toute  fonction  uniforme  du 
groupe  G  est  une  fonction  Linéaire  d^ une  fonction 
symétrique  du  prender  ordre  d»,  d' ailleurs  choisie 
d'une  manière  quelconque  pourvu  qu'elle  ne  soit  pas 
constante. 

IV.  Les  dénominateurs  des  premiers  membres  des 
équations  (6)  étant  tous  égaux,  si  Xq,  X,,  ).2i  •••i  '^^m 
désignent  des  constantes  quelconques  et  o.^^o..i,  ... ,  a.„, 
des  entiers  quelconques,  on  a 

ce  qui  montre  qu'une  fonction  linéaire  entière  de 
m  foTiclions  symétriques  du  prender  ordre  ^  est  une 
fonction  du  groupe. 

Les  dénoniinaleurs  a^ —  b(,y  de  deux  telles  fonctions 
étant  les  mêmes,  leur  quotient  sera  encore  une  fonc- 
tion linéaire  de  y,  c'est-à-dire  une  fonction  du  groupe, 
en  sorte  que  toute  fonction  du  groupe  pourra  se  nieltre 
sous  la  forme 

Xo4-  Xil]>i-H  X2  4'2  +  .  •  • 


(10) 


Ho+  !J-i4'i^-  1^0 '-l'a- 


il suffit  pour  le  voir  de  vérifier  que  cette  fonction  est 
une  fonction  linéaire  de  <];,  par  exemple,  dans  laquelle 
les  coefficients  sont  arbitraires. 

Les  considérations  précédentes  donnent  un  moyen  de 
former  les  fonctions   uniformes  de  groupe  G,  au  moins 

lorsque  les  séries  2-i~  '  "2'  ■*'  ^^"''  t^'^nvergentes  :  les 
fondions  du  groupe  sont  toutes  les  fonctions  linéaires 
de»},,  ou  de  'l^-,  ou  de  (|;3,  ....  Lorsque  les  séries  pré- 


(  i49  ) 
cédentes  ne  sont  pas  convergentes  il  faut  introduire  des 
quantités  /?„,  hn,  •  •  •  dont  la  propriété  principale  est  de 
rendre  q,,  Oo,  •••  convergentes,  mais  qui  ne  sont  pas 
entièrement  déterminées  par  cette  condition,  en  sorte 
qu'ayant  choisi,  par  exemple,  certaines  fonctions  /?,-  qui 
rendent  convergente  o,,  on  ne  peut  être  assuré  que  la 
fonction  co,  ainsi  formée  admet  les  substitutions  du 
groupe.  Il  ne  parait  guère  possible,  dans  l'état  actuel  de 
cette  théorie,  de  lever  cette  ambiguïté;  et  nous  nous 
bornons  à  ce  premier  résultat  que  toute  fonction  du 
groupe  est  déterminée  comme  fonction  linéaire  de  l'une 
quelconque  des  fonctions  (7) 

lorsque  ces  séries  sont  convergentes-,  et,  à  ce  sujet,  on 
peut  ajouter  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  celle  des 
séries  qu'on  emploie  soit  absolument  convergente;  il  est 
évidemment  suffisant  qu'elle  soit  convergente  lorsque 
ses  termes  sont  rangés  dans  un  certain  ordre. 

On  peut  penser  que,  au  lieu  de  l'une  des  fonctions 
précédentes,  on  peut  employer  l'une  des  fonctions 

yjL,   y_j_,   y^,   .... 

Nous  allons  voir  que,  généralement,  on  ne  le  peut 
pas. 

Appelons  fonctions  symétriques  normales  de  l'ordre  oj 
des  fonctions  telles  que  les  fonctions  (7)  où  les  Sn  sont 
remplacées  par  leurs  puissances  de  degré  hi,  s'^,  lorscjue 
les  séries  sont  convergentes;  ou,  dans  le  cas  général,  des 
fonctions  analogues  aux  fonctions  d/  où  le  même  chan- 
gement a  lieu,  en  même  temps  (|u'un  changement  cor- 
respondant dans   les   //„,  h,,-,     •  •  1  ^^  q"J   revient,  ainsi 


(    i5o   ) 
qu'il  est  facile  de  voie,  à  remplacer  dans  les  ^^^  cp,,  Oo) 

cp3,  ...  par  cpw,  'f2w.  ?3w, 

Les  fonctions  normales  d'ordre  u)  ainsi  formées  se 
réduisent  aux  suivantes  lorsque  celles-ci  sont  conver- 
gentes : 

^^     Il  ^^     m    II  ^^     m    n.     p 

Les  fonctions  cpo,  '^3,  . . . ,  cp^^  sont  alors  les  analogues 
de  'b\  =  cp,  et  sont  d'ordres  respectifs  2,  3,  .  ,.,  to;  les 
fonctions  analogues  à  'I2  sont 

^(?4-t-?l).        J(?6-+-?i),        ^(Og+cpl),        ..., 

et  sont  d'ordres  respectifs  2,  3,  4^  •  •  •  î  elles  se  réduisent 
respectivement  à 

y     T  ^-1     I 

lorsque  ces  dernières  dérivées  sont  convergentes.  Les 
fonctions  d'ordre  to,  y^ji  r/.w,2r/.w,3,  ...  ('/w, m  étant  celle 
qui  est  tirée  de  '^m),  sont  des  fonctions  rationnelles 
des  cp  et,  par  suite,  de  y,  elles  admettent  donc  toutes 
les  substitutions  du  groupe  G,  mais  elles  en  admettent 
généralement  d'autres.  En  effet,  sauf  exception,  la  fonc- 
tion (p2  qn'on  tire  de  la  deuxième  équation  (6)  est  une 
fonction  du  second  degré  de  y^  cog,  qu'on  tire  de  la 
troisième,  est  du  degré  3  en  j^;  en  général,  cp,„  est  du 
degré  m  en  y;  il  y  a  exception,  par  exemple,  si  cp,  se 
réduit  à  une  constante,  car  alors  cpo  et  z>3  sont  du  pre- 
mier degré  en  j-,  cp;^  est  du  second  degré,  ...  ;  si  cp,  et  cp^ 
sont  constants,  cpg  et  cp.,  sont  du  premier  degré,  etc.  5 
d'une  manière  générale,  cp„j  peut  se  réduire  à  un  degré 
inférieur  à  m,  même  au  piemier  degré,  par  exemple 
si  cp,,  cp2,  .  .  .,  cp,„_,  sont  dt!s  constantes,  cp,„  peut  même 
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se  réduire  à  une  constante.  11  s'ensuit  que  yu>,m  qui 
contient  linéairement  'fum  est  généralement  une  fonc- 
tion rationnelle  de  degré  m  m  dej  ,  mais  peut  se  réduire 
au  premier  degré,  ou  même  à  une  constante^  y  ta, m  ad- 
met donc  généralement  d'autres  substitutions  avec  celles 
de  G,  et  ce  n'est  que  lorsque  y  (a, m  se  réduit  au  premier 
degré,  c'est-à-dire  à  une  fonction  linéaire  d'une  fonc- 
tion '\ip  que  y  M, m  t'st  une  fonction  du  groupe.  Nous 
concluons  donc  : 

Les  fondions  symétriques  normales  d'ordre  w, 
'/-w,7/t  ■^onf  généralement  des  fonctions  rationnelles  de 
degré  mo)  de  toute  fonction  y  du  groupe;  ce  n'est  que 
dans  les  cas  particuliers  oii  y  m,  m  se  réduit  à  une  fonc- 
tion du  premier  ordre  'j/^  qu'on  peut  employer  '/w.w  à 
la  déteriîdnation  du  groupe. 

Les  fonctions  cp^  sont  les  fonctions  d'ordre  to  formées 
au  moyen  de  <^^  : 

?1=XM'  92=X2,1,  ?3=X3,1,  ••-,  Tw=Xw,l» 

Si  'f)(=  '^\)  n'est  pas  constante,  on  emploiera  cette 
fonction,  qui  est  la  plus   simple  à  former  dans   le  cas 

où  7  -  est  convergente,  pour  déterminer  les  fonc- 
tions y^(  a:)  du  groupe 

-'  vcp,+  p 

Si  ^  -  est  convergente,  mais  constante,  on  pourra 
alors   employer   02=- 
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et  ainsi  de  suite.  Si    7  —,   est  conver£[enle  et  si  toutes 

les  sommes  analogues  relatives  aux  exposants  1,  2,  . . . , 
(jû  —  I  sont  divergentes,  on  sait  (')  qu'il  est  des  cas 
où  les  Iifi,  k,i,  ...  sont  telles  que  cp,,  «pa,  ...,  ^w-t  se 
réduisent  à  des  constantes,  ou  sont  même  nulles  j  donc, 

si  w  est  le  plus  petit  nombre  pour  lecjuel  N  —  est  cun- 

vergente,  on  est  conduit  à  employer  cette  fonction  o^^ 
de  la  même  manière  que  lorsque  les  fonctions  d  indices 
inférieurs  sont  constantes;  les  fonctions  entières  dont  le 
rapport  est  j'  =  f{^x)  sont  alors  de  genre  oj  —  i . 

Mais  il  faut  remarquer  qu'on  ne  peut  être  assuré  à 
l'avance  que  les  hn,  k,i,  ...  sont  tels  que  'f,,  'f2i  •••? 
w  —  I  sont  constantes.  Il  s'ensuit  que  tout  ce  qu'on  peut 
affirmer,  c'est  que  Of^  admet  toutes  les  substitutions  don- 
nées, mais  peut  en  admettre  d'autres,  et  il  restera  à  voir 
si  le  groupe  de  o^  *^st  le  groupe  G  donné  ou  contient  G 
comme  sous-groupe. 

En  général,  un  groupe  G  de  substitutions  contient 
des  sous-groupes  et  se  décompose  sous  forme  d'une 
somme  de  sous-groupes,  c'est-à-dire  qu'il  existe  des 
sous-groupes 

^1,    ^2,    ^3,     ••.,    ffp,     ... 

tels  que  le  groupe  G  peut  être  considéré  comnie  l'en- 
semble de  toutes  les  substitutions  de  tous  les  sous- 
groupes  gp  (sauf  dans  chaque  sous-groupe  la  substitu- 
tution  identique  qu'il  ne  faut  pas  lépéter)  et  de  la 
substitution  identique  5  =  0. 

Supposons  qu'il  existe  une  fonction  y^(x),  uniforme 
ou   multiforme,   admettant  les   substitutions  de  gp.  La 


(')   Voir  la  Noie  :  Sur  les  zéros  des  /onctions  entières   (A'ouv. 
Ann.,  190J). 
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fonclion  cherchée  est  une  fonction  uniforme  de  fp[x). 
Les  substitutions  de  gp  sont  les  racines  de  l'équation 

(11)  fp{s)=f,{T). 

Les  fonctions  cp,,  Oo,  .  . .,  '^,„  relatives  à  ce  groupe  gp 

sont    déterminées    de  la    même    manière    que    pour  le 

/-,  1  .II 

groupe  G;  en  en  retranchant  respectivement  —  »  —  >  •••> 

on  a  les  sommes 


2  '-i  •  2  '"-é 


relatives  au  groupe  gp,  sauf,  dans  chacune  d'elles,  le 
terme  correspondant  à  la  substitution  identique.  Si  l'on 
fait  le  même  calcul  pour  tous  les  sous-groupes  gp,  on 
voit  (jue  chacune  des  fonctions  co„j  relative  au  grou{)e  G 

est  obtenue  parla  somme  de  - —  et  de  termes  provenant 

chacun  d'un  sous-gronpe. 

Ceci  sera  utile  pour  la  formation  des  fonctions  cp, 
en  employant  particulièrenient  des  sous-groupes  gp 
d'ordre  i,  c'est-à-dire  foi  niés  au  moyen  d'une  seule 
substitution  fondamentale. 

On  pourra  aussi  piocéder  autrement  :  former  la 
somme  (y  coni[)iis  la  substitution  identique)  des  termes 
relatifs  à  un  sous-groupe,  puis  substituer  à  x  dans  cette 
somme  une  fonction  s  d'un  aulie  sous-gioupe,  puis 
une  autre,  et  ainsi  de  suite.  Dans  tous  les  cas,  '^,„  sera 
obtenue  par  une  somme  de  termes  dont  la  formation 
est  méthodi(jue. 

Si,  en  particulier,  toutes  les  substitutions  sont  algé- 
briques et,  par  exemple,  si  les  sous-groupes  fondamen- 
taux sont  les  groupes  de  N  fonctions  rationnelles,  les 
ternies  P^  obtenus  par  la  seconde  mélhode  sont   tous 
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algébriques 

rp„,  =2?/,  (/)  =1,  2,   ...), 

P 

et  clans  certains  cas  sont  même  rationnels  :  on  a  ainsi 
une  fonction  du  groupe  donné,  sous  forme  de  série  de 
fonctions  rationnelles  ;  mais  généralement  les  tenues  Pj,, 
dans  la  seconde  formation  comme  dans  la  première,  sont 
transcendants,  même  lorsque  toutes  les  substitutions 
de  G  sont  algébriques.  INous  donnerons  ultérieurement 
quelques  détails  sur  les  groupes  de  substitution  algé- 
briques et  les  fonctions  qui  y  sont  attachées. 

Les  relations  (6)  permettent  encore  de  démontrer  une 
formule  qui  sera  utile  dans  bien  des  cas  lorsque  les 
séries  (7)  sont  convergentes  :  soit  a  une  valeur  quel- 
conque de  X  autre  qu'un  point  multiple  du  groupe  ou 
l'un  de  ses  transformés  Sn{x)  s'il  en  existe,  et  soit  ^  la 
valeur  qu'acquiert  y  lorsque  x  égale  a.  ^  — y  &  annu- 
lant avec  a  —  x^  on  peut  écrire 

1 

y 

Cliangeons  x  en5„(x)  dans  cette  égalité  ;  y  ne  changeant 
pas,  on  a 


^-"-  =  1  '-|)*(^)- 


-}  =  (-^'*'->- 


Le    facteur    1^ ne  s'annulant  pas  lorsque    :r  =  aj 

puisque  a  n'est  pas  un  point  multiple  du  groupe,  on  est 
conduit  à  écrire 


D  autre  part,    deux    (acteurs    lels    que    i  —  — -. — r   ne 
peuvent  s'annuler  à  la  (bis^  car,  alors  on  aurait  à  la  lois 

s,i{x)  =  s,n{x)  =  a, 
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ce  qui  ne  pourrait  arriver  que  si  a  était  un  point  mul- 
tiple du  groupe  ou  un  transformé  d'un    tel   point  par 
les  s,i,  s'il  en  existe.  On  est  donc  conduit  à  écrire 

(.12)  I  —  -£  =  p 


7  \  x/    ilV  A"«(^) 


où  le  produit  1  §  est  étendu  à  toutes  les  substitutions 

du  groupe.  Or,  P  a  une  expression  très  sim[)le.  En  eflet, 
le  produit  qui  suit  P,  dans  l'hypothèse  faite,  est 


Pj 


oi.<\ii'+-  a-']/2-+-  a^'1'3 


et  nous  avons  vu  qu'une  telle  fonclion  (9)  est  une 
fonction  du  groupe,  c'est-à-dire  une  fonclion  linéaire 
de  y,  d'ailleurs  cette  fonction  s'annule  avec  y — [i, 
donc  Py  est  de  la  forme  \y  +  u.  : 

y 

On  déterminera  les  deux  coefficients  À  et  ^  en  se  don- 
nant les  valeurs  de  y  pour  deux  nouvelles  valeurs  a', 
a"  de  X.  Si,  par  exemple,  y  s'annule  avec  ^  ('),  on 
a  pL  ^  o,  P  =  const. 

Dans  l'analyse  précédente  on  a  supposé  que  a  n'était 
pas  un  point  multiple  de  G  ou  un  transfornré  d'un  tel 
point;  mais  il  est  clair  qir'on  peut  poser  a  priori  l'éga- 
lité (12),  où  P  est  déterminé  par  celte  égalité  même,  et 
cela  iiuel  que  soit  c/.;  le  ihéorème  démontré  est  donc  vrai 
quel  que  soit  a  (pourvu  que  [i>  soit  (ini  et  déterminé, 
c'est-à-dire  pourvu  que  a  soit  distinct  des  pôles  et  points 
essentiels  de  y^  ou  du  groupe).  Ce  qu'il  y  a  de  parti- 


(')  Parmi  les   fonctions  du   groupe,   fonctions    linéaires  de    l'une 
d'elles,  il  y  en  a  toujours  une  inlinité  (jui  satisfont  à  cette  condition. 
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culier  dans  le  cas  où  a  est  un  point  multiple  du  groupe, 
c'est  que  a  est  une  racine  de  Téquation  y  —  ^3  =  o,  d'un 
ordre  égal  au  nombre  des  substitutions 

Sn{^)  {n  =  O,   I,  2,   .  ..j 

qui  s'égalent  en  ce  point,   nombre  qui   peut  d'ailleurs 
être  infini. 

Dans  certains  cas  particuliers,  il  existe  des  fondions 
entières  parmi  celles  dégroupe  G.  Supposons  queysoit 
entière,  on  voit  par  les  équations  (6),  en  y  faisant 

bo=i,        6i  =  62=  63  =  .  ..=  o, 
que  l'on  a 


«0  — JK  «u— J 

et,   par   suite,    que   la  formule  générale  des   fonctions 
entières  est 

(i3)        :t-  +  [x 


Au  H-  Âi'li-+-  X^'I/o 


En  particulier,  si   2_, —  '^^^  convergente,  non  constante, 
on  peut  |)rendre 

(i4)  r  =  :^rT"^'''" 

n 

Toutes  les  considérations  précédentes  s'appliquent 
aux  fonctions  complètes  uniformes,  qui,  toutes,  comme 
onsail,  ont  des  substitutions  qui  les  laissent  invariables. 
Elles  ne  s'appliqu(!nt  pas,  en  général,  aux  fonctions 
multiformes,  parce  que  celles-ci  ne  sont  périodicjues  (jue 
dans  des  cas  exceptionnels  ;  mais  les  formules  (jui  per- 
mettent de  trouver  toutes  les  fonctions  uniformes  d'un 
groupe  G  discontinu,  lorsqu'il   en   existe,    s'applitjuent 
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intégralement  au  cas  où  il  existe  des  fonctions  multi- 
formes, et  non  des  fonctions  uniformes,  admettant  les 
substitutions  du  groupe  G  donné  et  seulement  ces  sub- 
stitutions-là.  Nos  formules  donnent  alors  des  fonc- 
tions multiformes  du  groupe  donné,  fonctions  ponc- 
tales,  linéales  ou  aréales,  suivant  que  le  groupe  est 
discontinu,  simplement  continu  ou  doublement  con- 
tinu. Mais,  si  ce  sont  les  plus  simples  fonctions  de 
groupe  G,  ce  ne  sont  plus  les  seules,  puisque  si  f{x) 
est  une  fonction  multiforme  admettant  les  s,i  données 
et  seulement  celles-là,  en  un  mot  de  groupe  G,  toute 
fonction  de  la  forme 

X[/(^)], 

où  ^  est  une  fonction  multiforme  non  périodique  quel- 
conque, satisfait  encore  à  ces  conditions. 

Nous  allons  maintenant  donner  quelques  exemples 
simples  de  détermination  de  fonctions  uniformes  au 
moyen  de  leur  groupe  de  substitutions  : 

1°  Considérons  d'abord  le  groupe  des  substitutions 

s,i{x)  =^  niz ->r  X         (re  =  o,  ih  I,  ±  2,  . .  .). 
La  série 

n 

n'est  pas  absolunwîit  convergente  ;  mais  on  peut  ranger 
ses  termes  dans  un  ordre  tel  qu'elle  soit  convergente  : 
on  sait,  en  effet,  que  l'on  peut  écrire 


sin.r  =  x\^  ^ 


n'('-^)  («=±-.±^.-) 


en  associant  par  couples  les  facteurs  dans  lesquels  n  a 
deux   valeurs  égales  et  de  signes  contraires  et   faisant 
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croître  ensuite  n  à  partir  de  i .  On  a  donc  dans  les  mêmes 
conditions,  eiî  prenant  la  dérivée  logarithmique 


X         jimd    II-  -^  X         Àmk  n  "  ^ 


(i5)  j   tanga7 

(  (n  =  o,  ±  I,  ±  2,  .  .  .). 

On  vérifie  ainsi  que  les  fonctions  du  groupe  sont  les 
fonctions  linéaires  de  tangx. 

2°  Considérons  le  groupe  formé  par  les  deux  sortes 
de  substitutions 

■S/t(^)  =  "i-nr.  -I-  X 
Sp{x)  —  {np  -hi)r.  —  X 

La  somme  ^  -  se  décompose  sous  la  forme 

n  p 

D'après  ce  qui  précède,  on  a 

^  I    _  V^         I         _  '  X^        '        _ 

^  Sa         ^dinn  -^  X  lÂd.  X 

n  n- 

Pour  former    7  —  >  nous  écrirons 

cosa;=JJ/i — -\  (27)  +  i=±i,±3,  ...), 

produit  convergent  si  l'on  associe  les  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires  de  2/?-+-i,  et  si  l'on  fait  croître 
2/?  +  i  à  partir  de  i.  La  dérivée  logarithmique  donne 


-  lang^  =2 '-^^ =  -  '^2 


n-T:  -f-  —        2  taner  — 
2  2 


(20 -H  1)71  —  -iX 
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et,  par  conséquent, 

V^  I       v^              I  I  X 

>  —  =  > =  -  tang  - 

^Sp       .À^i'ip  -\-\)iz  —  X        2         °2 

On  a  donc  enfin 


0^)  1^-là^ 


I     /  I  X\  I 

h  tang—  \  = 

„        2  I  X  2    I       sina? 

'   tang- 


On  vérifie  ainsi  qu'il  existe  des  fonctions  entières  du 
groupe,  parmi  lesquelles  est  sinx,  qui  sont  données  par 
la  formule  générale 

(l4)  -^-i-IJL. 

^    '  '^  I      ' 

^  s 

La  formule  générale  (12)  conduit  dans  ce  cas,  en  fai- 
sant a  =  -  et  ^  =  I ,  à  la  relation 

.    ,  /  7:        X 

I  —  sina;  =  2  sin- — 

\4       2 

et,  par  suite,  à  celle-ci 

I  —  cosa-  =  2  sin^  — 
2 

qui  se  trouve  ainsi  démontrée  directement  en  ne  se  ser- 
vant que  du  développement  en  produit  de  sinor,  et  des 
substitutions  de  celte  fonction. 

3"  Considérons  encore  le  groupe  des  substitutions 
de  cosj: 

s  ,1  =  1  n  T.  -\-  X 

{n,p  =o,±i,±2,  ..  .)• 
Sp^=  1  piz  —  X 

La  somme  des  inverses  des  substitutions  est 

y— ^-+y— ^ — 

AU  irni  -\-  X      ^U  2  piz  —  X 
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Or,  72  elp  prenant  toutes  les  valeurs  entières  positives 
et  négatives,  on  voit  que  les  termes  dans  lesquels/?  =  — n 
se  détruisent  deux  à  deux  en  sorte  que  celte  somme  est 
nulle  :  on  peut  alors  employer  la  somme  des  inverses 
des  carrés  des  substitutions 

Puisque  les  substitutions  Sp  ne  sont  autres  que  les  sub- 
stitutions Sn  changées  de  signe,   la  somme  précédente 

est  2  >  -T-  Or 


2  tanj:  — 

2 


La  somme  cherchée  est   donc,    en  remarquant    que 


^1 

s                 I 

''dx-        s^' 

^2à=-0 

^   d     i               I    ' 

I 

^dx    Sn~           .     .X 

2  sinî  - 

2 

I  —  cosa; 

On  vérifie  ainsi  que  les  fonctions  entières  du  groupe 
sont  données  par  la  formule  (i3). 

On  remarquera  qu'au  contraire,    dans   les   deux  cas 

précédents,  par  exemple  dans  le  premier,  où  ^-  n'est 

pas  constante, 

^  niz-\'  X      Ji^Sn        tanga; 

la  somme  514  ^P^"  P*^"'^  obtenir  en  dérivant  par  rap- 
port à  X 


^sl 


I  , 

=  I  -+-  Vàns}x 


COS^^F 


(  '(^'  ) 

est  une  fonction  du  second  degré  de  toute  fonction  du 
groupe,  par  exemple  de  tang^  ('). 

4°  Considérons    le  groupe  de  la  fonction  ellipticpie 

Sm,m'=  4"iK  -I-  2m'iK'-4- J", 

5/,,  /,'   =  2  (  •>/>  -1-  I  )  K  -1-  2  /»'  iK'  —  .r 
(m,  m',  p,  p'  =  o,  ±1,  ±  2,  .  . .). 

La  somme  des  substitutions 


vv 


qui  n'est  pas  absolument  convergente  est  cependant  con- 
vergente lorsqu'on  range  ses  termes  dans  un  certain 
ordre  qui  résulte  de  ce  qui  suit  et  qui  est  d'ailleurs 
employé  dans  la  théorie  des  fonctions  H,  0  de  Jacobi. 
Piemarquant  que  p'  et  m',  comme  p  et  m,  sont  indépen- 
dants et  prennent  toutes  les  valeurs  entières  positives  et 
négatives,  nous  ferons  p'  =  —  m'  et  nous  poserons 


im'iK' -\-  X 


La  somme  est  alors 


^     Zià  4  m  K  -H  ^       ^  2  (  2  />  -t-  I  )  K 


(m,/>  =  o,  ±i,dz2,  ...;  z  =■  X  -\-  lin  iK',  m'  —  o,  ±  i,  ±2), 


(')  Dans  les  exemples  qui  précèdent   on  aurait  pu  employer  des 
séries  absolument  convergentes  sous  la  forme 


V 


h.. 


t)'  I(^..-?)- 


mais  cela  complique  l'ccrilure  cl  ne  donne  pas  d'autre  résultat. 
Ann.  de  Uallié/nat.,  4»  série,  t.  III.  (Avril  iqoj.)  II 
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ce  qu'on  peut  écrire  encore 


iK^d      2d 


m      2  m  -  ■ 


2K 


p  i-^p-^i) 


'~Ûi^\ 


Si  l'on  compare  la  somme  entre  crochets  à  la  somme  (i6) 
relative  à  sinx,  on  voit  que  cette  somme  est  convergente 
en  associant  les  valeurs  de  m  et  de  p,  égales  et  de  signes 
contraires,  et  que  cette  somme  est 


2K 


La   somme   cherchée   relative   au  groupe  donné    est 
donc 


2K 


iK 


1 


-    sin 


2K 


sin  -^-  {x  -^  1  m' ils.') 

2  K 


(m'  =  o,  ±1,  ±2,  ...) 

ou,  en  faisant  sortir  le  terme  dans  lequel  vi'  est  nul,  et 
associant  deux  à  deux  ceux  dans  lesquels  m'  a  la  même 
valeur  arithmétique, 


.^  s         2  K    .       t: 


sin  — r-  X 
•1  K 


2K^ 


5in  — fT  ix  -^•ini\^  )       sin  —ry  (x  —  iniK'  )  1 

2  K  '  ^  2  K  ^  ^  J 


(/l  =   1,2,    3,    ...)• 


Sous  cette  forme,  la  somme  est  convergente,  7i  crois- 
sant à  partir  de  i . 

L'ensemble  des  deux  termes  soumis  au  signe  \^  prend. 


(  i63  ) 
d'ailleurs  la  forme 


sin— =7  ( X  -h  7.  nili'  )  -\-  sin  — -  (x  —  2niK') 

Sin  — rrC^  +  2/uK  )  sin  — jrr  (ce  —  2niK  ) 
2  K  2  K  ^  ' 

,    .      7:  .     K' 

4  sin  — -  X  COS/HTT-r 

2  K  K 


.       K'  TT 

COS2/it7r  — COS  TT  a? 

K  K 


4  sin  — r?a7 


2K  2 


COS  -pr^ 

K. 


On  a  donc 

21    _     TC  I 

s  2K      .         TC 


2K 


(17)'         +^sin4^y — r'(^-^r-") — 

'  K  2K        .^  „  TC 


g  =e 

Ceci  est  une  formule  connue  ;  mais  on  peut  la  déter- 
miner complètement  par  notre  théorie.  Ou  sait,  en  elTet, 
que  la  somme  obtenue  ainsi  est  une  fonction  linéaire 
de  la  fonction  u=sna;  du  groupe 5  or,  on  voit  facile- 
ment que  : 

i"  Le  second  membre  devient  infini  lorsque  x  s'an- 
nule ou  prend  une  valeur  quelconque  amK  -|-  ivi' i¥J 
qui  annule  u\ 

1°  Le  second  membre  s'annule  lorsque  x  =  /K.',  c'est- 
à-dire  lorsque  u  devient  infini. 

La  fonction  formée,    qu'on   sait    être   une   fonction 


(  '64  ) 

linéaire  de  u,  ne  peui  donc  être  que 


où  ).  est  une  constante  (  '  ).  On  trouve  \  en  donnant  à  x 
une  valeur  particulière,  par  exemple  la  valeur  R;  on 

mieux,  multipliant  le  développement    précédent  et   - 


sin  — —  .r 
2K 


par  x  et  faisant  x  =  o,  —  =  ~ =  1 ,  on  a 

X  =  1; 
la  valeur  K.  attribuée  à  x  donne  alors  la  formule  connue 

n 

ou 

2K  'yi       q" 


2K  V" 

71  .^^ 


I  -i-  q-" 


(')  On  arrive  à  la  même  formule,  plus  rapidement,   en   considé- 
rant le  groupe  de  la  fonction  de  y  =  sin  — j^-a; 

dont  les  substitutions  sont  {.\oin\  Ann.,  1900) 

s^^ {y)  —  a,^y  +  \Ji—  y-  \J i  —  al  =  sin  — j^  ( :f  +  2 ni K' ) 
(n  =  0,  dzi,  ±  1,  ...). 

On  est  ainsi  conduit  immédialcment  à  la  série  convergente  cal- 
culée plus  haut 


Jmmi    S„(y)  ^^       .  -,  .,.,, 

"  •'  '  sin  — —  {x  +  2/iMv  ) 

(lui  n  est  autre  que  — ; — r  =  • 

tf(j)        snx 


(  i65  ) 
La  somme  ^  -  n'étant  pas  constante  et  étant  convei^ 
gente  au  moins  d'une  certaine  manière,  la  somme   / ^  - 

est,  d'après  notre  théorie,  une  fonction  du  second  degré 
de  u;  cette  remarque  conduit  à  une  démonstration  inté- 
ressante d'une  formule  connue;  on  a 

V^   I  a  -+-  bu  -+-  eu- 


ÀêA  s''-        a'  -^  b'  Il  -\-  du"' 

Or,  la   fonction   H   peut   s'écrire,    \  étant   une   con- 
stante, 


H-X 


n 


2  m  \\  -t-  2  m'  i  K' 

-j        1    ï  s  m,  m'  J    r 


'/A/^ 


2(  2/j  -f- 1)  K  -f-  ip'  iVJ 

(  7»,  ni\  p,  /j'=  O,  ±  I,  ±  2,   .  .  Oî 

où  les  produits  indiqués  sont  convergents  lorsqu'on 
range  les  facteurs  dans  un  certain  ordre  connu  qui 
résulte  d'ailleurs  de  l'étude  précédente.  Les  dérivées 
de  Sm^jn,  Sp^p'  sont  s',„  ,„.■=  I,  s'pp.=z—  I  et,  par  consé- 
quent, en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux 
memhres  de  l'équation  précédente,  on  a 

W       I        '^'      I  ■^      i      _  V^      I  V^     • 

il  ^        ■^'^    -^/n,  /II'         ■^"  ^ /I,  !>'        •^™  */«,  m'         ■^"  ^/),  i>' 

et,  en  dérivant  encore  une  fois, 

a  4-  ta  -H  CH- 


H"        H'-  _      •^      I  'v^     I 

TT  ~~  H^  ~  ~  ^  7^     '.     ^  s- 

"  '^  ^^  ^in,m'         '^^    l>,  i 


sf„^  ,„,       ^  5^3  /,.  rt'  -f-  b'u  4-  c'm- 

Les  zéros  de  s,„^„i',  Sp^p'  ne  sont  autres  que  ceux  de  // ; 
ce  sont  ainsi  des  inlinis  (l(>ul)l(;s  du  jjrcmier  mcml)i-e  : 
donc  a'=  b'=^  o.  D'ailleurs 

s  m,  «!'( — ^)  =  —  ^'-m,—iii'(^)i        *I/<^- !,/)'(  —  ^)  •"=  —  *— (2/J+I),— /j'C^a^) 


(  i66) 
et,    par  conséquent,  lorsqu'on  change  x  de   signe,  les 
éléments  associés  deux  à  deux  de  la  somme  ^  —  ne  font 

Cjue  se  permuter,  et  celte  somme  ne  cliange  pas  5  mais  u 
change  de  signe,  donc  b  =  o.  On  a  donc  iinalenienl 

où  )v  et  a.  sont  deux  constantes  qu'on  peut  déterminer 

en  faisant  x  =  R,  u  =  i  et  x  =  ïK'.  —  =  o  :   on    peut 

trouver  ainsi  la  formule  servant  à  l'intégration  de  l'in- 
tégrale de  seconde  espèce. 

5°    Considérons    encore    le   groupe    de    la    fonction 
p»  =  sn(K  H-  Jc) 

5,„  ,„/  =  4  "?  Iv  -+- 2 m'ili' -h  x 

(m,/?i',/j,/>'  =  o, ±  i,±2,  .  . .). 
Sp,p'   =4pK  -+-ip'i\i.' — X 

On  voit  que  pour  /?  =  — ■  '«,  /^'=  —  '"'1  on  a 


^/».  ;;'  —  S 


m   m 


et  par  conséquent  que  la  somme  2,~  est  nulle.  La 
somme  —  est   alors  nne  fonction    du    groupe,    si    cette 

somme  n'est  pas  constante  et  p(;ut  être  mise  sous  forme 
de  série  convergente.  On  a  d'ailleurs,  pour  la  même 
raison  que  plus  haut. 


lé. 


La  fonction 


2d(\ 


^5»  ^  s}, 


{m,  m'  z=  o,  ±:  I,  dr  2,  .  . .  ) 


m K  -+-  2 m' iK'-{-  X )- 
est  donc  une  fonction  du  groupe.   On  peut  le  vérifier 


(  '67  ) 
comme    il    suit  (')    :     considérons    la    transformation 
de  sua: 


obtenue  en  divisant  par  2  l'argument  dans  la  transfor- 
mation de  Gauss  et  pour  laquelle  on  a 

J  -t-  k     .             .„,         I  -+-  k  .,^,  . 
■ik,  iK\  —  tK  . 


1 


Posant  gt  =  j  X,  =  gi  X,  la  fonction  H  de  Jacobi 

relative  à  cette  fonction  peut  s'écrire,  dans  les  mêmes 
conditions  de  convergence  que  11, 

-_ — I  / 


2  mlii-h  i/n'  iK\ 


=  CffiX  I   S    (1+7 


4  m  K  -)-  2  /n'  i  K'  ^ 

La  dérivée  seconde  du  logaritbiue  de  cette  fonction  est, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu  à  propos  de  «  =  su(j::,Â), 
une  fonction  de  la  forme 

X  ,        -2        I  —  kv 

d'ailleurs,  la  dérivée  première  est 

i+y' ' ^y \ 

X      Jmd  4  ni  K  -t-  2  m' i  K'  h-  x      Âd  4  '«  K  -+-  2  m' i  K'  -+-  x 
et  la  dérivée  seconde 

_y ' 

^^  (  4  /«  K  -i-  2  «t  f  K  -+-  r  )- 

(')  On    pourrait    trouver    une   formule   analogue   à  celle  de-    en 

efTcctuant,  coninie  plus  haut,  la  somme  indiquée;  mais  le   procédé 
de  vérification  que  nous  employons  est  plus  rapide. 

(')  Voir  :  Sur  une  représentalion  des  fonctions  elliptiques  et 
leur  analogie  avec  les  fonctions  circulaires  {Nouv.  Ann.,  J901). 


(  ^68  ) 

La  vérificalion  est  donc  faite;  on  voit,  déplus,  que  le 
dénominateur  de  celte  fonction  linéaire  de  v'  est  i  —  u. 
Quant  aux  facteurs  \  et  [j.  on  les  déterminera  en  don- 
nant à  X  deux  valeurs  particulières. 

La  fonction  p  de  Weierstrass,  qui  est  une  fonction 
linéaire  de  tout  cosinus  elliptique  u  ayant  les  mêmes 
périodes  ('),  donne  lieu  aux  mêmes  calculs.  A  ce  sujet, 
il  convient  de  remarquer  qu'au  lieu  des  séries  semi- 
convergentes  que  nous  avons  employées  qui  conduisent 
aux  (onctions  H,  0  de  Jacobi,  on  peut  employer  des 
séries  absolument  convergentes  sous  la  forme 


2:('-i)'  i:('-é)' 


ce  qu'on  sait  faire  dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques; 
ces  séries  conduisent  alors  aux  fonctions  d  de  Weier- 
strass, mais  aux  mêmes  fonctions  périodiques  u  =  snx, 

V  ^=  sn(K  +  x). 

Sur  les  fonctions  rationnelles.  —  Les  théorèmes 
démontrés  plus  haut  sur  les  fonctions  complètes  uni- 
formes s'appliquent  évidemment  aux  fonctions  ration- 
nelles avec  cette  sim[)litication  que  les  sommes 

y-'  y-^'  ••• 

^^  s  II  .^™  s  ,11  s  ,1 

sont  ici  toujours  convergentes.  De  j)lus,  au  lieu  de  ces 
sommes,  on  peut  employer  celles-ci 

2*'"      2'"' •"""■"      ■■■' 


(')  On  sait  qu'on  pcuL  exprimer  p  de  six  manières,  deux  à  deux 
de  même  forme,  en  fonction  linéaire  d'un  cosinus  elliptique  v  de 
mêmes  périodes  [Sur  les  fondions  de  première  espèce  {Nouv. 
Ann.,  1898)]. 


(  i69  ) 
car  réqualion  (5)  se  met  sous  la  forme  suivante,  ui.  étant 
le  degré  de  la  fonction  rationnelle  j^  considérée 

,        {  ao—box  -^(ai—b^y)s-h... 

I        H-(«^-i  — 6p._|jK)5!^-'-4-(«[x— 6(i.7)5l^  =  o, 

et  l'on  peut  employer,  soit  les  équations  (6)  dans  les- 
quelles les  //„,  k,i^  .  .  .  sont  nulles,  soit  les  suivantes 


■^i>.y 


Tl  ' 


-'^2=  X5'«-f«=    -?2+   -?1- 


(6')    /       «[X— 6pi7 
r  «0—  bu.  y 

.    «tj.—  b^y 


=  ¥i^=(-^)^-Yl' 


où  y^^  est  la  somme  des  produits  m  à  ni  des  Sn  et  cp'^^^  la 
somme  de  leurs  puissances  z?/"'"''^  changée  de  signe.  Ces 
fonctions  (|'  sont  d'ailleurs  liées  aux  premières  'j/  d  une 
manière  simple  et  se  mettent  sous  la  forme  (lo)  et  réci- 
proquement. 

Les  plus  simples  des  fonctions  à  employer  pour  former 
les  fonctions  du  groupe  sont  alors 

2^-  2^/  II'"- 

Il  [)eut  arriver  que  celles-ci  se  réduisent  à  des  con- 
stantes; alors  on  emploiera  des  fonctions  symétriques 
du  second  Ofdre  qui  se   réduisent  au  premier  (' ).   Un 

(')    On  remarquera  que,  s'il   existe  des   fonctions  entières  y  du 
j.;i"oupe  (polynômes;,  Z*,  =  6,  =  . . .  =  6   =  o,  toutes  les  fonctions  <!^' 

se  réduisent  à  des  constantes  sauf  la  dernière  I  15,,  qui  est  une  de 
ces  fonctions  entières;  on  emploiera  donc  pour  déterminer  ces  fonc- 
tions entières,  soit  I  I  5,,,  soit  une  fonction  - —  inversi'  d'ujic  quel- 
conque des  il*,,,- 


(   '70  ) 
exeinj)le  simple  est  foiinii  par  le  groupe 


I 

I  X 


pour  lequel  les  trois  Ibnclious  préeédentes  soiU  con- 
stantes; on  emploiera  alors  Jii^'  °^  ^1'  *-I^"'  d'après 
ce  qui  a  été  dit  prëeédemment,  se  réduit  dans  ce  cas  au 
premier  ordie  et  est  une  fonction  du  groupe.  Si  l'on 
pose  x'=^  I  — X,  on  a 

2^  _  {x'^-\- x'^){\  + x'^x"^) -h  x* -\- x''' 
x^x''^ 

y{x^-i-.v'-)(i-^x-)(j  -h  x'-) 

L'une  des  plus  simples  fonelions  du  groupe^  fonction 
linéaire  de  la  précédente,  est 

4     (  I  —  xx'  )■'  4    (  '  —  X  -{-  x-)^ 

■I7  .r2  X'^  "   I7        372(1  —  ^)2 

fonction  bien  connue  sons  le  nom  àinvarianl  absolu 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  modulaires, 
X  étant  égal  à  h-,  carré  du  module. 

Les  considérations  (pii  précèdent  s'appliquent  à  tout 
groupe  d'un  nombre  fini  de  substitutions  :  dans  tons  les 

cas,  les  fonctions  N  ,9,  \\s,  7,  ^  '  ou  à  leur  défaut  des 

fonctions  symétriques  d'ordre  supéiieur  se  réduisant 
au  premier  ordre,  donnent  toujours  des  fonciions  du 
groupe,  rationnelles  ou  non. 

Il  en  est  de  même  de  la  formule  (12)  concernant  deux 
valeurs  correspondantes  de  x  et  de  la  fonction  r  du 
groupe;  mais  dans  le  cas  d'un  groupe  lini,  cette  (oijuule 
peut  s'écrire  d'une  manière  plus  simple  en  employant 
les  fonctions  svmélritjues  des  Sn   au  lieu   de  celles  de 


(   '7'   ) 
leurs  inverses  —  Ou  a  visibleuient  par   la  même  Jé- 
moustraliou  : 

(19)  3  — r=  P(2-^)  JJ[a  — 5,,(.r)] 

n 

où  le  facteur  P  est  de  la  forme  J.j'  +  tji, 

JJne  appUcaliou  fort  simple  des  théories  précédcutes 
dans  le  cas  d'un  groupe  fini  est  celle  de  la  recherche  des 
transformations  rationnelles  des  fonctions  elliptiques. 
Sans  entrer  dans  plus  de  détails,  on  voit  immédiate- 
ment que  l'emploi  des  expressions  ^.s,,^  1  I  5„,  fonc- 

n  n 

tions  linéaires  de  toute  fonction  du  groupe,  conduit  aux 
calculs  mêmes  et  aux  formules  d'Abel  pour  la  trans- 
formation impaire  de  snx,  les  fonctions  s,i  étant  de  la 
forme 

/  4a  K-i- aa't'K' \ 

sn  (  j-  -1-  «  a  )  {  n  =  \.  Q.,  ....'}.:  Ci  = )  - 


Quant  à  la  fonction  ^-'  <^lli^  conduit  à  une  autre 
formule,  et  il  en  serait  de  même  de  toute  fonc- 
tion 'I/^,^  (6),  mais  ces  formules  sont  plus  compli- 
quées. 

La  formule  (19)  conduit  de  même  aux  foinuvles 
connues  de  i±y^  1  ^z  Ày  (y  étant  le  iran.sformé 
de  sn.r,  de  module  à)  et  fournit  de  ces  formules  une 
démonstration  fort  simple.  On  voit  que  toute  fonction 
uniforme,  et  en  général  toute  fonction  périodique, 
susceptible  (]v  liaitsformniions  en  d'autres  de  inctnes 
formes,  et  dont  l(;s  groupes  sont  analogues,  satisferont 
à  des  relations  analogues  à  celles  qu'expriment  les  for- 
mules de  1  ^y,  1  ±/,jv"  dans  les  transformations  de  sno:. 

Il  convient  de  remai(pier,  an  sujet  des  fonctions 
elliptiques,    que  l'emploi   de  la    théorie    générale    des 


(  '72  ) 
groupes  de  substilutions  n'est  autre  que  la  raétliode 
même  d'Abel  ;  si  celui-ci  n'a  pas  dégagé  explicitement, 
des  théories  particulières  où  il  s'en  est  servi,  la  théorie 
générale  des  groupes  et  des  fonctions  y  attachées,  s'il  n'a 
pas  prononcé  le  mot  de  groupe,  du  moins  on  peut  dire 
que  la  notion  générale  de  groupes  de  substitutions  à 
une  variable  se  retrouve  dans  toutes  ses  tliéories,  et  il 
s'en  est  servi  de  la  manière  la  plus  heureuse.  C'est  là 
surtout  ce  qu'ont  d'original  et  de  personnel  les  travaux 
d'Abcl,  qui  est  ainsi  le  premier  auteur  de  la  découverte 
des  groupes  de  substitutions  à  une  vaiiable  ('). 

On  pourra  comparer  la  méthode  que  nous  venons 
d'exposer  pour  déterminer  une  fonction  périodique  au 
moyen  de  ses  substitutions,  avec  la  méthode  que  nous 
avons  précédemment  donnée  (-)  qui,  employant  les 
périodes  pnz=  s,i(x)  =  7i,  au  lieu  des  substitutions  .v„ 
elles-mêmes,  détermine  par  une  équation  du  troisième 
ordre  les  fonctions  du  groupe,  ou  par  une  équation 
linéaire  homogène  du  deuxième  ordie  les  fonctions  en- 
tières dont  les  quotients  sont  les  fonctions  du  groupe, 
ainsi  que  le  multiplicateur  de  ces  fonctions  entières. 

On  voit  que,  dans  les  deux  cas,  on  a  à  employer  des 

séries    >  ->    >  —  »  •  ••  ou   >  -»   >  — r  qui  peuvent  n'être 

pas  convergentes  et  qu'alors  l'introduction  de  fonc- 
tions /<,  />,  /  rendant  convergentes  ces  séries  conq)lique 
le  pioblème,  le  choix  de  ces  (onctions  //,  A,  /,  présentant 
une    and)iguïlé.  Lorsqu'cMi  p<'Ut  déterminer  sans  amhi- 


(')  Cette  découverte  a  été  faussement  attribuée  à  Galois  par  plu- 
sieurs auteurs;  Galois  avait  surtout  étudié  les  travaux  d'Abel  et  il 
ne  serait  pas  étonnant  que  ses  propres  travaux  s'en  soient  ressentis. 
Mais  la  principale  découverte  de  Galois,  les  groupes  dits  de  Galois, 
sont  des  cycles  de  permutations  linéaires  de  lettres  et  n'ont  rien  de 
commun  avec  les  groupes  de  substilutions  à  une  variable. 

(^)  Délermination  des  fonctions,  etc.  (JVoiw.  Ann.,  1902). 


(  '73) 
guïté  ces  fonctions  A,  A",  ou  lorsque  les  séries  considé- 
rées sont  convergentes,  l'avantage  parait  être  en  tavenr 
de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  car  elle 
donne  inimédiatenient ,  sans  intégration  à  effectuer, 
une  expression  (ou  plusieurs)  des  fonctions  du  groupe; 
par  exemple,  dans  le  cas  du  groupe  de  snx,  on  a  obtenu 

le  développement  connu  (m)  de  et  on  aurait  celui 

•^  '^  \   /  /  sn  iF 

de  snx  en  y  changeant  x  en  x  —  iK.' . 

Mais  la  méthode  de  l'équation  aux  fonctions  à  mnl- 
tiplicateurs  formée  au  moyen  des  périodes  p  =  s  —  x, 
qui  a  le  désavantage  d'exiger  une  intégration,  a  d'autre 
part  l'avantage  de  déterminer  les  fonctions  entières 
dont  les  fonctions  du  groupe  sont  les  quotients  et,  en 
outre,  le  multiplicateur  de  ces  fonctions;  nous  avons 
vu  (lac.  cit.)  que  cette  méthode  conduit,  dans  le  cas  du 
groupe  de  snx,  aux  fonctions  H,  0,  .  .  .  de  Jacobi,  et  aux 
fonctions  cj,  «j^,  ...  de  Weierstrass,  et  donne  immédia- 
tement leur  multiplicateur.  Chacune  des  deux  méthodes 
a  donc  ses  avantages  propres  et  aussi  ses  inconvénients; 
cependant,  ce  que  Ion  sait  de  l'importance  des  fonc- 
tions entières  H,  0,  ...  ou  rf,  dans  le  cas  des  fonctions 
elliptiques,  importance  que  n'ont  pas  les  développe- 
ments de  la  forme  (17)  montre  que  c'est  la  première 
méthode  que  nous  avons  donnée  <|ui,  quoicjue  au  prix 
d'une  intégration,  fournit  h-s  résultats  les  phis  utih's('). 


(')  Il  ne  faut  pas  oublier  également  que  cette  méthode  nous  a 
donné  divers  autres  résultats  :  conditions  nécessaires  pour  qu'il  existe 
des  fonctions  du  groupe,  sous  forme  d'identités  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  substitutions;  condition  unique  (  «J»"  =  4>1')  pour  qu'il 
existe  des  fonctions  entières  du  groiqie  donné,  et  expressions  de  ces 
fonctions  entières,  etc. 

Cependant,  la  seconde  méthode  fournit  des  résultais  positifs  dans 
certains  cas  où  la  première  ne  fournit  que  des  résultats  an>bigus  ; 
nous  avons  vu,  cri  efTet,  f[ue  la  série  \    —  est,   lorsqu'elle  est  con- 


(  '74  ) 

Rien  n'empêchera  d'ailleurs  d'employer  à  la  fois  l'une 
et  l'autre  des  deux  méthodes  et  d'en  contrôler  les  appli- 
cations l'une  par  l'autre. 


vergente  et  non  constante,  une  fonclion  qui  admet  toutes  les  sub- 
stitutions du  groupe  et  que,  dans  les  cas  où  les  séries 

(«)  I]^  2]?-'  ■•■'  2^==^ 

sont  constantes,  et  dans  certains  cas  où  ces  séries  sont  divergentes, 
cette  fonction  V  —  n'admet  pas  d'autres  substitutions  du  groupe; 
cette  fonction  est  donc  toujours  une  indication  lorsque  les  précé- 
dentes sont  divergentes  et,  dans  certains  cas,  elle  est  même  l'une  des 
fonctions  cherchées  du  groupe  donné. 

Si  l'on  considère  au  contraire,  pour  appliquer  la  première  mé- 
thode, les  séries  analogues  aux  précédentes,  formées  au  moyen  des 
périodes  p  =  s  —  jc  du  groupe 

^       '  ^.Mi    p  ^    p-  jmmi  p'-'     ^  Ami  p"^ 

dans  l'hypothèse  où  la  w"°"=  est  convergente  et  les  précédentes  diver- 
gentes ou  nulles,  on  ne  peut  se  servir  de  >  — -  et  éliminer  les 
autres  en  choisissant,  comme  on  peut  le  faire  dans  certains  cas 
pour  les  séries  V  —  >  les  h.,  lu,  ...,  /i„_,  de  manière  que  les  séries 

(o  i:('..-i).  K'-,^) Ks'-p-) 

soient  nulles.  En  effet,  les  fonctions  0  =  )ve,-h  1X0.  sont  détermi- 
nées par  les  équations 

©i©'2  —  Q2®2  =  *' 

0,0'^-0,0'i  =*'  =^*2i(^'~;^, 

) 

où  7^  ne  dépend  que  des  séries  (c  )  et  de  ^  -^  et  se  réduit  à  cette 
dernière  à  un  facteur  constant  près  lorsque  les  séries  (c)  s'an- 
nulent;   on    pourrait   tirer  parti  de  cette  circonstance  dans    le   cas 


(  ^75  ) 

[R7f] 
SIR  LE  ilIOUVEME^T  D'lli\  POL\T  PESANT  SLR  UNE  COURBE, 
AVEC  Wm  RÉSISTANCE  PROPORTIONNELLE  AU  CARRÉ  DE 

LA  VITESSE; 

Par  m.  Carlo  BOURLET. 


L'idée  de  traiter  le  petit  problème  qui  va  suivre  m'a 
été  suggérée  par  une  acrobatie  connue  sous  le  nom  an- 
glais looping  the  loop  et  qu'exécutent  actuellement 
des  cyclistes  acrobates  dans  diverses  grandes  villes 
du  monde. 


considéré  si,  les  séries  (c)  étant  supposées  nulles,  tous  les  premiers 
membres  des  équations,  sauf  le  premier,  ne  se  réduisaient  identi- 
quement à  zéro  lorsque  seulement  les  deux  premières  des  séries  (c) 
c'est-à-dire  «!>'  et  W  s'annulent.  C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  facile- 
ment par  des  dérivations  successives. 

Il  résulte  de  là,  qu'en  aucun  cas  les  h^,  A,,  ...  ne  peuvent  être  tels 
que  les  m  —  i  séries  (c)  s'annulent    (w>2)   et,  par  conséquent,  il 

est  impossible  de  tirer  parti  de  la  fonction   ^   —  supposée  conver- 
gente, comme  nous  l'avons  fait  dans  certains  cas  de   \  -^  • 
Si  l'on  remarque  que  l'équation  du  second  ordre 
<I>0  "  —  <I>'  (■)'  +  (  <!' "  -  <l>vi-  )  e  =  o 

est  précisément  formée  avec  les  deux  séries  en  question  (dont, 
d'après  ce  qui  précède,  la  seconde  ne  peut  s'annuler),  on  voit  que 
les  fonctions  du  groupe  sont  toujours  les  quotients  des  intégrales  0 
de  cette  équation  qui  existe  toujours  lorsque  les  F  elles-mêmes 
existent  :  ceci  démontre  à  nouveau  ce  tlH';orème,  à  savoir  que  les 
fonctions  du  groupe  sont  toutes  données  par  la  formule 

X  F  -+-  iJL 


V  F  -H  fj 

F  étant  l'une  d'elles,  théorème  que  nous  avons  établi  directement 
et  dont  nous  ne  nous  sommes  pas  servi  pour  former  l'équation  en  0. 


(  '-6) 
La  piste  sur  laquelle  s'effectue  le  tour,  large  de  i"  à  a"*, 
se  compose  d'abord  d'une  partie  rectiligne  très  en  pente 
suivie  d'une  boucle  affectant,  en  gros,  la  forme  d'une 
spire  d'hélice.  Le  cycliste  ne  pédale  pas,  les  deux  roues 
sont  folles.  Il  s'abandonne  sans  vitesse  au  haut  de  la 
pente  rectiligne,  entre  à  grande  allure  dans  la  boucle  et 
en  fait  le  tour  sans  tomber,  maintenu  par  la  force  cen- 
trifuge. 

Si  nous  considérons  la  trajectoire  de  son  centre  de 
gravité  comme  connue,  nous  pourrons  assimiler  appro- 
ximativement le  mouvement  de  ce  centre  de  gravité  à 
celui  d'un  point  pesant  qui  se  meut  sur  une  courbe  avec 
une  résistance  tangenlieile  [)roportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse,  car  la  lésistance  de  l'air  suit  à  très  peu  près 
cette  loi. 

1.  Supposons  donc,  d'une  façon  générale,  que  les 
coordonnées  .r,jK,  ^  d'un  point  de  la  courbe,  rappoitées 
à  trois  axes  rectangulaires,  l'axe  Oz  étant  dirigé  suivant 
la  verticale  ascendante,  soient  exprimées  en  fonction 
de  l'arc  s.  Admettons,  en  outie,  que  le  point  se  meuve 
dans  le  sens  des  s  croissants  et  que,  pour  f  izr:  o,  t  étant 
le  temps,  on  ait  5  =  0.  Soient  y>  y'  1*-'s  cosinus  des 
angles  que  font  la  tangente  à  la  courbe  dans  le  sens 
des  s  croissants  et  la  normale  principale  avec  l'axe  Oz. 
Si  l'on  désigne  par  0  le  rayon  de  courbure,  on  a, 
comme  on  sait, 

dz  y'  _  ^'[ 

'        ds  '  p        ds 

Le  point,  de  masse  m,  est  alors  soumis  ù  liois  forces  : 
son  poids  7//^,  la  lésistance  tangentielle  /rv-  et  la  réac- 
tion normale  à  la  couibe  dont  nous  nommerons  11,^  la 
composante  suivant  la  normale  principale. 


(   '77  ) 
Les  projections  sur  la  tangente  et  la  normale  piinci- 
pale  donnent  alors  les  deux  équations  suivantes  : 

dv 

^   '  dt  ^  ' 

f - 
(■2)  m  —  =:  —  im^'r  ^  R,,. 

?  ' 

Supposons  que  l'on  ait 

en  reinai'(juant  alors  que 

dv  _  dv  ds  dv        \   div-) 

dt        ds  dt  ds         1      ds 

l'équation  (1)  s'écrit  sous  la  forme 

(3)  'l^^av^-  =  -igf\s), 

f'{s)  étant  la  dérivée  (\ef[s)  et  posant 

a  =  —  • 
ni 

Cette  équation  (3)  linéaire  en  v-  s'intègre  immédiate- 
ment par  les  procédés  classiques  et  donne 


vi  =  —  -,ge-as  Ç  f 


^'o  désignant  la  vitesse  initiale  au  temps  f=o.   On  a 

P         .         1  ds  . 

ainsi  V  en  lonction  de  s  et,  comme  «^  =  -y-,  on  aurait  t 

dt 

%n  fonction  de  s  par  une  seconde  quadrature. 

Le  problème  est  donc  résolu,  dans  tous  les  cas,  par 
deux  (juadralures. 

!2.   Pour  (jue  le  cycliste  tienne  sur  la  piste,  il  faut,  eu 
outre,  que  la  vahair  de  11,,  soit  toujours  positive,  car  il 
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(    '7-^  ) 
(U'criL  h  peu  près  une  géodésique  sur  et  Lie  piste.  Oi"  la 
forniuh;  (•■>.)  donne 


\^n  =  'n(j-  -^S'pf'i.s)^, 


f"{s)  étant  la  déi'ivée  seconde  àa  f{s). 

0  étant  positif,  on  doit  doue  avoir,  à  cliaque  instant, 

OU 

(  5  )       —  ■?. ge-"-"  j     j"{  s  )e«-«  ds  ^  vl  e-"-^  -!-  g  p-  /"{ 5  )  >  o. 

•'0 

Le  centre  de  gravité  ne  pourra  doue  pareouiir  que  Ja 
poition  de  la  courbe  qui  vérifiera  celle  inégalité  (5). 

3.  Ap[)li(|uons  ceci  au  cas  du  cycliste.  Il  descend 
d'abord  le  long  d'une  ligne  droite.  Comptons  le  dieniiu 
parcouru  s  à  partir  du  poinl  \v  plus  haut  où  la  vitesse  u^ 
est  nulle.  On  aura   alors 

/\s)  =  — cosa, 

a  désignant  l'angle  aigu  de  la  ligne  avec  l'axe  O^. 

La   valeur  de  w-  fournie  par  la  formule  (4)  devient 


()2  =  'ïge~'^^  cos  a  /     e"*'  I 
•-'il 


fis 

'^» 
ou 

2,4^  cosa  ^  ^.^ 


(vClle    ioiniidc    luontie    <pie,    à    mesure  que    le   cycliste 
descend,  s  croissant,  sa  vit(îsse  t'  croit  et  tend  asymplo- 

tiqueuienl  veis  la  valeur  limite  i  / Î5on  uiouve- 

uH'iil  de  descente  tend  donc  à  devenir  iinilornie. 


(    '79  ) 
i.    Eli    fait,    il   parcoml   sur  la   peiiU;  un  chuiniu  de 
longueur  eoinuie  /  et  arrive  doue  au  bas  avee  la  vitesse 


(G, 


,yî^^ 


C'est  sa  vitesse  d'entrée  dans  la  bouele. 

Aduieltons  alors  que  la  boucle  soit  une  hélice  circu- 
laire à  axe  horizontal 

x  —  rs\nO,         j/  =  //0,         ^  =  ,-(i_cos6), 

Le  point  d'entrée  dans  celte  hélice  n'est  pas  le  point  le 
plus  bas  où  Q  =  o,  mais  un  point  voisin,  et  nous  pour- 
rons admettre,  sans  erreur  sensible,  pour  des  applica- 
tions pratiques,  que  la  vitesse  de  passage  au  point  le 
plus  bas  est  égale  à  i^o  (')•  L'équation  (4)  donne  alors, 
dans  ce  cas, 

f-  =  —  2^6-60  I     ,.  sin  0  e/'O  ^f)  _^  ci  ^-/S^ 
en  posant 

b  =  a  \J k^  ^-  /-^  _  r . 

m 
On  en  tire 


Comme  ici, 


la  condition  (5)  devient 


— -y-  (  cos  0  —  6  sin  6  ) 


(■  )  En  fait,  elle  est   un    peu   supcrieuie  à   v^  et,  par  suite,  nous 
nous  plaçons  dans  des  conditions  plus  défavorables  que  la  réalité. 


(    '«^o   ) 
et  l'on  en  lire 

Pour  que  li'  cycliste  fasse  le  lour  de  la  boucle  sans 
encombre,  il  faut  f|ue  celte  inégalité  soit  vérifiée  pour 
toutes  les  valeurs  de  8  de  o  à  27:.  Eu  égalant  à  zéro  la 
dérivée  de  la  quantité  placée  entre  parenthèses,  on 
trouve  qu'elle  s'annule  pour  la  valeur  9,  donnée  par 
l'égalité 

Dans  rinlervalle  o,  2-,  il  j  a  deux  valeurs  de  9)  ;  l'une, 
la  jdus  petite,  qui  donne  le  minimum;  l'autre,  la  plus 
grande,  qui  donne  le  maximum  du  second  membie  de 
l'inégalité  (7).  Pour  que  l'inégalité  (7)  soit  toujours 
véri(iée,  il  faut  donc  et  il  suffit  qu'elle  le  soit  pour  la 

valeur  9i  comprise  entre  —  et  —  donnée  par  la  for- 
mule (8).  Celte  valeur  de  Oi  correspond  au  point  cri- 
tique de  la  course.  Dans  la  prati(jue,  b  étant  très  petit, 
0,  esl  voisin  de  -  et  il  suffira  de  vérifier  largement  l'iné- 
galité (7)  pour  9  =  -. 

D'ailleurs,  si  l'on  y  remplace  t'y  par  sa  valeur  (6),  on 
aura  une  égalité  qui  pourrait  déterminer  la  limite  infé- 
rieure de  /,  c'est-à-dire  de  la  distance  que  doit  par- 
courir le  cycliste  dans  la  descente  rectiligne  pour  pou- 
voir passer  la  boucle. 

O.  JNous  avons  supposé,  dans  l'étude  précédente,  que 
la  forme  de  la  boucle  était  celle  d'une  hélice  circulaire. 
En  pratique,  celte  foiine  serait  désavantageuse  et  même 
dangereuse  pour  le  cycliste.  En  ellel.  dans  la  di'sccnl»" 
rccliligne,  la  réaction  est  conslanU;  cl  égale  à  la  conq)0- 


(  '^'  ) 

saule  normale  du  poids.  Lorsque  le  eenlie  de  giavité 
pénètre  dans  la  partie  liélicoïdale  de  sa  trajecloiie,  le 
rayon  de  couibure  p,  d'abord  iuliiii,  prend  biusquenient 
une  valeur  liuie.  La  léacticju  auguiejile  bruscjueiuent  de 

la  quantité -;  il  en  est  doue  de  même  de  la  pression 

P 
de  la  machine  sur  la  piste.  A  la  sortie  de  la  boucle,  les 

choses  se  passeraient  (;n  oidre  inverse  et  la  pression  di- 
minuerait brusquement  d'une  quantité  notable.  Or, 
comme  la  bicyclette  repose  par  deux  j^oints  sur  la 
piste,  la  pression  se  partage  sur  ces  deux  appuis  et  l'aug- 
mentation ou  diminution  de  pression  se  ferait  d'abord 
sur  la  roue  d'avant  et  ensuite  sur  la  roue  d'arrière. 
Ceci  équivaudrait  donc  à  un  choc  qui  pourrait  faire  bas- 
culer l'acrobate.  Pour  y  lemédier,  il  faut  donc  substi- 
tuer à  l'hélice  une  courbe  dont  le  rayon  de  couibure, 
d'abord  infini  à  l'entrée,  décroit  d'une  iaçon  continue 
jusqu'à  un  minimum  au  haut  de  la  boucle  pour  re- 
prendre ensuite  les  mêmes  valeurs  en  sens  inverse  et 
redevenir  infini  à  la  soitie.  Dans  cet  ordre  d'idées,  la 
Irajectoire  la  plus  avantageuse  serait  celle  pour  laquelle 
1»/,  reslerait  constante. 

D'une  façon  plus  piécise,  il  faudrait  donc  trouver  une 

tourbe  telle  que,  pour  s  =z  o,   ou   ait  -  =  o  (A   qu'en 

P 

outre,  lorsqu'elle  est  dc'crite  par  un  point  matériel,  la 
conjposante  R„  reste  constante. 

Ce  problème  admet,  comme  il  est  lacile  de  le  \oir, 
une  infinité  de  solutions  dont  chacune  ne  dépend  cjue 
de  quadratures. 

Si,  en  eifet,  on  se  donne  arbitrairement  z  en  fonction 
de  .V,  c'est-à-diiey (5),  ainsi  que  la  constante  i'„,  v'-  est 
])arlailement  déterminé  en  (onction  de  ,s  par  la  loi-- 
mule  (i). 


(   i82  ) 

Eu  posant  alors 

R„  =  C  ni 

on  a,  pour   tléterniiner  c,   l'équation  du  second  degré 

I 
en  - 

P 

(9)  S-^+^/"(*)  =  o. 

Pour  que  ■;  =  o  pour  s  =  o,  il  sufTira  que/'(5)  soit  tel 

que 

/■"(oj  =  o, 

et,    en   outre,    Téquatiou   (q)   devra   avoir    des  racines 
réelles,  ce  qui  est  possible  pour  C  assez  grand. 

On  est  alors  ramené  au  problème  de  Géométrie  sui- 
vant : 

Délenniner  une  courbe  aaucke  connaissant  z  et  z  en 

o  i 

fonction  de  s. 

On  aura,  pour  déterminei-  .r  vXy,  les  dcuN  étpiations 
dilïérentielles 

d.T  \  -         I  dy  \  -  /  dz  \  - 


s)   ='•'"■•'■ 


\'{s)  et  ^(.v)  étant  des  foneliniis  connues  de  s. 

Ce  système  s'intègre  facilement  par  des  quadratures, 
<ai',  si  Ton  pose 

dx       ,^  dv       ,, 

ds  ((■< 

on  a 


(   'S^  ) 
Par  suite,  u  s'obtient  par  une  quadrature,   en  fonction 
de  5,  par  l'égalité 

et,  u  étant  connu,  on  aura  jc:  clj)'  en  fonction  de  s  par 
deux  nouvelles  qiiadiatures. 


COKUKSrOMIWCL 


M.  G.  Fontené.  —  Relativement  an  point  de  contact  F  du 
cercle  des  neuf  points  et  du  cercle  inscrit  (p.  i4  de  ce  \  o- 
lume),  l'emploi  du  point  L,  défini  par  la  condition  AK  =  ir, 
a  été  indiqué  par  Î\I.  IMannheim  {Bulletin  de  mathématiques 
élémentaires,  igoi-igoi,  p.  112  et  180).  La  construction  la 
plus  simple  du  point  1^  est  celle  qui  consiste  à  prendre  AD  =  /■ 
et  à  mener  FD. 

La  démonstration  du  théorème  de  Feuerbach  donnée  par 
M.  W.-R.  Ilamilton  montre  que  la  quatrième  tani;ente  com- 
mune A  au  cercle  inscrit  et  à  Vellipse  L  qui  touche  les  côtés 
(lu  triangle  en  leurs  milieux  est  la  tangente  de  contact  du 
cercle  inscrit  et  du  cercle  des  neuf  points.  Les  propriétés  du 
quadrilatère  circonscrit  à  une  conique  et  un  quadrangle  inscrit 
correspondant  donnent  alors  ceci  (  Salmox,  Sections  coniques^ 
p.  532).  Soit  un  triangle  ABC;  soient  «,  b,  c  les  milieux  des 
côtés,    et   a',    b\    c'   les    points  de  contact  du    cercle   inscrit: 

bc  cl  b' c'  se  coupent    en    a Le    centre  d'iioinoiogic    di-s 

triangles  a^y  et  a' b' c'  est  le  point  de  contact  d'  de  A  et  du 
cercle  inscrit,  c'est-à-dire;  le  |)i>inl  de  conlact  du  ctMclc  insciil 
avec  le  cercle  des  neuf  points  (c'est  la  propriété  dniii  s'rst 
occupé  INL  Canon  );  on  aurait  de  même  le  point  d  où  A  Iduclie 
la  conique  U.  Le  triauglt;  'x'i-;,  circonscril  au  liiangli'  AI5C, 
conjugué  par  rapport  au  rciclc  inscrit  cl  à  rclli|i-('  U,  est  lio- 
mologi(|uc  au  liianglc  AB<',.  cl  l'axe  d'Iionndogie  est  la  tau- 
i;ente  A. 


(  '«4  ) 

La  dénionstralion  tle  Gérono  est  élémenlaire  en  ce  sens 
qu'il  ne  considère  pas  l'ellipse  des  points  milieux  {Nouvelles 
Annales,  i865,  p.  220),  M.  J.  Griffiths  a  transformé  la  con- 
struction {Nouvelles  Annales,  i865,  p.  429;  1866,  p.  228),  de 
manière  à  écarter  le  triangle  abc.  Le  centre  d'honiologie  des 
triangles  aj^y  et  ABC  est  à  l'infini,  c'est-à-dire  que  les 
droites  A  a,  Bp,  Gy  sont  parallèles;  leur  direction  est  celle  de 
l'axe  d'honiologie  w  de  yVBG  et  a' b' c' .  Ces  parallèles  à  cet 
axe  to  coupent  BC,  CA,  AB  en  x,y,  z,  et  l'axe  d'homologie 
des  deux  triangles  ABC  et  xyz  est  la  tangente  A;  celte  tan- 
gente est  donc  la  droite  que  l'on  appelle  souvent  la  polaire 
du  point  à  l'infini  sur  to  par  rapport  au  triangle  ABC 
(lenveloppe  des  polaires  analogues  de  tous  les  points  à  l'infini 
est  la  conique  U  ). 


BiBLIOGKAiMIIE. 


Coins  u'AivALYSE  professé  à  l'École  Polytechnique; 
par  M.  G.  Humhert,  ineinbie  de  riiislilut.  —  Tome  1. 
—  I  vol.  in-8  de  xv-483  pages  av(;e  i  i  i  ligures.  Paris, 
Gaulliier-Villars,  igoS. 

Voici  enfin  un  Cours  cl' Analyse  iiQ.x'\\.  pour  des  élèves.  (\n\\'s 
liront  facilement,  rapidement  et  avec  plaisir!  C'est  là  le  plus 
bel  éloge  que  l'on  puisse  faire  de  ce  remarquable  Ouvrage. 

M.  G.  Humbert  a  bien  voulu  oublier,  en  composant  ce 
Cours,  qu'il  était  un  mathématicien  de  grand  talent,  capable  de 
se  livrer  aux  spéculations  mathématiques  les  plus  élevées  et 
les  plus  ardues,  pour  faire  un  Livre  simple  et  bien  à  la  portée 
des  jeunes  gens  auxquels  il  s'adresse.  En  le  lisant  on  regrette 
de  n'avoir  plus  vingt  ans  pour  pouvoir  goûter  le  réel  plaisir 
d'entendre  un  pareil  maître  exposer  lui-même  ce  Cours  si 
clair,  aufjuel  la  parole  doit  donner  encore  plus  de  charme  et 
de  limpidité. 

Le  Volume  débute  i)ar  des  généralités  sur  les  liu)ites,  la  con- 
tinuité, les  infiniment  petits  et  les  didéienliellcs.  La  niélliode 
très  siniple  et  tré^  préri>o  poni-  étalilir   lc>  |)iin(i|iales   pnqio- 
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sillons  sur  les  fondions  continues  de  deux  variables  au  moyen 
d'un  lemme  à&  décomposition  des  aires  en  carrés  est  à  noter 
tout  spécialement.  L'auteur  annonce,  dans  sa  préface,  qu'il 
doit  sur  ce  point  quelques  indications  à  ftl.  Painlevé;  la  colla- 
boration de  deux  tels  savants  ne  pouvait  que  donner  d'heureux 
résultats! 

Au  lieu  de  lancer  immédiatement  ses  lecteurs  dans  des  dé- 
veloppements abstraits  de  calcul  pur,  M.  Humbert  leur  donne 
de  suite  au  Chapitre  II  des  exemples  d'applications  des  infi- 
niment petits  aux  courbes  planes.  C'est  là  une  excellente  mé- 
thode qu'il  conserve  d'un  bout  à  l'autre  de  l'Ouvrage.  L'élève 
voit  dès  l'abord  l'utilité  des  considérations  nouvelles  qu'on 
vient  de  lui  présenter  et  son  esprit  se  repose  en  traitant 
quelques  exemples  concrets  qui  d'ailleurs  l'éclairent.  Dans  le 
même  ordre  d'idées  l'exposition  des  changements  de  variables 
au  troisième  Chapitre  est  immédiatement  suivie  de  notions  sur 
les  transformations  de  contact  avec  deux  exemples  classiques 
de  Legendre  et  Lie.  Le  Chapitre  IV  est  réservé  à  la  formation 
des  équations  différentielles,  sujet  important  pour  faire  com- 
prendre aux  étudiants  le  sens  de  l'intégration  de  ces  équations 
et  qu'on  néglige  trop  souvent. 

Enfin  les  derniers  Chapitres  V  à  VIII  du  Calcul  différentiel 
traitent  des  séries,  des  développements  en  séries  des  fonctions 
de  une  et  plusieurs  variables  et  de  leurs  applications  usuelles 
à  la  recherche  des  maxima  et  rninima.  Incidemment  l'auteur, 
à  propos  des  séries  de  variables  imaginaires,  donne  quelques 
premières  notions  sur  les  fondions  de  ces  variables  et,  en 
particulier,  les  définitions  de  é*-.  sin:;,  cosg,  log(i-r--3),  logs 
et  2".  11  semble  que,  dans  un  Cours  qui  s'adresse  à  de  futurs 
ingénieurs,  la  théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires 
doive  être  réduite  à  ses  principes  essentiels,  à  ceux  qui  leur 
seront  nécessaires  pour  pouvoir  saisir  la  théorie  des  périodes 
des  intégrales  et  celle  des  fonctions  elli|)tiques.  C'est  aussi, 
croyons-nous,  le  sentiment  de  M.  Ilumberl. 

La  seconde  Partie  du  Volume  est  intitulée  :  Principes  du 
Calcul  intéf^ral. 

L'auteur  consacre  ilabord  deux  Chapitres  aux  intégrales 
indéfinies,  leur  recherche  dans  les  cas  classiques  élémentaires 
et  leur  réduction  dans  le  cas  des  intégrales  elliptiques  et  hyper- 
elliptiques.  Ce  sont  là  deux  Chapitres  pratiques  fort  utiles 
l't  l'on    ne  saurait   trop   ioiici-  l'hiibile   |)rofesseiir   d'avoir  ain^i 
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insisté  sur  le  calcul  élémentaire  auquel  les  élèves  doivent, 
avant  tout,  être  bien  rompus.  Les  Chapitres  III  et  IV  sont 
ensuite  réservés  aux  intégrales  définies,  avec  l'examen  minu- 
tieux des  cas  où  les  limites  ou  l'élément  différentiel  deviennent 
infinis.  La  théorie  de   l'intégration   des  séries  et  celle  de  la 

dérivation  sous  le  signe    /   sont  finalement  exposées  au  Clia- 

pitre  VI.  Toujours  fidèle  à  sa  méthode,  I\I.  Humbert  multiplie 
les  applications  :  aux  aires,  aux  arcs,  aux  développements  en 
série  de  Fourier,  etc. 

L'étude  complète,  méthodique,  des  applications  géomé- 
triques fait  l'objet  de  la  dernière  Partie  de  l'Ouvrage.  Cer- 
taines notions  générales,  quelques  formules  simples  ont  déjà 
été  données  auparavant  pour  accompagner  les  théories  abs- 
traites d'exemples  concrets.  L'auleur  reprend  maintenant  le 
tout  avec  ampleur,  quoiqu'en  préférant  presque  toujours  les 
méthodes  les  plus  simples.  Il  commence,  au  Chapitre  I,  ])ar 
la  théorie  du  contact  et  celle  des  enveloppes.  Piocédant  du 
simple  au  compliqué,  il  étudie  d'abord  le  contact  des  courbes 
planes  pour  ne  passer  qu'ensuite  aux  courbes  gauches,  et,  en 
suivant  le  même  ordre  pour  la  théorie  des  enveloppes,  il  ter- 
mine par  quelques  notions  sur  les  congruences  de  droites  et 
de  courbes. 

Ce  Chapitre  de  généralités  sert  d'introduction  aux  deux 
suivants  où  l'auteur  entre  dans  le  détail  :  tangente,  normales, 
courbure,  torsion,  cercle  de  courbure,  sphère  osculatrice,  etc. 
sont  successivement  passés  en  revue  pour  les  courbes  planes 
et  gauches  avec  de  nombreux  exemples. 

Le  Chapitre  IV  apprend  à  calculer  les  aires  des  surfaces 
gauches.  Enfin,  les  deux  derniers  Chapitres  sont  réservés  à  la 
théorie  des  surfaces  :  étude  de  la  courbure  des  lignes  tracées 
sur  une  surface  et  passant  par  un  point;  indicatrice;  lignes 
de  courbure  et  lignes  asvmptotiques;  théorème  de  Dupin. 
Peut-être  ici  i\I.  G.  Ilumberl  a-t-il,  contre  son  habitude,  été 
un  peu  bref;  mais,  dans  l'ignorance  où  nous  sommes  de  ce 
que  contiendra  son  prochain  Volume,  nous  n'aurions  garde 
(le  lui  reprocher  d'avoir  omis  ce  qu'il  nous  donnera  peut- 
être  bicntiit.  Il  termine  enfin  par  des  indications  relativement 
détaillées  sur  les  surfaces  applicables  et  les  représentations 
conformes. 

Il  nous  il   été  dimcilc.  pour   ne   pa^  dire  impossible,  dan;-  ce 
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ra|)ide  compte  rendu  de  ce  bel  Ouvrage,  de  donner  une  idée 
de  sa  clarté,  de  sa  netteté,  en  un  mot,  de  sa  parfaite  confor- 
mité aux  besoins  des  jeunes  étudiants  auxquels  il  s'adresse. 
C'est  un  Livre  qu'il  faut  lire  et  surtout  qu'il  faut  faire  lire  à 
des  élèves.  G.   B. 


CKilTIl ICVTS  IIA^ALYSE  SIPÉRIEIKE. 


Paris. 


liiMiKUVi:  KCUiTE.  —  I.  Etant  donnée  une  courbe  de  genre p, 
énoncer  et  démontrer  le  théorème  dWbcl  concernant  les 
sommes  d'intégrales  abéliennes  de  première  espèce. 

Indique/-  ensuite  quel  est  le  système  d'équations  diffé- 
rentielles définissant  les  fonctions  abéliennes  correspon- 
dant à  la  courbe,  et  établir,  en  se  servant  du  théorème 
d'Abel,  que  ces  fonctions  de  p  variables  sont  uniformes. 

II.  Soient  une  courbe  de  genre  i>'  et  rintégrale  de  pre- 
mière espèce  qui  lui  correspond.  Montrer  que  le  rapport 
des  deux  périodes  de  cette  intégrale  ne  peut  être  un  nombre 
réel. 

III.  l-lPRiavi:  l'KvriQti;.  —  On  demande  de  calculer  la 
valeur  de  l'intégrale  curviligne 


I 


X  dv  —  y  dr 


ia.r+^^j')^-V-(Ya7-f-  ôj)^ 


prise,  dans  le  sens  positif,  le  long  d'un  contour  fermé  C 
comprenant  l'origine  à  son  intérieur  ;  a,  p,  '[,  o  sont  quatre 
(■(instantes  et   l'on  a 

■jsj  —  6y  ?i  o. 


(Orlohre  i<|oi .  ) 


Nancy. 


I.    Décomposition   d'anc  fonction   (■llipli(jnc  en   ftcfeu/s, 
"J'plicatio/i  ('/  \'' u . 
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II.   On  considère  la  surface  définie  par  les  équations 

I  sn  ç  en  p 

u  u  ^        dn  V 

u  et  i>  étant  les  deux  variables,  et  les  fonctions  snr,  cn<^, 
dnp  étant  construites  avec  le  module  k  supposé  réel  positif 
et  moindre  que  UN. 

1°  Trouver  l'équation  ponctuelle  de  la  surface; 

1°  Trouver  ses  génératrices  rectilignes  remarquables; 

3°  Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
quatre  génératrices  appartiennent  à  une  même  quadrique 
et  appliquer  cette  condition  à  la  recherche  des  quadriques 
qui  touchent  la  surface  donnée  suivant  deux  droites. 

(Juillet  1902.) 


SOLlTIO^S  DE  OlIESTIOAS  IMIOPOSÉES. 


1549. 

(  1885,  p.  /|88.| 


Une  ellipse  de  grandeur  invariable  (demi-axes  a  et  b)  se 
déplace  de  façon  à  rester  tangente  à  une  droite  donnée 
en  un  point  donné;  démontrer  cjue  le  lieu  géométrique  du 
centre  de  cette  ellipse  est  une  courbe  fermée  du  quatrième 

degré,  dont  l'aire  a  pour  expression  —{a  —  b)-. 

(E.-N.    BAKISIliN.) 

SOLUTION 

Par  1\1.  A.- II.  Couvert. 

Nous  uliliserons  des  formules  employées  par  INl.  lîarisien 
pour  une  question  analogue  (voir  /.  M.  S.,  1898,  p.  liH).  Si  0 
désigne  l'angle  aigu  que  fait  une  tangente  avec  le  grand  axe 
d'une  ellipse  d'équalion  b-x^ -^  a^f'^— a- b^  =  o,\'c(\uaûon  de 
la  lanirenle  est 


X  sinO  -t-  y  cusO  =  /«-  sin^O  -+-  b-  cos'-O 


(  '^}) 


f-l  celle  «le  la  iionii;il(>  est 

X  cosO  —  j'  sinO  = 


c^  sinO  cosO 


\^a-  sin-f)  -!-  6-  cos-0 


en  sorte  que  les  dislances  ô,.  et  A^  du  centre  à  chacune  de  ces 
droites  sont 


et 


5c  =  /rt-  sin"-0  -i-  62  cos-6 
c-  sin6  cosô 


A,.  = 


v/«2  sin^e  +  ô^cos^e 


Si  donc  l'ellipse  d'axes  ia,  ib  se  meut  en  restant  tangente 
à  l'axe  des  x  à  l'origine,  les  coordonnées  du  centre  sont 


C'  sin6  cosO 


(U 


(2) 

En  outre 

(■5) 

De  (2)  et  (  3)  on  tire 


v/a^sin^e-i-é^cos^Ô 
jK  =  \  Cl-  sin-f)  -f-  ^2  COS-0. 


sin^O  -t-  cos^O  =  I, 


sin-0  = 


a-—  b''- 


cos^O 


y- 


b- —  a- 


Mais  (1  )  peut  s'écrire 

3-2  j2  _  [a- —  b''-  )-  sin^O  cos-0  =  —  (j'- —  «')  (jK" —  ^')- 
Le  lieu  est  donc 

t2  j2  -f-  (  r2  —  «2  )  (   y2  _  ^2  )  =  o. 

C'est  une  quartique  circulaire  fermée. 

L'aire  A  de  cette  courbe  s'obtient  aisément  en   considérant 
les  équations  (i  )  et  (  9.  ), 


dy 


I  a"-  —  b-  )  sinO  cosO  <:/0 
v/«2sin2  0-t-62cos2  0 

^•-(r<2_  62)2  sin20cos20</8 


0  +  ^2  ros-^O 


{   '9''»  ) 

Prenant  taiifi')  =  /  pour  \arial3le  il  vient 


A  =  '2(  a-  —  b-  )-  1 

•  0 

f^dt 

(  1  -i-  /-  )■-  (  a-t'- 

^^^'1 

/2 

il  -{-  t'y-  i  a-r--h  b-  ) 

—  I            I 

a- 

1 

""  a'^  —  b-  (  I  -t-  r-  ) 

'-    '    {  rt-—  b-  f   1 

I 

(  a- —  b- y-  a-t'-^  b- 


Donc 


A  =  2 


/     7,         ..   r^  ^it  C^    dt  ,      l  '^{b) 

Remarquant  que 

'    f"^       dt  i  C'dt  I  ^        - 

/       . r^  =  -  / =  -  (arc  tani;/ L^^  =  -, 


at 
=  (arc  tanff  -7-  1     =  -  > 


"6 


il  vient 


/' b' — a^           a--        ab-\ 
A  =  2  ( 7t  M ■ =  ^(a  —  by-. 


OKNEUALIS.VTION   DE   LV   QUESTION    PROPOSEE 
Par  M.  E.-N.  Barisie.n. 

Glissette  d'un  point  donné  du  plan  de  l'ellipse.  —  Soient  a 
cl  ^  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  aux.  axes  de 
synaétrie  de  l'ellipse,  on  trouve  pour  les  coordonnées  de  ce 
point  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  Oa?,  O y 

,        ,,    .    .  c-  sin  0  cosO 

\  =  a  cosO  —  o  «in»)  -t- 


y/a-  sin-0  -+-  b-  cos'-O 
Y  —  a  sin  0  -i-  fi  cosO  -H  s/a"^  sin-0  -h  b-  cos-0, 
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et  pour  l'iiiro  de  l'une  des  deux  ovales  de  la  i;lisselte 

U  =  -  (V/  —  h  Y-\-TA  a-  +  "•-  ). 


Va\    |)ailiculier,    pour    le    lieu    de    la    i^lissetlc    des  foyers 

(  a  =  ±  c ,  [3  =  o  ) ,    on    a 

\5  =  -{a  —  b){'ia  -^  b). 

L'équation    cartésienne    de   cette    glissette    est    du    sixième 
degré 

ou  encore 

,_  \-'\{a  -^  r  |2  -  Y2  ]  [  Y2  —  (  g  —  c  )2 1 

-  '-  (Y2^/rij2 

L'aire  de  la   podairc  du   point  (a,  [3)  par  rapport   à   la    dé- 
veloppée de  l'ellipse  est 


V=  ^(a  — 6)2  4--(a2+p). 


On  a,  par  conséquent,  la  relation  curieuse 


U 


V--  =  ^(a-6)2, 

■2  .( 


indépendante  de  la  position  du  point  (a,  p). 

On  a  aussi  pour  l'aire  de  la  podaire  de  l'ellipse   par   rap- 
port   au    point    (a,  jj), 


W  =  -(a2_^62)H-  _(a2+p2)^ 


avec  la  relation 


w-  H  =  i^a^by-. 

9.  4 


(    '9'^   ) 
011KSTIO.\S. 


1969.  Soil  F'Q  une  corde  d'une  ellijjse  de  centre  O,  Montrer 
que  lorsque  la  corde  PQ  tend  vers  zéro,  l'ortliocentre  H  du 
triangle  Or*Q  a  une  limite.  Le  lieu  de  c&  point-limite  est  une 
sexlique  unicursale  dont  l'aire  est  équivalente  à  la  somme  des 
aires  de  lellipse  et  de  sa  développée. 

(E.-N.  Barisiex.) 

1970.  Le  cylindre  dont  la  section  droite  est  la  courbe  re- 

, .?-  .  ,   , 

présentée  par  1  équation  intrinsèque  p  =  «  —  —  (  «  et  o  étant 

des  constantes  positives)  a  la  \'iio\n\élé  caractéristique  qu'on 
peut  tracer,  sur  sa  surface,  des  géodésiques  à  courbure  con- 
stante. 

Ces  courbes  ont  pour  rayon  de  courbure  géodésique  v''a6  et 


pour  rayon  de  courbure  absolue  «t/  


b 

(G.    PiRONDIM.) 


1971.  Soient  R  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe,  Ri  celui 
«le;  la  représentation  spbérique  des  tangentes,  T  le  rayon  de 
torsion,  p  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice,  s  l'arc  de  la 
courbe  donnée;  démontrer  les  relations 

_i_  ^  j_  _  /JR  y       /  I    clKy 

(I)  R^^  T^  " 'vh;/   ~  l^iï  ^y  ' 

et  dire  ce  que  devient  la  relation  (2)  dans  l'hypothèse 
p  :=  const.,         T  =  const. 

(Soi.ON  ClIASSIOTI.S.) 
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[L'ia] 

SUR  QlIELOllES  RAPPORTS  E\TRE  LES  TRIANGLES 
ET  LES  CO^TQIES; 

Par  m.  Georges  MAJGEN,  à  Agram. 


Les  recherches  suivantes  se  rapportent  à  des  groupes 
de  six  points  situés  sur  les  côtés  d'un  triangle  donné, 
et  remplissant  une  certaine  condition. 

J'ai  déjà  signalé  dans  mon  Mémoire  :  Uber  gewisse 
Scharen  liomothetischer  Kegehchnilte  in  der  Dreiecks- 
geoJiietrie  (')  de  tels  grou[)es  de  points,  qui  dépendent 
d'un  angle  quelconque  w.  Des  observations  analogues 
peuvent  êtie  faites  en  reiiq)laçani  l'angle  oj  par  une  lon- 
gueur (S)  donnée,  de  laquelle  dépendent  des  groupes 
nouveaux. 

Ici,  je  me  propose  d'indiquer  quelques  relations 
métriques,  d'une  façon  purement  géométrique;  cette 
méthode  me  semble  piésenter  un  certain  intérêt,  bien 
c|ue  ce  ne  soit  pas  la  plus  concise. 

1.  Etant  donné  un  triangle  ABC  (les  trois  angles 
étant  aigus)  {Jlg-  i),  on  décrit  de  chaque  sommt  t 
comme  centre,  un  cercle  avec  le  même  rajon.  Nous 
allons  démontrer  que  les  trois  couples  de  points  d'in- 
tersection A',  A"^  B',  B";  G',  CI'  des  cercles  avec  les 
côtés  opposés  respectifs  sont  situés  sur  une  coniijue. 

Examinons  auparavant  les  positions  des  milieux  des 
six  rayons  AA',  AA",  .  .  .  ,  CC".  Soient  13,  et  C,  les 
luilieux  des  longueurs  13B'=CC'.  Si  l'on  décrit,  sur  les 

(  '  )  Archiv  der  Matlieniatik  uiul  l'hysik,  3"  série,  t.  IV,  p.  -fi. 
Aiui.  de  Mathéinat.,  4"  série,  L.  III.  (Mai  igoS.)  !•> 
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diagonales  BB'  et  CC  du  quadrilatère  complet  BCB'C 
comme  diamètres,  les  cercles  /i,  et  /r2,  leurs  points  d'in- 
tersection  seiont   K  et  L.   L'axe   radical    est   l'axe   de 
symétrie  du  segment  B,C|. 

D'après  un  théorème  connu  ('),  les  côtés  de  tout 
angle  droit,  dont  le  sommet  est  le  point  R  ou  L, 
touchent  une  certaine  conique,  inscrite  dans  le  qua- 
drilatère BCB'C.  La  droite  r'  (ou  KL)  sera  la  direc- 

Fis.  1. 


trice   de   l'unique   parabole    possible    inscrite   dans   le 
quadrilatère. 

On  sait  aussi  que  les  orthocentres  des  quatre  triangles, 
^    déterminés  par  les  trois  couples  des  côtés  du  quadrila- 
tère, sont  situés  sur  la  directrice  de  cette  parabole  (-). 


(')    Voir   Reye,    Die   Géométrie   cler  Lage,   3«  cdit.,   I"   Partie, 

p.   21/1. 

(-)  La  droite  de  Newton   13,  G,  est  pcrpeiidicuiaire   sur  /•'.    Voir 
STEiNF.n-WEiKHSTRASs,  Gcsainmelte  Werhe,  t.  I,  p.  223,  6°,  7°. 
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Comme  les  points  13,  et  C,  symétriques  par  rapport 
à  la  droite  /■',  ces  points  seront  également  distants  de 
l'orthocentre  H  du  triangle  ABC,  qui  est  un  de  ces 
quaire  triangles  précités. 

On  démontrera  de  la  même  manière  que  les  milieux  A( 
et  C|  des  segments  AA'  et  CC  et  aussi  les  milieux  A* 
et  B*  des  longueurs  AA"  et  BB"  sont  équidistants  de 
l'oriliocentre  H. 

On  aura  la  même  démonstration  pour  un  triangle 
oblusangle.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  itiè/ie  de  chaque  soininet  du  triangle  ABC 
deux  d/oiles  telles  que  les  longueurs  des  six  segments 
limités  aux  côtés  opposés  respectifs  soient  égales,  les 
milieux  de  ces  six  segments  sont  sur  un  ceicle  ayant 
pour  centre  V ortliocentre  du  triangle. 

2.  En  vue  de  ce  qui  doit  suivre,  considérons  le 
triangle  ABC,  avec  les  six  segments  égaux  A  A',  A  A", 
BB',  .  .  . ,  CC",  comme  une  projection,  centrale  d'une 
certaine  figure  de  l'espace.  Le  plan  du  triangle  ABC 
étant  le  plan  de  pro|cction  ,  soient  A,  B,  C  les  traces 
et  A',  A",  .  .  .  ,  C"  les  points  de  fuite  des  six  droites 
respectives  «',  a'\  Z>',   ....  c"  de  l'espace  {Jig-  2). 

Élevons  par  l'orthocentre  H  une  perpendiculaire  au 
plan  de  piojection  et  choisissons  sur  celle-ci  un  [)()int(Z) 
quelcon(jue.  Ce  point  (Z)  étant  le  centie  de  projection, 
chaque  couple  de  droites  :  «',  a";  è',  b";  c\  c"  mtva  sjmé- 
lri(|ue  par  rappoit  à  un  certain  [)lan  t,  ,  t.^i  '^3,  mené 
par  la  perpcmliculaire  ZII  et  la  hauteur  respective  du 
triangle  ABC. 

Le  plan  rJ  étant  le  prenucr  plan  parallèle  (appelons 
ainsi  le  plan  mené  par  Z  [)arallèlement  au  plan  de  pro- 
jection),  les  traces  des  six  droites  «',  a";   b' ,  b";  c' ,  c" 
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sur  ce  plan  seront  sur  une  circonférence  k"^  ajant  le 
point  Z  pour  centre,  puisque  les  six  longueurs  des  pro- 
jections sont  toutes  égales. 

Menons  le  deuxième  plan  parallèle  ir"  (c'est-à-dire  le 
plan  symétrique  du  plan  ii'  par  rapport  au  plan  de  pro- 


jection) 5  les  traces  des  six  droites  a',  a",  Z>',  b" ,  c',  c" 
sur  ce  plan  tJ'  seront  aussi  sur  use  circonféi'ence.  En 
efïet,  nous  avons  dcmonlré  que  les  milieux  A,,  A*, 
B,,  BJ,  C,  C*  des  six  longueurs  AA',  AA",  ...,  CC" 
sont  situés  sur  une  circonférence  (A").  Ces  milieux  sont 
dans  notre  interprétation  de  la  ligure  de  l'espace  les 
projections  des  liaces  des  six  droites  «',  a'\  b' .  ...,  c" 
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sur  le  plan  t:";  alors  ces  traces  considérées  seront  sur  une 
circonférence  Ji].  Nous  ajoutons  seulement  que  le  rayon 
du  cercle  A"  est  au  rayon  du  cercle  k]  comme  i  à  2. 

Considérons  spécialement  le  couple  des  droites  a' ,  a", 
leurs  traces  sur  le  plan  tJ  étant  A'^,  et  A'^,  et  sur  tc",  A^ 
et  A'^.  Les  triangles  AA|,A^  et  ZA'A"  sont  congruents, 
parce  que  ZA'  el  ZA"  étant  les  droites  de  fuite  corres- 
pondantes aux  droites  a'  et  a",  les  longueurs  A^A!'^, 
et  A' A"  sont  égales.  On  voit  de  même  que  les  lon- 
gueurs A^A'^  et  A' A"  seront  aussi  égales. 

On  démontre  de  la  même  manière  que  les  cordes  B^,  B'^, 
et  B^,  B^  déterminées  par  les  droites  h'  et  b"  sur  les  cir- 
conférences J^'^,  et  kl  sont  égales  à  la  longueur  B'B"  sur 
le  côté  AC  du  triangle  ABC,  et  de  même  pour  le  troi- 
sième couple  G ,  C" . 

Ces  rapports  ne  dépendent  pas  d'un  choix  arbitraire 
du  centre  de  projection  Z  sur  la  perpendiculaire  ZH, 
parce  qu'ils  sont  indépendants  des  i^elations  angu- 
laires. 

Soient  a,  ^,  y  les  plans  passant  par  a' a",  h' h" ,  c'  c" . 
Ils  seront  parallèles  aux  trois  plans  déterminés  par  Z 
et  les  côtés  BC,  AC,  AB  respectivement.  Cherchons 
les  projections  centrales  des  droites  d'intersection  des 
plans  a,  P,  y  avec  le  plan  r!' .  Les  traces  de  ces  trois 
plans  a,  [i,  y  sur  le  plan  de  projection  sont  les  côtés  BC, 
AC,  AB,  et  leurs  droites  de  fuite  les  trois  parallèles  a,, 
[i, ,  y,  menées  par  les  sommets  A,  B,  C  aux  côtés  opposés. 
La  droite  a^  qui  passe  par  le  milieu  de  la  distance  des 
droites  a,  et  BC  parallèlement  à  celles-ci  sera  la  pro- 
jection  de  la  droite  commune  aux  plans  a  et  r" .  INous 
obtiendrons  de  la  même  manière  les  projections  des 
deux  autres  droites  (^-n/')  et  (yn/')  en  ^^  et  y^.  Les  trois 
lignes  a^,  [3^,  y,  forment  un  triangle  nouveau  12  3, 
inscrit   au    triani:;le   ABC,    dont    les   côtés   auront   des 
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longueiiis  égales  aux  moiliés  des  côtés  parallèles  du 
triangle  fondamental. 

Il  suit  de  là  que  le  triangle  ABC  et  le  triangle  formé 
par  les  trois  droites  (a7t"),  (î^iiî"),  ("fJ^')  sont  congruents, 
parce  que  les  côtés  de  celui-ci  sont  les  doubl<'S  des  côtés 
correspondants  du  triangle  i  2  3,  c'est-à-dire  de  la  pro- 
jection du  triangle  sur  7:". 

Projetons  le  triangle,  dont  les  diiections  des  côtés 
sont  (Tt"a),  (-7i"P),  (-"y),  sur  le  plan  de  projec- 
tion (ABC),  ortliogonalement.  Les  projections  ortho- 
gonales des  points  en  lesquels  les  droites  a'«",  />'//,  ce" 
percent  le  plan  ?:",  seront  A',,  A'J,  B'^ ,  Bj,  C, ,  C'[,  points 
situés  sur  un  cercle  (A^)  qui  est  la  projection  ortho- 
gonale du  cercle  h"^  sur  tJ' .  Les  trois  cordes  de  ce 
cercle  :  A'^A'^I,  B,  B'J,  C,  C'^  seront  égales  aux  lon- 
gueurs A' A",  B'B",  C'C". 

Le  triangle  considéré  A^  B^  C^'  aura  pour  projection 
orthogonale  le  triangle  (A^')  (B^)  (C^). 

Le  couple  de  droites  «',  a"  donne  avec  la  corde  A',  A'| 
(sur  7t")  un  triangle  AA',  A'j.  Le  plan  de  celui-ci  forme 
avec  le  plan  de  projection  le  même  angle  que  le  plan 
du  triangle  ZA'A".  A  cause  de  la  congruence  des 
triangles  A.k\K'\  et  ZA'A",  les  projections  orthogo- 
nales de  leurs  hauteurs  auront  alors  les  mêmes  lon- 
gueurs, c'est-à-dire  que  la  distance  de  la  corde  A',  A'^  au 
sommet  A  sera  égale  à  la  distance  HH,,  H,  étant  le 
point  d'intersection  de  la  hauteur  AH  avec  le  côté  BG. 
Nous  trouverons  pareillement  que  les  distances  des 
cordes  B,  B'(  et  C',  C'(  à  B  et  C  seront  égales  aux  dis- 
tances HHo  et  HH3,  respectivement. 

Le  sommet  {A"^)  du  triangle  (A^)  (B'j)  (C^)  est  alors 
le  point  d'intersection  des  cordi^s  IV,  1V|  et  G',  C'|.  La 
corde  B',  B'(  divise  la  hauteur  Bll^  du  triangle  ABC  en 
deux   parties,    dont  la  première   sera   égale  à   la   lou- 
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gueur   HHo  ;    or   on    voit    que    l'autre   doit    être    égale 
à  BH. 

Nous  démontrerons  que  la  longueur  C(A^)  est  égale 
à  BH. 

Le  triangle  A^'B^C'^,  dans  le  plan  tt",  et  sa  projec- 
tion I  2  3  sont  des  triangles  liomologiques  par  rapport 
au  point  Z  comme  centre  dikoniologie.  Le  triangle  i  2  3 
et  la  projection  orthogonale  (A^)(B^)(C^)  du  premier 
seront  aussi  homologiques  par  rapport  à  la  projection 
orthogonale  H  du  centre  Z. 

Alors  les  points  H,  i,  (A'^)  se  trouvent  sur  la  même 
droite.  Nous  avons  vu  que  la  distance  du  sommet  C 
à  C,  C"  est  égale  à  HH3  ;  or  la  droite  y,  (ou  i,  2)  divise 
aussi  la  distance  entre  H  et  C,  C'(  en  deux  parties  égales. 
On  a 

71Î  =  i(A;ç)         et         iG=7B; 

alors  le  quadrilatère  HB(A^)C  est  un  parallélogramme. 
Comme  BH  est  perpendiculaire  sur  GA  et  CH  sur  AB, 
(A'^)C  sera  aussi  perpendiculaire  sur  CA  et  (A'^)B 
sur  AB.  On  démontre  pour  (B^)  et  (C^)  des  propriétés 
pareilles  ('  ). 

Nous  appliquerons  aux  points  A',,  A'[^  B',,  B'(, 
C'^,  C'(;  communs  au  cercle  {k'[)  et  aux  côtés  du 
triangle  (  A^)  (B^)  (C||),  l'équation  de  Carnot  : 

(a;oc;.(a:oc;  (b::)A;.(b:;.)A'[  (c;ob;.(c:;)B';  ^ 
(b;;)c;.(b;;)C';  (c:;)a;.(G;oa';  (a;;)B;.(a;;)B';     '• 

Nous  aurons  aussi  la  même  relation  pour  le  triangle  ABC 
et  les  points  A',  A",  B',  B",  C,  C",  parce  que  les 
triangles  ABC  et  (A^)(B^)(G^)  sont  congruents  et  que 


(')  Les  triangles  ABC  et   (A")  (  B"  )  (C',')  sont  en  hornologie  cen- 
trale; ils  sont  inscrits  à  un  cercle. 
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l'on  a 

ag"=(b;)C';,      bg'=(ai:)ci,      ba'  =  (C';)A'i, 
CA"  =  (B';)A'(,      cb'=(a:;)B',,      ab"=(c:ob';. 

Le  théorème  suivant  est  alors  établi  : 

Etant  menées  de  chaque  sommet  cl' un  triangle  deux 
droites^  telles  que  toutes  les  six  aient,  jusqu'aux  côtés 
opposés  respectifs,  la  même  longueur,  les  six  points 
d'intersection  sur  les  côtés  seront  situés  sur  une  co- 
nique (fi). 

En  général,  cette  conique  ne  sera  pas  un  cercle, 
parce  cjue  les  positions  des  six  longueurs  AC",  BC, 
CA",  AB",  CB',  BA'  ne  seiont  pas  les  mêmes  par  rap- 
portàABCetà(A:)(B;)(C';). 

En  tenant  compte  d'iin  théorème  connu  (*),  on  a, 
réciproquement,  la  proposition  suivante  : 

Etant  menées  de  chaque  sommet  d'un  triangle  deux 
droites,  telles  que  toutes  les  six  aient,  jusqu'aux  côtés 
V    opposés  respectifs,  la  même  longueur,  les  six  droites 
seront  tangentes  à  une  conique  (A'). 

Nous  remarquons  que  les  trois  cordes  A' A",  B'B", 
C'C"  de  la  conique  A  ont  des  symélrales  (-)  passant  par 
un  même  point  (H);  et,  dans  cet  ordre  d'idées,  nous 
nous  bornons  à  proposer  la  question  suivante  : 

Combien  y  a-t-il  de  cordes  d' une  conique,  dont  les 
symétrales  passent  par  un  point  donné?  Comment 
seront-elles  déterminées  ? 


(')  Voir  Steiner-Schiiùter,  Die  Théorie  der  Kegelschnitle , 
2"  édit.,  p.  223,  exemple  '24. 

(^)  Ce  mot  semble  être  employé  ici  par  l'auteur,  comme  équi- 
valent à  celui  d'axe  de  symétrie.  (N-  D.  l.  M.) 
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3.  Nous  exaiilineroiis  la  posiiion  des  six  points  A',  A", 
B',  B",  C,  C"  à  l'égard  des  longueurs 

AA'=  AA"=  BB'=  BB"=  CG'=CC"=  S 

el  des  formes  du  triangle  fondamenlal  ABC,  et  nous 
déterminerons  les  espèces  des  coniques  (k)  qui  en 
résultent. 

11  faut  distinguei-  les  positions  des  six  points  par  rap- 
port aux  sommets  du  triangle  [)ar  les  signes  +  et  —  et 
prendre  en  considération  les  combinaisons  qui  rendent 
positif  le  premier  membre  de  l'équation  de  Carnot. 

Dans  cette  équation 

BA'.BA'^  CB'.  CB"  AC.  AC'^  _ 
GA'.CA"  AB'.AB"  BC'.BG"  ~  ' ' 

les  douze  longueurs  auront  des  signes  déterminés;  ces 
signes  seront,  par  exemple  pour  BA'  et  BA",  différents 
ou  identiques  selon  que  les  points  A'  et  A"  (sur  BC) 
occupent  des  régions  différentes  ou  la  même  région  par 
lapport  au  sommet  B;  en  cela,  le  choix  du  sens  positif 
du  côté  BC  reste  entièrement  indifférent. 

Le  premier  membre  de  l'équation  de  Carnot  aura,  en 
raison  de  toutes  les  variations  possibles  entre  les  signes 
des  douze  longueurs,  ^29  formes.  Parmi  ces  lormes, 
choisissons  seulement  celles  qui  rendent  les  trois  cpio- 
tients  positifs,  ou  deux  négatifs  et  un  positif  (^). 

4.  Nons  considérerons  les  positions  essentiellement 
diverses  des  points  A',  A",  B',  B",  C,  C"  pour  uu 
triangle  ABC  général,  ayant  ses  trois  angles  aigus.  Les 
points  C  et  C"  sont  ou  tous  les  deux  (sur  le  côté  AB) 

(')  Je  n'ai  pu  trouver  ni  dans  la  Géométrie  de  position,  de 
Carnol,  ni  diins  un  autre  Ouvrage  la  distinction  des  espèces  de 
coniques  à  l'égard  de  l'équalion  rie  Carnot.  Les  considérations  sui- 
vantes se  rapportent  au  lliéorcmc  donné  dans  le  n"  2. 


(     202     ) 

entre  Jes  points  A  et  B,  ou  tous  les  deux  hors  du  seg- 
ment AB,  de  part  et  d'autre  des  sommets  A,  B,  ou  enfin 
l'un  sur  le  segment  AB,  l'autre  en  dehors.  Pour  le 
triangle  ABC  clioisi,  le  cas  où  les  deux  points  seraient 
hors  du  segment  AB,  et  du  même  côié  d'un  des  som- 
mets (A  ou  B)  ne  sera  pas  possible. 

Alors   nous    aurons   pour    le    triangle   ABC   les   cas 
typiques  suivants  {Jig-  3,  4,  5  et  6)  : 

Fig.  3.  Fig.  4. 

"C' 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


Les  trois  quotients  de  l'équation  de  Carnol  étant  tous 

positifs  : 
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et 

...  -f-.-h  -t-.+  -I-.-+- 

(4)  2^^  ^^  —-—  =--  +  ; 

deux  des  quotients  étant  négatifs  et  l'un  positif: 

(5)  ^_^Ll__^^  + 

et 

,^,  +.-+-  +.-+-  -f-.-f- 

(6) =-+-; 

—  .-+-  -f-. .— 

les  quatre  cas  dépendent  aussi  de  la  longueur  s  des 
distances  égales 

AA'=  .4A"=  BB'=  BB"=  GC  =  CG". 

Ces  deux  conditions  ne  sont  aucunement  indépendantes 
entre  elles. 

Nous  aurons  le  cas  (3)  si  la  longiieiii'  s  est  plus 
grande  que  le  plus  grand  côté  du  triangle.  On  recon- 
naît aisément  que  dans  ce  cas  aucun  des  six  points  n'est 
situé  entre  deux  (pieleonques  des  sommets  du  triangle. 

La  longueur  s  étant  plus  petite  que  le  plus  petit 
côté  du  tiiangle,  nous  avons  le  cas  (4),  où  aucun  des 
six  points  ne  peut  être  hors  des  côtés  du  triangle. 

11  faut,  dans  le  cas  (5),  que  la  longueur  s  soit  plus 
petite  que  le  plus  grand  côté,  mais  plus  grande  que  le 
côté  moyen  du  triangle,  parce  (|u'un  des  trois  couples 
de  points  doit  être  séparé  par  un  sommet  sur  un  côté. 
Il  s'ensuit  qu'on  aura  une  séparation  d'un  deuxième 
couple  (!<!  points  sur  un  autre  côlé.  En  elTet,  à  cause 
de  AA"<AC,  alors  aussi  CC'^<AC;  le  point  C"  sera 
entre  les  sommets  A  et  B.  Le  couple  de  points  (jui 
sera    séparé    à    la    fois   par   les    deux    sommets    sur   un 

côté  / — '- —  ^  doit  être  toujours  situé  sur  le  jdus  grand 

côté  (dans  la  ligure  5,  c'est  le  couple  IV,  B"). 
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Nous  aurons  enfin  le  cas  (6)  pour  une  longueur  5, 
plus  grande  que  le  plus  petit  côté,  mais  plus  petite  que 
le  côté  moyen  du  triangle.  Le  couple  de  points  qui  n'est 
séparé  par  aucun  sommet  i  — ^ —  1  sera  sur  le  plus  petit 
côté  (dans  la  figure  6,  c'est  le  couple  A',  A"). 

Le  couple  A',  A"  du  cas  (5)  est  séparé  par  le 
sommet  B  sur  BC^  alors  le  point  A"  étant  entre  les 
sommets  B  et  C,  menons  les  droites  de  jonction  B'C 
et  CB".  La  première  de  ces  droites  coupera  le  côté  BC 
hors  du  segment  BC,  parce  que  les  points  B'  et  C  sont 
sur  les  prolongements  des  longueurs  AC  et  AB.  Il  s'en- 
suit que  le  point  A"  sera  à  l'intérieur  du  triangle  B'CB". 
La  conique  A'A"B'B"C'C"  sera  alors,  d'après  un  théo- 
rème bien  connu,  une  hyperbole. 

Joignons  dans  la  figure  6,  celui  (A')  des  deux  points 
situés  sur  le  plus  petit  côté  (A'  et  A'')  qui  est  le  plus 
éloigné  du  plus  grand  côté  (AC),  aux  points  B'  et  B" 
situés  sur  le  plus  grand  côté.  Le  point  A"  sera  à  l'in- 
térieur du  triangle  A'B'B"  parce  qu'il  se  trouve  entre 
les  sommets  B  et  C.  La  conique  des  six  points  pour  le 
cas  (6)  sera  encore  une  hyperbole,  et  nous  avons  le 
théorème  suivant  : 

Uji  couple  quelconque  des  six  points  A',  A";  B',  B"^ 
C,  G"  étant  séparé  par  un  sommet  seulement,  la 
conique  des  six  points  sera  une  hyperbole. 

Dans  les  cas  (5)  et  (6)  la  conique  h  ne  peut  pas  être 
un  cercle;  mais  on  démontre  aisément  que  cette  conique 
ne  pourra  pas  être  un  cercle  non  plus  dans  les  cas  (3) 
et  (4)  pour  un  triangle  général  acutangle. 

Si  cela  était  possible,  le  cercle  A  aurait  le  point  H 
pour  centre,  parce  que  par  ce  point  passent  les  trois 
sjmétrales  des  cordes  A' A",  B'B",  C'C"  {fig-  i).  Alors  les 
cercles  h  et  h"  seraient  concentriques  et  les  droites  B,  B' 


(  2o5  ) 
et  C)  C  symétriques  par  rapport  à  la  droite  /''.  Il  s'en- 
suivrait que  les  sommets  B  et  C  seraient  équidistants 
du  point  H,  et  c'est  ce  qui  n'est  pas  possible  pour  un 
triangle  général. 

On  trouve  des  résultats  pareils  pour  un  triangle  iso- 
scèle,  où  seulement  les  cas  (3)  et  (6)  peuvent  avoir  lieu. 
Si  V  est  la  hauteur  et  /  la  longueur  des  côtés  égaux, 
nous  avons  ou  s^  L  ou  v'^s  <^l.  Dans  ce  dernier  cas 
la  conique  des  six  points  sera  une  hyperbole. 


5.    On    aura    des    propriétés    particulières    pour   la 
courbe   des   six  points,   si   l'on   se   donne   un  triangle 


rectangle  fondamental. 


On  peut  distinguer  deux  cas  pour  l'espèce  de  la 
conicjue  A^  suivant  que  la  longueur  s  est  plus  petite  ou 
plus  grande  que  l'hypoténuse  c  {Jig-  '])• 


Fig. 


J^es  couples  de  points  sur  les  côtés  de  l'angle  droit 
seiont  toujours  séparés  par  le  sommet  (C)  de  cet  angle 
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si  l'on  a  5 -<  AB5  ils  seront  séparés  aussi  par  les  som- 
mets B,  A  pour  .v>>  x\B.  Dans  les  deux  cas,  le  couple  G',  C" 
sur  riijpoténuse  sera  séparé  par  les  souiuiels  A  et  B,  car 
la  longueur  s  doit  ètie  plus  grande  que  le  plus  grand 
côté  de  l'angle  droit  BG;  alois  le  point  G'  se  trouve 
toujours  hors  du  segment  AB. 

D'après  les  «Jéveloppements  précédents,  on  voit  ici 
que  la  conique  k  pour  5  <<  AB  sera  une  hyperbole,  mais 
qu'elle  ne  pourra  pas  être  une  hyperbole  pour  s  >»  AB. 

En  outre,  le  sommet  G  du  triangle  sera  le  milieu 
commun  des  cordes  A' A",  B'  B"  qui  sont  situées  sur 
les  côtés  de  l'angle  droit.  Ge  sommet  G  sera  le  centre 
commun  pour  toutes  les  coniques  k.  Les  points  G' et  C" 
sur  riij'poténuse,  étant  toujours  symétriques  par  rap- 
port à  la  hauteur  GHq,  cette  hauteur  sera  la  direction 
d'un  axe  et  1  hypoténuse  elle-même  la  direction  de 
l'autre  axe. 

Or,  toutes  les  coniques  k  qui  correspondent  à  un 
tiiangle  rectangle  auront  deux  axes  limités.  Pour  le 
cas  5  >>  AB,  toutes  les  coniques  seront  donc  des  ellipses. 

On  détnoMlre  encore  aisément  que  parmi  les  co- 
niques k  aucun  cercle  ne  se  rencontrera.  Eu  etlet,  on 
ne  pourrait  le  chercher  que   parmi  les  ellipses;   alors 

nous  aurions 

C(A")  =  C(C') 

et,  à  cause  de  G(G")  =  A  (A"), 

C(A")  =  A(A"), 

ce  qui  n'est  pas  possible  pour  une  longueiu'  s  liuiitée. 

La  conique  k  étant  hj  perbole  {Jig-  7),  le  (piadrila- 
tère  A'B"A"B'  sera  un  parallélogramme  et  si^s  sommets 
opposés  seront  sur  les  branches  distinctes  de  la  courbe. 

Les  droites  /■  et  i  étant  les  axes  des  coui(pies  A",  les 
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poinls  A"  et  C  seront  sur  le  même  quart  de  la  courbe 
et  par  suite  sur  la  même  branche. 

Les  faisceaux  homographiqm-s  A' (  A",  G',  .  .  •) 
et  B"(A",  G',  .  .  .)  seront  de  même  sens,  car  A"  se 
trouve  entre  B  et  G.  Or,  les  centres  des  faisceaux  A' 
et  B"  seront  sur  la  même  branche.  L'axe  i  sépare  les 
points  A'  et  C"  des  quatre  autres,  mais  il  ne  sépare  pas 
ces  deux  points  eux-mêmes.  Cet  axe  i  sera  alors  V axe 
imaginaire  pour  toutes  les  hyperboles  k. 

La  conique  étant  une  ellipse,  le  point  (C)  sera 
hors  de  la  longueur  AB.  Nous  avons  aussi,  à  cause 
deBHo>CHo, 

(C')IIo>GHo         et         •>.(G')Ho>  9.CH0. 

Le  parallélogramme  rectangle  (C',)(C")  inscrit  à  l'el- 
lipse aura  pour  côtés 

ï(C')llo=(C')(G")         et         ■2CHo=(C')(G'),; 

son  plus  grand  côté  est  alors  (G')  (G").  Si  l'on  décrit  du 
point  C  le  cercle  circonscrit  à  ce  parallélogramme,  le 
point  (A")  sera  situé  nécessairement  à  l'intérieur  de  ce 
cercle;  en  effet,  nous  avons,  à  cause  de  A  (A'')  >  G(A"), 

G(G')  =  A(A")         et        G(G')>G(A"). 

Le  point  A"  sera  toujours  entre  l'arc  de  ccixie  (G')  (G") 
et  la  corde  (G')  (G"),  et  comme  celle  dernière,  ainsi 
qu'on  l'a  vu,  est  le  côté  le  plus  grand  du  parallélo- 
gramme, il  s'ensuit  que  l'axe  i  étant  parallèle  à  ce  côté 
sera  le  grand  axe  de  l'ellipse  k. 
On  a  donc  le  théorème  qui  suit  : 

La  di  oile  i,  menée  par  le  sommet  de  l'angle  droit 
du  triangle  rectangle  ABC,  contient  tous  les  graiuls 
axes  des  ellipses  et  tous  les  axes  imaginaires  des 
hyperboles  des  six  points. 
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6.  Le  triangle  fondamental  étant  un  triangle  ob- 
tusangle  général,  il  se  peut  qu'un  couple  de  points  soit 
entièrement  hors  d'un  côté,  et  cela  du  même  côté  d'un 
sommet.  Il  peut  arriver  que  cela  ait  lieu  aussi  pour  un 
deuxième  couple  de  points.  La  conique  résultante  sera 
dans  ces  deux  cas  une  hyperbole. 

7.  Nous  avons  vu  {fig.  5)  que  le  point  A"  doit  être 
à  l'intérieur  du  triangle  B'C'B".  Mais  cela  a  lieu  aussi, 
le  point  C"  étant  entre  les  sommets  A  et  B.  On  recon- 
naît aisément  que  le  point  A"  doit  être,  avec  deux 
sommets  du  triangle  B'G'B",  sur  la  même  branche  de 
la  conique  h.  Sur  cette  branche  se  trouvera  aussi  le 
point  C,  parce  que  l'autre  branche  passe  déjà  par  un 
point  (C)  du  côté  AB. 

Nous  démontrerons  que  les  points  A'  et  A",  dans  la 
figure  6,  sont  toujours  à  l'intéiieur  du  triangle  C'C"B". 

Des  points  A  et  C  comme  centres,  soient  décrits 
deux  cercles  ]\\  et  ^^  ayant  [)Our  rayons  la  longueur  5, 
employée  pour  la  détermination  des  six  points.  Les 
sommets  A  et  C  sont  donc  symétriques  par  rapport  à 
la  corde  commune  aux  deux  cercles.  Nous  avons  vu  que 
les  j)oints  A'  et  A"  seront  sur  le  plus  petit  côté  du 
triangle  fondamental.  Or,  nous  avons 

BAG<BCâ, 

c'est-à-dire  que  le  point  C"  sera  j)lus  rapproché  du 
côté  AC  que  le  point  K"  (AA"  et  CC"  étant  égaux).  Les 
points  A'et  A"seront  alois  toujours  sur  le  même  côté  de  la 
droite  de  jonction  (J'W .  Il  s'ensuit  que  les  points  A'  et  A" 
doivent  être  toujours  à  l'intérieur  du  triangle  C'CB". 
On  démontre  de  la  manière  précédente  que  les  quatre 
points  (^',  A',  A",  B"sont  toujours  sur  la  même  branche 
de  la  courbe  h. 
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Celte  règle  était  déjà  établie  pour  le  triangle  rec- 
tangle fondamental  et  on  la  démontrera  de  la  même 
manière  pour  un  triangle  obtusangle;  nous  avons  ainsi 
le  théorème  suivant  : 

La  conique  des  six  points  étant  une  hyperbole , 
quatre  de  ces  six  points  seront  toujours  sur  une  même 
blanche. 

En  prenant  en  considération  les  développements  pré- 
cédents, on  verra  que  la  conique  des  six  points  dégé- 
nérera seulement  de  telle  façon  qu'une  de  ses  parties 
deviendra  identique  avec  un  côté  quelconque  du  triangle 
fondamental.  On  peut  regarder  cette  règle  comme  une 
solution  de  la  question  posée  par  M.  E.  Lemoine  {Ar- 
chiv  der  Math,  und  Phys.,  t.  I,  1901,  p.  206)  : 

Soit  ABC  un  triangle;  A',  B',  G'  sont  les  points  oit 
une  droite  coupe  BC,  GA,  AB.  Démontrer  qu'on  ne 
peut  avoir  AA'=  BB'=  GG'. 


II22d] 

SIR  LES  ENTIERS  ALGÉBRIOIES  DE  LA  FORME 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.   On  appelle  entiers  algébriques  du  second  degré 
les  racines  des  équations  de  la  forme 

\-  -^  p\  -\-  q  =0, 

p  et  q  étant  entiers,  p- —  4q  n'étant  pas  carré  parfait. 
Ces  entiers  algébri<|ues  sont  de  la  forme 

a  -+-  b  /M, 
Ann.  de  Malliémat.,  1"  série,  t.  111.  (.Mai  igoS.)  l4 
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M  étant  un  entier  autre  que  i ,  sans  facteur  carré,  aclb 
ne  pouvant  être  que  des  entiers  ou  des  fractions  de  déno- 
minateur 2. 

Le  produit  des  racines  de  l'équation,  soit 

devant  être  entier,  si  l'un  des  nombres  a  el  b  est  de  la 
forme  ~ j  il  en  est  de  même  de  l'autre,  et  l'on  doit 

2  ' 

avoir  alors  M  =  4  /«  +  i  • 

2.  Les  entiers  algébriques  de  la  forme 

x-\-by         (9  =  s/—b) 

correspondent  donc  a  x  et  y  entiers  (il  n'en  serait  pas 
de  même  avec  \l —  3).  Les  lois  de  la  divisibilité  dans  le 
domaine  de  ces  nombres  ne  sont  pas  les  mêmes  que  dans 
le  domaine  des  entiers  ordinaires;  on  a  par  exemple 

2i  =  3x7  =  (i  +  2..6)(i-2ri)  =  (4  +  Ô)(4  —  6), 

les  fadeurs  de  chaque  produit  étant  premiers  dans  le 
domaine  considéré.  C'est  pour  détruire  de  telles  ano- 
malies que  Kumuier  a  créé  ses  nombres  idéaux,  que 
Dedekiiid  a  imaginé  ensuite  les  ensembles  (pi'il  appelle 
des  idéaux  (  Bulletin  des  Sciences  niaihcniatiqucs, 
iHyy).  Je  ne  sais  si  la  théorie  de  Kummer  permet,  en 
géuéral,  d'ex|)liciter  les  facteurs  idéaux;  cela  est  facile 
dans  l'exemple  actuel,  comme  on  va  le  voir,  en  intro- 
duisant ces  facteurs  d'une  manière  assez  nalui-eile. 

3.  Les  normes  des  entiers  x-\-^j'  sont  les  nombres 
de  la  foi-me  x--\-'jy-.  élargissons  la  donidine  de  ces 
normes,  et  considérons  tous  les  nombres  réels,  repré- 
sentables par  une  forme  quadratique  du  déterminant  5, 
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c'est-à-dire  tous  les  nombres  des  deux  formes 

ou  encore  les  nombres  représentables  par  les  expres- 
sions 

x^-  +  5  y'-, ^ ■—  ; 

nous  écrirons  de  préférence 
(i)  x^'-^by"-, 

(2)  £M^  (^__^,^2^). 

Considérons   alors   le  domaine  des  nombres  qui  ont 
l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 

(3)  x^^y, 

(4  — 7^        ,3  — r  =  2.r). 

Le  produit  de  plusieuis  nombres  du  domaine  est  un 
nombre  du  domaine,  appartenant  à  la  forme  (3)  ou  à 
la  forme  (4)  selon  que  le  nombre  des  facteurs  de  la 
forme  (4)  est  pair  ou  impair.  Ensuivant  la  même  marche 
que  pour  les  entiers  imaginaires  de  Gauss,  on  peut  voir 
directement  (sans  s'appuyer  sur  la  théorie  des  formes 
quadrati(jucs)  que  les  lois  de  la  divisibilité,  dans  le 
domaine  des  nombres  (3)  et  (4),  sont  les  mêmes  que 
dans  le  domaine  des  entiers  ordinaires. 

A.    Les   nombres    premiers    de   la    forme   (3)   com- 
prennent : 

1°   Les    nombres   premiers   réels,    qui    sont   congrus 

à   I  I,  i3,  17,   19  (mod2o); 

2°  Le  nombre  0,  qui  correspond  à  x  =  o,  j  =  i  ; 

3"  Les  nombres    x  +  ^r   dont   les   normes  sont  les 
nondjres  premiers  ordinaires  congrus  à    i,  9  (modao). 
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Les  nombres  premiers  de  la  forme  (4)  comprennent  : 
1°  Le  nombre  y^2,  qui  correspond  à  ;:;  =  2,  j-  =  o  ; 
2°  Les    nombres    — ~-     (z  — JK  =  2x)    dont    les 

normes  sont  les  nombres   premiers  ordinaires  congrus 
à  3,  7  (mod2o). 

o.   La  norme  d'un  nombre  du  domaine  peut  s'écrire  : 

N  =  P2  X  5/^  X  (37  -f-  Gjk)«  t'a-  —  e j')^  . . . 


P  étant  un  produit  de  facteurs  premiers  congrus  à  i  1, 
i3,    in,     ig    (mod2o),    les    facteurs    x  +  Hy,     ■  •  ■  ■> 

5  +  6Y 

— ~ — .    •  •  •   étant  premiers,  ou  encore 

N  =  P^x  5PX  a^i?  .  .  . 
X  2''  X  l'-  m\^  .  .  ., 

les  nombres  premiers  a,  b,  ...  étant  congrus  à  i,  9 
(modao),  les  nombres  premiers  /,  m,  . ..  étant  congrus 
à  3,  ^  (mod2o). 

Quand  on  cherche  à  mettre  le  nombre  N  sous  l'une 
des  formes  (i)  et  (2),  si  l'on  fait 

p  =  ip  -\-  71        (-  =  o  ou  1), 

/■  =  2/-'4-  p  (p  =  o  ou    l), 

chacun  des  nombres  x  et  /  dans  le  premier  cas,  3  et  y 
dans  le  second  cas,  doit  renfermer  en  facteurs 

P  X  5/^'  X  2'"', 

de  sorte  qu'on  est  ramené  à  considérer  le  nombre 

N'=      5^x  a«6?  .  .  . 
X  2P  X  f>in\>  .  .  .  . 


(  ^i3  ) 
1°  Le  nombre  N'  peut   prendre  la  forme   (i)  ou  la 
forme  (2)  selon  que  p  +  ^)^  est  pair  ou  impair 


6:^1-4-5.1-,  3  = 


le  résultat  est  le  même  pour  le  nombre  N,  en  consi- 

déiaut  7"  4-  %^X. 

2°  Le  nombre  des  décompositions  propres  de  N' 
est  2*~',  A^  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers  dis- 
tincls  du  nombre 

N"=  a^Z/i ...  X  O'inV- . . ., 

supposé  différent  de  i . 
Exemple  : 

i  +  e  I  —  e  3-f-e  s  —  o 


21  =  0x7 


/i      /'i      s/-i      v/2 


selon  que  l'on  groupe  le  premier  facteur  avec  le  troisième 
ou  le  quatrième,  on  a 

21  =  i^H- S.^-         ou         =4^-+-5.i-. 

Pour  ]N"=:  I,  c'esl-à-dire  rs'=  1,  5,  2,  10,  il  v  a  une 
décomposilion. 

3°  Le  nombre  total  des  décompositions,  tant  propres 
qu'impropres,  du  nombre  N'  ou  du  nombre  W,  est  égal 
au  nombre  des  décompositions  du  nombre  W  en  un 
produit  de  deux  facteurs  : 

N"=27,         N  =  54  =  72+ 5. i2=  3-2+5.32, 

N"=  81,         N  =  81  =  r^H-  5.4-2=  62-f-  5.3-2  =:  ç^i^  5.0?. 

La  démonstration  des  ces  faits  est  analogue  à  celle  des 
faits  du  même  ordre,  relatifs  aux  entiers  imaginaires  de 
Gauss. 
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6.   Je  sîgiiale  ceci  en  terminant.  Les  nombres  de  la 
foiine 

_  a  ^  b  s/i  ^  c  \/ —  5  -+-  d  \/->  \/ —  5 

"  7î  ' 

a,  b,  c,  d  étant  entiers,  a  et  c  étant  de  même  parité, 
sont  des  entiers  algébriques  ;  le  produit  de  deux  nombres 
de  celte  forme  est  un  nombre  de  même  (orme.  Il  y  aurait 
lieu  d'étudier  ces  nombres  au  point  de  vue  de  leur  divi- 
sibilité. 


[Pla] 

CO\SrRUCTIO\S  DES  RAYONS  RECTANGULAIRES 
DES  FAISCEAUX  HOMOGRAPIIIQIIES; 

Par  m.  L.  GRELIER. 


Etant  donnés  deux  faisceaux  honiograpliiques,  on 
sait  (ju'il  existe  dans  chaque  faisceau  deux  rayons  rec- 
tangulaires, mais  deux  seuls,  dont  les  homologues  sont 
également  rectangulaires.  Ces  rayons  sont  connus  sous 
le  nom  de  rayons  limites  ou  rayons  rectangulaires  des 
faisceaux. 

Nous  donnons,  pour  ces  rayons  pailiculiers,  la  con- 
struction nouvelle  suivante  : 

«  Les  faisceaux  donnés  S(aZ>c)  et  S'{a'b'c')  sont 
coupés  par  une  circonférence  arbitraire  mais  passant 
par  S  et  S'. 

»  On  obtient  ainsi  les  divisions  Iiomograpliiques  cir- 
culaires rt,  è,  c  et  «',  Z»',  c  . 

»  Les  faisceaux  a(^a' b' c')  et  a' (abc)  sont  homolo- 
giques  et  leur  axe  d'homologie  est  déterminé  par  les 
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points  d'inlerseclion    des  rayons   ab'   et  a'b,    puis  ac' 
et  a'c. 

»  On  mène  ensuite  par  a  et  a'  la  circoiiféience  dont 
le  centre  est  sur  l'axe  d'homologie  ;  soient  A  et  B  ses 
points  de  rencontre  avec  l'axe,  les  rayons  rectangu- 
laires «'A  et  rt'B  ont  pour  homologues  les  rayons  ah. 
et  <TfB. 

))  Ce  sont  les  rayons  rectangulaires  des  faisceaux 
homologiques  de  sommet  a  et  a' . 

w  lis  déierminent  sur  la  première  circonféience  des 

Fig.   I. 


points  /■  et  q  puis  r'  et  q' \  les  derniers  étant  respec- 
tivement les  homologues  des  premiers. 

))  On  obtient  alors  les  rayons  rectangulaires  des  deux 
faisceaux  donnés  en  li'açant  les  rayons  S/'  et  S<7,  })uis 
leurs  homologues  S'/''  et  S'y'. 

»  En  ellet,  S/' est  perpendiculaire  à  S'</',  car  rq  est  un 
diamèlie  et  S'/'  est  perpendiculaire  à  S'</'  à  cause  du 
diamètre /•'<'/'.  »  {Non'  fig.   i.) 
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Celte  construction  est  générale  et  elle  s'applique  aussi 


Fie.  2. 


au   cas  de  deux  faisceaux  liomographiques  de  sommet 
commun.  (\oirJig.  2.) 


[R7bp] 


SUR  LA  THEORIE  DES  FORCES  CENTRALES; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Une  Lettre  de  M.  Suchar  me  fait  un  devoir  d'entrer 
dans  quelques  éclaircissemenls  au  sujet  de  ma  Noie, 
parue,  sous  le  même  titre  que  le  présent  envoi,  dans  le 
numéro  d'août  1902.  Au  n"  10  j(;  disais  : 

«  Ajoutons  que  cette  équation  ne  diflère  pas  de  celle 
qu'on  trouverait  en  appliquant  la  méthode  du  n"  3  au 
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cas    où    l'hodographe   est   la  conique   représentée    par 

l'équation 

X-       y-       , 

pourvu  que  A  soit  convenablement  déterminée,  etc —  » 

Le  lecteur  qui  voudra  bien  se  reporter  au  n"  3  pré- 
cité n'aura  pas  de  peine  à  sous-entendre  que  c'est  là 
l'équation  d'une  conique  rapportée  à  deux  axes  issus  de 
son  centre,  que  je  ne  suppose  nullement  confondu  avec 
le  centre  d'action  ni  avec  l'origine  de  Fliodographe. 
C'est,  du  reste,  dans  cet  esprit,  qu'est  conçu  le  calcul 
qui  termine  le  n°  10  en  discussion.  El  s'il  faut  entrer 
dans  le  détail  du  calcul  destiné  à  établir  un  résultat  que 
d'illustres  maîtres  ont  établi  depuis  longtemps,  on  re- 
connaîtra que  ma  méthode  conduit  à  chercher  l'équa- 
tion de  la  trajectoire  en  effectuant  les  quadratures  qui 
fiffurent  dans  la  formule  suivante  : 


•b' 


(i) 


^T  r      .:,ft     1  cos6^e 

C 


r  .      r  co 

sinO     /  

L  A  (acos2  0 

A  ( a  cos- 


'(  sin-6)"' 


^      (a  cos-0  -H  Y  sin^O)- 


O)  on  constate  iiunu'diateiucnt  que 

sinO  \ 


d 


y/a  cos 

26-1- ysin^ey 

cosO^e 

y/acos^ÔH-  Y  sin'^O 

acos6c/0 

(y  —  a)  sin^O  cos6  d^ 

~~  F 

(a  cos^O  +  Y  sin^O)- 


(acos^G-h  Ysin2e)2 
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D'où  l'on  conclut 


/'■ 


cosOf/6  sinO 


acos2  0-t-Ysin-0)^        «  v/^  cos^e -+- y  sin^  f) 


H  désignant  une  constante  qui  dépend  de  Bq. 
On  trouvera,  de  même, 


f 


sin6fl?6  —  cos6 


(a  cos^e  -+-  Y  sin^ey^"        T  v/«  cos-^e  +  Y  sin^O 


R  désignant  une  autre  constante.  L'équation  (i)  prend 
donc  la  forme 

(2)      -  =  -i  i/a  cos-0  -f-  Y  sin^e  -|-  -i-'  (  H  sinô  —  K  cosO  ). 
r        (j  C. 

En  transformant  cette  équation  en  coordonnées  rec- 
til ignés,  on  trouve  l'équalion  d'une  conique. 

Ceci  soit  dit  pour  bien  éclaircir  le  point  suivant  : 

Si  l'on  suppose  que  le  centre  de  la  conique  liodo- 
graphe  coïncide  avec  le  centre  d'aclion  :  1"  la  traj(  ctoire 
est  une  conique  ayant  son  centre  au  centre  d'action; 
2°  l'accélération  est  proporlionnelle  à  la  distance. 

1°  Après  avoir  bien  spécifié  que  l'origine  des  coor- 
données et  l'origine  de  l'hodograplie  sont  au  centre 
d'action,  nous  observei'ons  qu'à  deux  points  de  l'hodo- 
graplie, diamélraleinent  opposés,  savoir  m  et  ///',  réj)Oii- 
dronl  sur  la  trajectoire  deux  points  situés  sur  une  même 
droite,  issue  de  l'origine,  et  jiarallèle  aux  tangtuites  à 
l'hodograplie,  en  tu  el  ni' .  En  ces  deux  points,  les  tan- 
gentes h  la  trajectoire  seront  parallèles  eniie  elles,  étant 
parallèles  à  niin' .  Soient  M  et  M' ces  deux  points.  Toutes 
les  droites  MM'  seront  des  diamèircs  de  la  trajectoire. 
Donc  elles  passeiont  toutes  au  point  O,  centre  de  la  tra- 
jectoire; donc  celui-ci  ne  peut  cire  (|u'au  centre  d'action. 
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'2°  Eli   pareil   cas,    ou  doit  avoir  H  =  o,   et  R=o, 
comme  le  montre  un  calcul  facile.  Alors  ou  trouve 

-  =  ~  y/a  cos-6  -I-  Y  siir-6, 
R  = ^^ .• 


(a  cos^ô  -+-  Y  biii'-G)- 


L'expression  de  raccélération  -^  devieut  alors 

I  ,-2 

A--»  «Y 


C  y/a  cos^O  -t-  Y  siii^O 
ou  bien 

/.^aY-/- 

et,  daus  le  cas  actuel,  l'accélération  est  proporlionuelle 
au  rayon  vecteur,  comme  cela  s'établit  dans  tous  les 
cours. 

Puisque  je  reviens  aujourd'iiui  sur  mon  aiticle  de 
igo2,  je  saisis  cette  occasion  pour  signaler  quelques 
errata,  que  le  lecteur  aura  peut-être  fait  disparaître. 
A  la  page  356,  dernière  ligne,  remplacer  le  mot  tangente 
})ar  le  mot  cotangente ;  page  35i,  lormide  liiiale  et  sui- 
vantes, remplacer  le  terme  final  4-2j3a  par  — ajoa; 
page  3t)5,  ligue  i3  en  descendant,  écrire  le  facteur  /•  au 
numérateur  du  deuxième  membre. 


COURESPO\DA\CE. 


M.  L.  Sauvage.  —  De  l'article  :  Sur  la  canonisation  des 
formes  bilinéaires,  par  M.  Aulonne,  publié  dans  le  numéro 
de  février  190'i,  je  détache  les  deux  phrases  «uivanles  : 

«  Wcierstrass  dit  que  les  expressions  (/• — p)f^i  sont  les  Ele- 
mentartheiler  aflérents  à  la  racine  p. 
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»  Pour  abréger,  je  dirai  que  ces  expressions  sont  les  succes- 
sifs (sous-entendu  :  facteurs  ou  diviseurs),  afférents  à  la  ra- 
cine p.  » 

Il  vaut  mieux,  à  mon  avis,  traduire  littéralement  Elemen- 
tartheiler  par  diviseur  élémentaire,  comme  je  l'ai  fait  dans 
mes  Mémoires  sur  les  diviseurs  élémentaires  (Ann.  Éc. 
Norm.,  sept.  1891  et  janv.  iSgS);  en  voici  mes  raisons  : 

jo  Les  diviseurs  élémentaires  sont  indépendants  dans  toutes 
leurs  propriétés  essentielles,  c'est  ce  que  Weierstrass  a  mis  pré- 
cisément en  lumière  dans  son  Mémoire  de  1868. 

2"  "Weierstrass  semble  avoir  choisi  le  qualificatif  elementar 
pour  rappeler  l'indépendance  complète  de  ses  diviseurs. 

3°  Il  n'est  pas  inutile  de  se  servir  en  français  d'un  mot  facile 
à  comprendre  pour  les  lecteurs  étrangers,  et  surtout  pour  les 
lecteurs  allemands  chez  qui,  depuis  longtemps,  l'usage  des 
Elementartheiler  est  répandu. 


BIBLIOGHAIMIIE. 


Traité  élémkntaitie  de  Géométrie  a  quatre  dimen- 
sions, ET  INTRODUCTIOA  A  LA  GÉOMÉTRIE  A  tl  DIMENSIONS; 

par  E.  Joiiffrel.  —   i  vol.  in-8  de  xxx-2i5  pages  avec 
65  fij^uies.  Paris,  Gautliier-Yillars,  1903. 

Le  Livre  de  M.  le  Colonel  Jouffret  intéressera  plusieurs  caté- 
gories de  lecteurs.  D'abord  les  mathématiciens  purs,  qui  trou- 
veront avec  plaisir  l'exposé  didactique  de  principes  et  de 
résultats  éparsduns  divers  Mémoires,  dont  plusieurs  sont  diffi- 
cilement accessibles.  Ensuite,  les  philosophes,  que  préoccupe 
l'origine  de  nos  idées  géométriques.  Enfin,  les  personnes  d'ima- 
gination (qui  ne  sont  pas  nécessairement  distinctes  des  mathé- 
maticiens et  des  philosophes);  on  sait  que  la  conception  de 
riiypcrespace  a  envahi  jusqu'à  la  littérature,  et  que  le  romancier 
anglais  H.  G,  Wells,  par  exemple,  l'a  utilisée  dans  quelques 
nouvelles  ingénieuses. 

Les  idées  directrices  du  Livre  sont  exposées  dans  un  avant- 
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propos  d'une  forme  originale  et  d'une  lecture  attrayante.  J'y 
reviendrai  tout  à  l'heure. 

Le  Chapitre  I  donne  les  définitions  relatives  à  l'étendue 
(tel  est  le  nom  commode  que  l'auteur  choisit  pour  désigner 
l'espace  à  quatre  dimensions). 

Ces  définitions  sont  purement  analytiques  :  on  appellera 
coordonnées  d'un  point  de  l'étendue  le  système  de  quatre 
quantités  crijX^,  T3,  x^,  dont  chacune  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  de  — 00  à  +00.  Un  espace  ou  champ  du  ti-oisième 
degré  est  le  lieu  des  points  tels  que 

«O-t-  <^l^l  +  a-iX-i-^  «3.?'3-H  «4  3"!  =  O. 

Un  plan  ou  champ  du  deuxième  degré  est  le  lieu  des 
points  communs  à  deux  espaces,  etc.  Le  parallélisme  et  la  per- 
pendicularité  de  deux  champs  sont  définis  par  des  relations, 
de  formes  données  a  priori,  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
constantes  qui  figurent  dans  les  équations  de  ces  champs. 

Les  cinq  premiers  Chapitres  renferment  les  conséquences  les 
plus  importantes  de  ces  conventions  qui  permettent  d'expri- 
mer, en  langage  géométrique,  les  faits  concernant  les  systèmes 
d'équations  linéaires  à  quatre  variables.  Le  Chapitre  IV  mérite 
une  attention  particulière  :  on  y  voit  apparaître,  relativement 
aux  champs  parallèles  et  aux  champs  perpendiculaires, 
ainsi  qu'aux  rotations,  des  circonstances  qui  n'ont  pas  d'ana- 
logues dans  la  Géométrie  de  l'espace. 

Le  Chapitre  VI  traite  des  angles  et  de  la  Géométrie  des- 
criptive à  quatre  dimensions. 

Jusqu'ici,  les  développements  étaient  purement  analytiques 
et  les  résultats  n'avaient  rien  de  sensible.  La  Géométrie  des- 
criptive nous  fait  faire  un  pas,  un  seul,  vers  la  représentation 
des  êtres  inaccessibles  de  l'étendue.  Leur  vision  directe  nous 
est  interdite,  mais  nous  pouvons  construire  leur  projection  sur 
un  espace  ou  sur  un  plan.  Nous  pourrions  de  même  construire 
leur  perspective  sur  un  espace. 

Dans  le  Chapitre  VII,  on  jette  un  coup  d'œil  sur  quelques 
êtres  remarquables  de  l'étendue  (les  liyperquadriques,  \  hy- 
persphère,  les  hypercônes). 

Enfin,  le  Chapitre  VIII,  le  plus  important,  est  consacré  aux 
corps  réguliers  de  l'étendue,  les  six  polyédroïdes,  découverts 
par  Stringham  en  1880,  et  dont  l'étude  vient  couronner  l'Ou- 
vrage, comme  l'étude  plus  simple  des  cinq  polyèdres  réguliers 
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de  l'espace  marque  l'étape  finale  des  Éléments  d'Euclide.  La 
question  est  difficile,  et  la  rédaction  de  ce  Chapitre  a  dû 
demander  un  travail  considérable.  Si  je  ne  me  trompe,  l'ex- 
position est  originale  dans  plusieurs  de  ses  détails  et  marque 
un  progrès  sensible  au  point  de  vue  de  la  clarté  sur  les  Mémoires 
antérieurs. 

Là  s'arrête  la  partie  purement  mathématique  du  Livre.  Le 
Chapitre  IX  est  consacré  à  des  applications  et  forme  comme 
une  suite  à  l'avant-propos. 

«  La  Mécanique  à  plus  de  trois  dimensions,  a  dit  jM.  Poin- 
caré,  doit  être  condamnée  comme  dépourvue  de  tout  objet.  » 
Sans  protester  contre  ce  jugement,  M.  Jouffret  a  tenu  à 
résumer  les  arguments  de  quelques  savants  hardis  qui  veulent 
chercher  dans  Ihyperespace  l'explication  de  l'Univers.... 

Il  fait  ressortir  la  complication  extrême  et  le  caractère  visi- 
blement artificiel  des  théories  physiques  modernes,  avec  leur 
éther  élastique  et  solide,  leur  éther  labile,  leurs  électrons .  . .. 
Toutes  aboutissent,  en  fin  de  compte,  à  quelque  chose  d'in- 
concevable. Cet  inconcevable,  reléguons-le  délibérément  dans 
Vétendue  :  du  coup,  les  lois  de  notre  monde  deviennent  plus 
simples  et  plus  harmonieuses,  et  les  faits  réputés  les  plus  mys- 
térieux, par  exemple  la  gravitation  et  la  combinaison  chi- 
mique, s'interprètent  sans  grande  difficulté. 

L'étendue  aurait  ainsi  une  existence  physique  et  nous  serions 
à  son  égard  comme  un  aveugle-né  à  l'égard  de  la  lumière.  Un 
aveugle-né  est  entouré  de  voyants,  dont  les  actes  sont  abso- 
lument inexplicables  pour  lui,  s'il  ne  veut  pas  admettre  que  la 
|)lupart  des  hommes  éprouvent  certaines  sensations  qui  les 
renseignent  sur  la  position  et  le  mouvement  des  objets  éloignés. 
Iia-t-il  rejeter  cette  hypothèse,  parce  qu'elle  fait  appel  à  des 
impressions  de  nature  inimaginable? 

A  vrai  dire,  les  témoins  qui  entraînent  la  conviction  de 
l'aveugle  nous  font  malheureusement  défaut.  Un  être  de  notre 
entourage  qui  disposerait  de  l'étendue  pourrait  apparaître  ou 
disparaître  subitement  dans  une  région  de  l'espace,  y  créer  la 
matière,  faire  des  nœuds  à  une  corde  sans  fin,  etc.  On  sait 
que,  d'après  les  spirites  et  les  animistes,  certains  médiums 
rlisposent  de  ces  précieuses  facultés  {voir  les  Mémoires  de 
Crookes,  Zoilnnr).  S'il  en  est  ainsi,  l'hyperespace  a  été  pris 
en  flagrant  délit...,  mais  nous  sommes  en  droit  de  réclamer 
des  preuves  un  peu  plus  abondantes. 
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Ne  soyons  pas  aussi  exigeants,  et  demandons  seulement  que 
la  mécanique  de  l'étendue  fasse  prévoir  quelque  phénomène, 
non  pas  miraculeux,  mais  simplement  inconnu  et  que  l'expé- 
rience vérifie  cette  prévision.  La  nouvelle  doctrine  aura  dés 
lors  fait  ses  preuves,  et  nous  pourrons  l'adopter  au  moins 
comme  instrument  de  recherches. 

Le  dernier  Chapitre  du  Livre  contient  quelques  indications 
sur  les  champs  de  degrés  supérieurs  à  4- 

L'impression  de  l'Ouvrage  présentait  des  difficultés  particu- 
lières, en  raison  de  la  complication  de  certaines  épures.  La 
Maison  Gaulliier-Villars  s'en  est  acquittée  avec  cette  perfection 
dont  c'est  devenu  un  lieu  commun  de  faire  l'éloge. 

R.  B. 


CERTIFICATS  DE  CALCl'L  DIFFÉREXTIEL  ET  IMÉGRAL. 


Paris. 


lu'RKiVE  ÉCRITE.  —  1.  Etant  donnés  trois  axes  de  coordon- 
nées rectangulaires  Ox^  Oy,  O2,  on  demande  de  déter- 
miner les  surfaces  S  telles  que  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  M  de  l'une  de  ces  surf  aces  fasse  un  angle  con- 
stant o)  avec  le  plan  mené  par  ce  point  M  et  par  l'axe  Oz. 

Démontrer  que  les  caractéristiques  de  ces  surfaces  for- 
ment une  famille  de  lignes  de  courbure,  et  trouver  ces 
caractéristiques. 

\.  n.  —  On  jjouria  prendre  pour  variables  indépendantes, 
soit  les  coordonnées  rectangulaires  (x,  y)  de  la  projec- 
tion m  du  point  M  sur  le  plan  des  xy,  soit  les  coordonnées 
/folaires  (r,  0)  du  même  point  m. 

il.  Soit 

d-  y  dy 

('^  -d^-P-d-x-^'i-^ 

une  équation  différentielle  linéaire  où  les  coefficients  p 
et  q  sont  fondions  de  la  variable  indépendante  x.  On 
demande  de  trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  ces 
coefficients  p  et   q  pour  que  V équation  (i)  admette  deux 
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intégrales   linéairement  distinctes  yi   et  yi,    liées  par  la 
relation 

Examiner  en  particulier  le  cas  où  l'on  a  p  =  -  •  Trouver 
le  coefficient  q  et  l'intégrale  générale. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie  : 

r"^"    t\o^x 
^^r^.dx, 
.  „        (  t  +  ^=  )•* 

logar  désignant  le  logarithme  népérien. 

(Juillet  1902.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  Intégrer  le  système  : 
dx 

dy 

dz 

-^,.-x    =0. 

En  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  dérivées 

partielles 

.àz       ,  ^       âz 

^"--y^d-x-^^^^'^^-ô}^ ''-''■ 

II.  Étant  donnée  une  équation  différentielle  du  premier 

ordre 

dy  —  /(  37,  y  )  dx  =  o. 

Comment  peut-on  reconnaître  si  elle  admet  un  facteur 
intégrant  de  la  forme  XY  (X  étant  une  fonction  de  x, 
et  Y  une  fonction  de  y),  et  déterminer  ce  facteur  inté- 
grant quand  il  existe? 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie 

dx 


r  dx 

/q      cos^a?  +  cosa;- -h  1 

(Ocloi)rc    190P..) 
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Toulouse. 

Epreuve  KCRrTK.  —  I.  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes 
de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  on  considère  les 
courbes  G  qui  vérifient  l'équation  différentielle  : 

"^yf-— y^y'—'i-y'^y"  =o- 

i"  Exprimer  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  M  d'une 
courbe  G  en  fonction  du  coefficient  angulaire  t  =  y'  de  la 
tangente  à  cette  courbe. 

9."  Construire  les  courbes  G. 

II.  Intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  dont  on  connaît  une  intégrale  complète. 
Cas  de  l'équation 

z  —  px  —  qy=pK, 

àz  àz        .       ..        .  ,        ,     . 

ou  p  =  — -,   <^  =  —  ;   signijication  géométrique  de  ses  inté- 
grales. 

Epreuve  pratique.  —  En  désignant  pai-  a  un  nombre  po- 
sitif inférieur  à  l'unité,  et  prenant  pour  x"-^  sa  détermi- 
nation réelle  et  positive,  on  considère  l'intégrale 


/(«)=    /      -dx. 


I"  Trouver  l'expression  de  fia)'^ 

%"  Calculer  avec  quatre  décimales   la  valeur  de  a  pour 
laquelle  on  a 


(.Iiiillct  igo'A.) 


Lille. 


Épreuve  ÉcRurE.  —  I.  Définition  el  expressions  diverses 
de  la  courbure  d' une  Jigure  plane  ou  gauche.  Cas  parti- 
culier où  la  courbe  est  plane  :  expression  de  la  courbure 
en  coordonnées  polaires  ;  cas  où  la  courbe,  en  coordonnées 

Ann.  de  Malhciuat.,  f\-  sirii;,  I.   III.   (Mai  içjuj.)  l^) 
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cartésiennes,    est    définie   comme    enveloppe    d'une    droite 
mobile. 

II.  Trouver  une  ligne  plane  telle  cjue,  sionla  transforme 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  les  courbures  de  la  ligne 
et  de  sa  transformée,  en  deux  points  correspondants, 
soient  dans  un  rapport  constant. 

Solution. 

7-  étant  le  rayon  polaire,  p  la  distance  du  pôle  à  la  tangente 
et  G  la  courbure,  on  a 

^'-Vdi-' 

AfFectons  de  l'indice  i  les  éléments  de  la  courbe  transformée; 
a-  étant  le  module,  on  a 

•2  '■        '"1 

P  P\ 

et  par  suite 

^    /  -  ^        ..  ^ 
dr 


Cl  =  -^     ■>'  P 


a- 


En  exprimant  que  Gi=»tC,  on  obtient  une  équation   diffé- 
rentielle immédiatement  intégrable  qui  donne 

p  =  k  (  /•-^-  a- m  ). 

Mais  alors 

G  =  2/1  =  const., 

et  la  courbe  demandée  est  un  cercle  quelconque  du  plan. 

Pour  obtenir  ce  résultat  par  l'emploi  des  coordonnées 
polaires  p  et  (o,  on  fera,  dans  l'équation  différentielle  du 
second  ordre  du   problème,   le  changement  de  fonction  : 

A 

ît  =  p  -i-  —  > 

? 

A  étant  une  constante  convenable,  et  l'on  sera  ramené  à  l'in- 
tégration de 


d^  u  _ 
dio- 


(.luillct  1901.) 
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Épreuve  écrite.  —  I.  Conditions  que  doivent  remplir  la 
constante  a  et  la  fonction  rationnelle  K  pour  que  l'inté- 
grale déjinie 


L 


ga.r  I^  (  (.X  ^  dx 


ait  un  sens.  Expression  de  cette  intégrale  au  moyen  des 
afflxes  des  pôles  de  la  fonction  R(e=)  compris  dans  la  bande 
formée  par  l'axe  réel  et  la  parallèle  à  cet  axe  menée  à  la 
dislance  -^iz. 

Application   au   calcul  de    la    somme  ^e     ■*  étendue   à 

toutes  les  racines  Ç  de  l'équation 

e'*^  -\-  e^"-!-  I  —  o, 

cjui  sont  comprises  dans  la  bande  précédente. 

(  Voir  IIermite,  Cours  d'Analyse,  4"  éd.,  p.  ii8  et  suiv.) 

II.  Trouver,  en  coordonnées  polaires,  l'équation  finie  des 
courbes  planes  dont  le  rayon  de  courbure  R  en  un  point 
est  dans  un  rapport  donné  a  avec  le  rayon  vecteur  de  ce 
point.  Signification  géométrique  des  deux  constantes  d'in- 
tégration. 

Construire    l'une     des    courbes    cherchées     pour    «  =r  — 

'2 

et  a  =  —  2. 

(  Voir  Tisserand  et  Painlevé,  Exercices  d'Analyse,  p.  3i3 
et  suiv.)  (Juillet  iQc;».) 

Question  dk  cours.  —  Montrer  que  l'intégrale 

dx 


-f. 


où  X  désigne  une  variable  complexe  est  susceptible  d'une 
infinité  de  valeurs. 

Quelles  sont  toutes  ces  valeurs?  Quelle  est  la  nature  de 
la  fonction  x  envisagée  comme  dépendant  de  la  variable 
complexe  z'f 
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Problème.  —  I.  On  donne  l'équation  différentielle  li- 
n éa ire 

.,    ^  du  d- a  d^u 

/(u)  =  au-^a,—  ^a,-^^  ^a,  ^  =  o, 

oà  a,  «1,  «2)  ^^3  so?it  des  fonctions  quelconques  de  la  va- 
riable X.  Trouver  toutes  les  fonctions  v  de  x  telles  que  le 
produit  vf{u)  soif,  quel  que  soit  u,  la  dérivée  d'une  f onc- 

, .     ,    .  du     d-  u 

tion  linéaire  de  u,  —j-'>  ^f~^' 

II.  Soit  ^(p)  =  o  V  équation  différentielle  qui  détermine  r  ; 
montrer  que  l'équation  avec  second  membre 

/(«)  =  R(.r) 

s'intègre  par  des  quadratures  si  l'on  connaît  la  solution 
générale  de  l'équation 

g(v)  =  o. 

III.  Sous  quelles  conditions  les  équations 

ont-elles  les  mêmes  intégrales? 

Traiter  en  particulier  le  cas  où  a^  =  o. 

L'équation  g{v)  =  o  n'est  autre  que  l'adjointe  de  La- 
grange  de  f(u)  =  o, 

.    ,                   d{a\V)        d-(a.->v)        d^ia^^v) 
■^^'^  =  "'■  -  -dT-  -^  -^^ d^^  =  "• 

Les  diverses  parties  du  problème  sont  résolues  dans  les 
Leçons  de  M.  Darboux  (t.  II.  Chap.  V,  p.  99  et  suiv.). 

Eprkuvk  pratique.  —  Calculer,  avec  quatre  décimales 
exactes,  par  approximations  successives,  ou  par  toute  autre 
méthode  la  valeur  maximum  de  la  fonction 

arc  tang?t  arc  tang//.  —  u. 

'■ —  -\-  3  7. » 

u  ll> 

quand  u  varie  de  o  «  -1- =c.  (Novembre  1902. ) 
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Caen. 


ÉPREUVE  ÊCR1TI-.  -  I.  Intésrer  Véquation 

Mode  de  génération  des  surfaces  représentées  en  coor- 
données rectangulaires^  par  l'intégrale  générale.  Déter- 
miner celle  de  ces  surfaces,  S,  qui  passe  par  la  parabole 

y  z=  O,  Z-  =    2aX. 

Transformer  V équation  de  S  en  remplaçant  x  et  y  par 
rcosiiet  rsine  et,  en  partant  de  l'équation  transformée, 
trouver  les  lignes  asympto tiques  de  S. 

Solution. 
L'intégrale  générale  est 

x^--h  y-=  x^i^-)- 

L'équation  de  S 

-237  ■xar 

On  a,  pour  la  projection  des  asymptotiques  sur  le  plan  des  xy, 
dr-i  sinO_  clr^  __  4  cos-0 -^  3  sin^j  ^ 

^"^^''cosO  ^0  cos^O 

,-2=0,  /•^GcosOtang:'^^^  ±  -j- 


ÉPRKLVE  PUATIQUE.  -  Trouver  l'intégrale  de  l'équation 

du  du 
ôx  Oy 

qui  se  réduit  à  -  pour  x  =  i- 


du  du  , 

dx  dy 


Solution. 
C'est 

^'  (Juillet  1902.) 


1 

u  = 
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Épreuve  écrite.  —  I.  Etant  donnée  réquation 

^  =  (  Ao-1- A,  jK -4- A,  j2)  _ii  _^  (  P,^^_  Bij.')-^  +  Co  « 

où  Ao,  Ai,   .  . .,  II3  sont  des  fonctions  connues  de  x,  dévelop 
pables    suivant    la    série    de    Maclaurin,    démontre}'    que 
réquation    admet   comme   intégrale   un  polynôme   en  y, 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x  et  qui  s'annule 
identiquement  pour  a;  =  o. 

Solution. 

En  substituant  pour  u  le  polynôme  cherché  et  identifiant 
les  coefficients  des  puissances  de  y^  on  trouve  un  polynôme 
du  troisième  degré  en  j/,  dont  les  coefficients  sont  déterminés 
séparément  par  des  équations  difTérentielles  ordinaires. 

II.  Courbe  pAane  telle  que  le  rayon  de  courbure  en  un 
point  quelconque  M  soit  double  du  rayon  du  cercle  passant 
par  l'origine  et  touchant  la  courbe  en  M. 

Solution. 
L'équation  différentielle  est 

,7.2  _|_  y^L  ^  ^j.-2  _(_    ^lyl 


X  dy  —  y  dx  dx  d-  y  —  dy  d^x' 

transformant  en  coordonnées  polaires,  on  trouve  des  spirales 
logarithmiques  et  des  hyperboles  équilatères  ayant  leur  centre 
à  l'origine.  (Novembre  1902.) 

Poitiers. 

Epreuve  éckite.  —  De  l'expression  générale  du  rayon  de 
courbure  d'une  section  normale  en  un  point  d'une  surface 
déduire  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  : 
1"  .r,  y  étant  variables  indépendantes  ;  1"  z,  x,  y  étant 
fonctions  des  variables  indépendantes  r  et  0  (x  =  rcosO, 
y  =  r  sinO  ). 
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Trouver    les   projections    sur    le  plan  xOy  des   lignes 
asymptotïques   de   la  surface   représentée  par  l'équation 


=  .rarc  tans;—  +  JK  log  s/x'^-^y^-. 

^  X 

■  ^     .r3  dx 


ÉPRKUVK  PRATIQUE.  —  Calculer  l'intégrale 

J       (n-.r2)2 

i"  En  passant  par  l'intégrale  indéfinie; 

■2"  En  considérant  d'abord    f  -j^J^=  {où  a  désigne  un 

para  mètre); 

3°  En  développant  en  série.  (Juillet  1902.) 

Marseille. 

ÉpRiavi.:  ÉcniTi:.  —  I.  Étant  donnée  l'équation  dijféren- 
tielle 

qui  admet  la  solution  particulière  y,  =  x\  calculer  celle 
des    intégrales    qui   s'annule    ainsi    que  sa  dérivée  pour 

X  =  —  I  • 

En  considérant  x  comme  une  variable  imaginaire,  déter- 
miner dans  le  plan  des  x  les  points  singuliers  de  la  fonction 
que  l'on  vient  de  calculer.  Indiquer  la  manière  déformer, 
avec  les  valeurs  initiales  x=-i,y  =  o,  toutes  les  déter- 
minations de  cette  fonction  en  un  même  point  du  plan 
des  X. 

Solution. 

L'équation  linéaire  proposée  est  rendue  facilement  l.omo- 
gène  et  admet  l'intégrale  demandée 

y  =z  x--{-  .1  arc  tan g.r  -H  t:  —  i . 

II.  On  considère  dans  une  surface  les  sections  faites  par 
deux  plans  rectangulaires  se  coupant  suivant  une  tangente 

à  la  surface. 

Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  rayons  de  cour- 
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bure  de  ces  deux  sections  ne  change  pas  quand  les  deux 
plans  tournent  autour  de  leur  intersection  supposée  fixe. 

Solution. 
Les  axes  des  deux  plans  faisant  avec  la  normale  à  la  surface 
des  angles  0  et  -  —  0,  on  a,  d'après  le  théorème  de  Meusnier, 

cosO        sinO  1 


const. 


R  R' 


v/R-^-t-R'=^ 


Epreuve  pratique.  —    Calculer  les  intégrales   définies  à 
coefficients  réels 

r  d.r  r  dx  r  a  -f-  B  tan-î^- 

.]  Iv- — tang-.r'     J  [\\'- — tang^.z-j-'      J    i  Iv- — tang^j;;^ 


On  pose 


Solution. 
K^  =  tang^c/j 


et  l'on  prend  les  dérivées  logarithmiques  par  rapport  e'i  a  des 
deux  membres  de  la  formule 

.                   „           sin(rt -4- J?)  sin  (a  —  x) 
tangua  —  tang^^  == :^ '_ . 

cos^a  cos^a- 

en  intégrant  ensuite  par  rapport  à  x  on  obtient  la  première 
des  intégrales  demandées,  l.a  deuxième  intégrale  se  tire  de  la 
première  par  une  dérivation  sous  le  signe  d'intégration.  La 
troisième  intégrale  est  une  combinaison  simple  des  deux 
premières.  (Juillet  1902.) 

Epreuve  écrite.  —  L  Démontrer  que,  dans  les  trois  cercles 
suivant  lesquels  la  sphère  osculatrice  en  un  point  d'une 
courbe  est  coupée  par  les  trois  faces  du  trièdre  mobile  lié 
au  point  de  la  courbe,  l'un  est  la  somme  des  deux  autres. 

II.  Lignes  de  courbure  de  l'hélicoïde  gauche  à  plan  di- 
recteur. 
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Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  valeur  de   l'intégrale 
définie 


L 


dz 


où  z  a  des  valeurs  réelles.  (Novembie  1902. j 

Rennes. 

EpREL  VE  ÉCRITE.  —  I.  Exposer  la  méthode  de  Caucliy  pour 
l'intégration  d'une  équation  linéaire  homogène  ci  coeffi- 
cients constants. 

II.  Intégrer  l'équation  différentielle 

1"  En  changeant  les  deux  variables  au  moyen  des  re- 
lations 

m 
a:  =  COl(0,  y  =  (l  -r- X-)^  Z, 

et  pre/ia/it  z  comme  nouvelle  fonction; 

2°  En  changeant  de  fonction  au  moyen  de  la  relation 

d'"-^  u 

Comparer  les  valeurs  de  y  obtenues  par  ces  deux  mé- 
thodes et  en  déduire  les  expi-essions  en  oj  de 

d'"-  cl'"- 

—, —  (arc  tai]ir.r)  et  —, —  Ioir(i -i- :r-). 

dx"'  ■  *=     '  dx'"-      °  ^  ' 

Epreuve  pratique.  —  Déterminer  les  lignes  asymptotiques 
de  la  surface  qui  a  pour  équation  en  coordonnées  rectan- 
gulaires 

z'^=^{x-^^y^). 

(Juillet  i<jo2.^ 

Besançon. 

Question  de  cours.  —  Exposer  la  théorie  de  la  différen- 
tiation  et  de  l' intéisration  sous  le  si^ne  somme. 
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Problème.  —  Soient,  sur  une  courbe  G,  A  un  point  fixe, 
M  un  point  variable,  s  V arc  AM  de  la  courbe  G,  R  le  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  relatif  au  point  M.  Déterminer 
la  courbe  G  de  telle  sorte  cju'on  ait  la  relation 


/dRy- 


(r3— ;«"0  (/>'^— rO 
9 5—4 


ni  •'  p  ■ 


m  et  p  étant  deux  cjuantités  données. 
On  utilisera  les  formules  connues 

f/a  =  —  >  dx  =  ds  cosa,  dy  =  dx  sina, 

X  et  y  étant  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  RI, 
a  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  des  x. 

Solution. 

On  obtient  d'abord  a  en  fonction  de   R  par  une  quadrature 

qui  s'effectue  facilement  en  prenant  \\}  comme  variable  auxi- 
liaire. On  a  ensuite  .r  et  ^  par  des  quadratures.  Les  courbes 
demandées  sont  des  ellipses. 

Ki'RELVE  PRATIQUE.  —  On  envisage  l'équation 
x  =  y  -h  e  ?sinx, 

développer  cosa"  suivant  les  puissances  de  e  par  la  formule 
de  Lagrange  jusqu'au  terme  en  e'*  inclusivement. 

Solution. 

COS57  =  cos  j'  H —  {cos'iy  —  i) 

e^ 
-<-  —  (3  cos3 jK  —  3  co?, y) 

-+-  —  (iG  cos4  j'  —  iG  cos'2  J-) 

e'> 
-\-  — -  (i25  cos ')  V  —  i35  cos3  y  -\-  lo  cos  v)-h.  . . . 

(.luillct  ir)0i.) 
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Question  de  coins.  —  Courbure  et  torsion  des  courbes 
gauches. 

Problè.mi:.  —  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  O x, 
OjK,  O^,  on  considère  un  hélicoïde  représenté  par  l'équa- 
tion 

y 

z  =^  a  arc  tan"  ^^ 
°  X 

et  dans  le  plan  des  xy  une  lemniscate  dont  l'éc/uation  est 

1°  Calculer  la  longueur  cVun  arc  cjuelconque  de  la 
courbe  C  suivant  laquelle  V hélicoïde  est  coupé  par  une  sur- 
face cylindrique  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  Oz 
et  la  lemniscate  pour  directrice  ; 

9."  Calculer  le  volume  situé  dans  l'angle  des  coordonnées 
positives  limité  par  le  plan  des  xy,  la  surface  cylindrique 
et  la  suif  ace  hélicoïdale  ; 

3°  Calculer  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C  en  l'un 
quelconque  de  ses  points  et  en  étudier  les  variations. 

l  On  fera  usage  des  coordonnées  cylindriques  r  =  \/x-^y'', 
0  =  arc  lang  —  ,  z.\ 

Solution. 
L'arc  5  de  la  courbe  G  est  donné  par  la  formule 
s  =  a  arc  sin  {\/-2  sin  O)  -+-  const . 
Le  volume  demandé  est 


a    r    0  </(J   / 

«^0  ^0 


rdr=-i--. 


Enfin  R  étant  le  rayon  de  courbure  de  C,  on  a 

4  a-  cos'*0 


R2: 


T  -H  8  COS'2  9 


Tz  ,  y.a  . 

0  variant  de  zéro  à  —  j  R  décroit  d'aijord  de  la   valeur  -:r- jus- 
4  J 
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>■  ...  ,      .  ,  a  v/7  .^  , 

qu  a   un  certain  minimum  égal  a — — ^j  et  croit  ensuite  de  ce 

4 
minimum  jusqu'à  la  valeur  a. 

EpBKUVE  PRATiQiK.  —  Calculer  l'intégrale 

{x^-\-\)  dx 


f 


[^     (  07  -H  I  )  \/x-  —  3x  -+-  '2 

Solution. 
La  valeur  de  celte  intégrale  est 

II  v/'^  -r-i5  log(i  +  v'^) 
4 

(Novembre  1902.) 

Montpellier. 

Epreuve  écrite.  —  Délerininer  une  courbe  plane  telle 
que  la  portion  de  la  tangente  comprise  entre  le  point  de 
contact  et  une  droite  fixe  ait  une  longueur  donnée.  Former 
l'équation  de  cette  courbe^  et  étudier  sa  forme.  Calculer 
le  rayon  de  courbure  et  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  en  un  point  de  la  courbe.  Former  l'équation 
de  sa  développée.  (Novembre  1902.) 

Grenoble. 
Epreuve  écrite.  —  L'équation 

/>--+-  q^- —  ipx  —  yqy  -t-  i  =  o 

étant  donnée,  on  demande  : 

i"  D'intégrer  complètement  cette  équation  et  de  déter- 
miner la  nature  des  surfaces  intégrales  ; 

1°  De  transformer  cette  équation  en  supposa/it  que  les 
axes  de  coordonnées  tournent  d'un  angle  a  autour  de  Oz; 

3"  De  rechercher  s'il  existe  des  surfaces  intégrales  qui 
soient  de  révolution  autour  de  Oz. 

Epreuve  pratique.  —  Par  les  points  d'une  hélice  tracée 
sur  un  cylindre  circulaire  droit  on  mène  des  parallèles  à 


(  ^3-  ) 
une  droite  fixe  :  on  demande  d'étudier  le  lieu  des  traces 
de  ces  parallèles  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du 
cylindre.  (Novembre  1902.) 


SOLUTIONS  U  OUESriOXS  PROPOSEES. 


1941. 

(1902,  p.   jSo.) 

Soient  abc,  a' h' c'  et  a" b" c"  t/'ois  triangles  inscrits  à  une 
liyperbole  équilatère  et  cV orthocentres  d,  d' ,  d" .  Si  a,  p,  y 
et  0  sont  les  orthocentres  des  triangles  aa'a",  bb'b'\  cc'c" 
et  dd'd",  0  est  l' orthocentre  du  triansrle  aSv. 

(DUPOUCQ.) 
SOLUTION 

Par  M.   R.  Gilbert. 

Considérons  neuf  points  sur  une  hyperbole  équilatère,  grou- 
pons-les par  trois,  les  orthocentres  des  triangles  ainsi  formés 
sont  trois  points  de  la  courbe,  sommets  d'un  triangle  dont 
l'orthocentre  est  indépendant  de  la  façon  dont  on  a  groupé  les 
points.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que  si  l'on 
échange  deux  sommets  a,  a'  des  triangles  abc,  a' b' c'  la  droite 
des  orthocentres  de  ces  triangles  reste  parallèle  à  elle-même. 
Car  l'orthocentre  final  sera  à  l'intersection  de  l'hyperbole  avec 
la  perpendiculaire  à  cette  direction  menée  par  l'orthocentre 
de  a" b" c" . 

Soient  donc  A,  h\  k,  k'  les  centres  des  hauteurs  des  quatre 
triangles  abc,  ab'c\  a'b  c  et  a  b' c'.  Désignons  par  i,  2,  3,  4,  5,  6 
les  côtés  de  l'hexagone  h' a  h  k'a'kh'  pris  dans  cet  ordre.  L'hexa- 
gone est  inscrit  à  l'hyperbole  ;  or  les  côtés  i  et  4  sont  parallèles  ; 
de  même  2  et  5.  Donc  aussi  3  et  6.  c.  q.  f.  d. 

1963. 

(1903,   p.  yC.) 

Rectifier  la  courbe  représentée  par 


(S-)-- 


'  b-  -4-  ft.r- 
.rM  —  —  I  I  —  r '  I  r, 1-11  =  o. 

y- 


(G.  Fi.iaui.) 


(  238  ) 

SOLUTION 
Par  M.  C.  Alasia. 
Faisons 

iF  =  psin^,        _/  =  pcoscp, 

et  après  quelques  transformations  l'équation  donnée  s'écrira 

«2  sin^Q  -t-  h-  cos-o  =  p-. 

Posons  a-  tang-ç.  =  b-  séc-to,  et  nous  aurons 

ds  ,  J a^ -^  b- cos' M 

=  ab 


doi  6--f-  rt-  cos-to 

ou  bien,  après  avoir  fait 

a--\-  b-  '  a--^  b-  ^ 

ds  ab  a  b  fa- — b-         b 


"W         sJa--\-b-  p\Jq         rty/rt--|-6^\    ps/q  sj q 

L'intégration  donne 

_b     a2_^,2      ç  dxù  b'^  ÇcIm 

'■''  i/a^  -\'  b^  J  p  \J(i        a  s/ a-  -h  h'^  j    s/q 

Si  l'on  avait  a  =■  b  on  aurait  é\idemment 


a     r  rto) 


car  alors  la  courbe  est  une  lemniscate. 

1968. 

(l'.io:i,  p.  Ml.) 

Sur  toute  normale  à  une  conique,  le  pied  de  cette  nor- 
male, le  centre  de  courbure,  le  point  de  Frégier  et  le 
milieu  du  segment  limité  à  In  ronii/ue  forment  une  divi- 
sion harmonique.  \M.  d'Oc.^gne.) 


(    23()    ) 
SOLUTION 

Par  M.   Canon. 

Appelons  i  le  point  de  Frégier  sur  la  normale  en  a  ei  la 
conique,  y  J^  centre  de  courbure  de  la  conique  relatif  au 
point  a,  et  y  le  point  où  cette  normale  coupe  la  conique. 

On  a  la  relation  connue 

I  I    _    I 

2  a  Y        «y         il  i 

Le  point  ni  étant  le  milieu  du  segment  oj\  on  peut  l'écrire 


I 

-^ 

I 

I 

ia-[ 

■j.ani 

ai 

\ 
«Y 

+ 

I 
a  ni 

2 

ai 

Donc,  etc. 

Autrement  :  Prolongeons  le  segment  ai  de  sa  propre  lon- 
gueur jusqu'en  i',  prolongeons  de  même  ay  de  sa  longueur 
jusqu'en  y';  il  s'agit  maintenant  de  démontrer  que  les  points  a, 
i',  y,  y'  forment  une  division  harmonique. 

Par  le  point  a  menons  les  cordes  rectangulaires  ab,  ac;  la 
droite  bc  passe  alors  par  le  point  i.  Parallèlement  à  ac  me- 
nons la  droite  bff  qui  coupe  la  normale  aj  au  point  ^;  les 
triangles  semblables  iac,  igb  donnent 

ia  _  ic 
iff        ib 

Si  le  point  b  vient  se  confondre  avec  a,  le  point  i  ne  change 

pas  de  position,  le  point  g  vient  en  y'  et  l'égalité  précédente 

s'écrit 

ia  _   ij 

i'y'        ici 
d'où 

—2  —■-'■■, 

la  ou         II     =  ij  X  i^(  . 

Donc,  etc. 


(     24o    ) 


OllKSTIOXS. 


1972.  Déterminer  a  et  li  de  façon  que  les  intégrales 

/( 'XX  -h  II) dx 
\/x{x  —  \)(^x  —  \){x  —  ^) 

/{y.x  —  5  A  )  dx 
\/  X'*  -f-  -2  X'  —  \x  -\-\ 

soient  pseudo-elliptiques  et  les  calculer.  (DoLBXlA.) 

1973.  Trouver  dans  quels  cas  les  intégrales  abéliennes 

r  dx 

Il  =   f    .  _  =, 

J    [/(x — a)''{x  —  b)-{x--+-cx 


ey> 


h 


dx 


\/{x  —  a){x  —  bfix  —  cf-x- 


peuvent  être  ramenées  à  des  intégrales  elliptiques  et  faire  ces 
réductions.  (Dolbnia.) 

197-4.   Posant  d'une  manière  générale 
yi^—  (m  -H  iy'aoX'"-hm'''fiiX">^^-+-(in  —  \)'-'a2X'>'---+-...-i-  a,,,, 

k  et  m  étant  des  entiers  positifs,  si  l'équation  j'q=  o  a  toutes 
ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation  jk/==  o, 
quel  que  soit  /.,  les  deux,  équations  ayant  d'ailleurs  le  même 
nombre  de  racines  positives.  En  outre,  si  p  >  /.,  toute  ra- 
cine/J"'^''' de  ^o  =  o  est  racine  (/>  — /i)"p''  de^A=:o. 

Par  exemple,    en    partant   de  y^—ix  —  i)'",    on    voit   que, 
pour  A  <  m, 

ni      , 


m  (  /n  —  [  )  ,  , 


(—i)'«=(:r -,)'«-/./(>:), 


/( x)  ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  positives. 

(AI.    uOcAGNK.) 


(  ^^4-  ) 

[R8ca] 

PUOBLÈME  DE  MÉCANIQUE  RiTIORJNELLE; 

Pau  m.  h.  ANDOYER. 


Le  problème  siiivaui  avait  été  composé  pour  être 
proposé  au  Concours  (Vagrégat.ion  des  ScieJices  ma- 
thématiques. 

Après  lé  flexion,  il  nous  a  paru  peut-être  un  peu 
trop  difficile  et  nous  y  avons  renoncé. 

La  Rédaction  des  jNouvelles  Annales  nous  a  demandé 
de  le  publier,  pensant  que  cela  serait  utile  aux  can- 
didats tant  à  cause  des  particularités  du  calcul  que 
comme  exemple  des  conséquences  curieuses  auxquelles 
peut  conduire  la  Mécanique  rationnelle  lorsqu'on 
pousse  ses  hypothèses  théoriques  jusqu'aux  limites 
extrêmes . 

Énoncé.  —  Oxyz  est  un  ulèdre  tpireclangle. 

La  verticale  ascendante  du  point  O  est  située  dans 
le  plan  Oxz  et  fait  avec  Ox  l'angle  [i ,  compris 
entre  o  et  tt. 

La  droite  Ox  est  l'axcî  d'un  cylindre  de  révolution, 
creux  et  indéfini,  ie  rayon  de  la  surface  intérieure  de 
ce  cylindre  étant  11. 

Une  sphère  S,  pesante  et  homogène,  de  masse  m  et 
de  rayon  p,  se  meut  à  l'intérieur  du  cylindre,  et  est 
assujettie  à  rester  en  contact  avec  lui,  d(;  façon  qu'elle 
puisse  rouler  et  pivoter  sur  la  surface  du  cylindre, 
mais  non  gliss(;r  :  on  néglige  d'ailleurs  i(^  IrottenuMil 
de  roulement  et  celui  de  pivotement. 

Ann.  de   Matlieinat.,  \'  ^éiic,  I.  III.  (Juin   mjo.'i.)  lO 


(     242     ) 

1°  Etablir  les  équations  qui  déterminent  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  de  la  sphère  S,  la  rotation  de 
cette  splière  autour  d(^  son  centre  de  gravité,  et  la 
réaction  du  cvlindre  sur  la  sphère. 

2°  On  désigne  par  g  raccélération  de  la  pesanteur, 
par  X  l'abscisse  du  centre  de  la  sphère,  par  8  l'angle  que 
fait  avec  Oz  le  rajoii  du  cylindre  qui  contient  le  centre 
de  la  sphère.  Former  l'équation  différentielle  qui  définit  9 

eu  fonction  du  temps  t\  puis,  posant  u=  —j-y  et  pre- 
nante comme  variable  indépendante,  former  l'équation 
différentielle  qui  détermine  u  en  fonction  de  0. 

3°  Montrer  que  les  équations  différentielles  ainsi 
obtenues  peuvent  s'intégrer  à  l'aide  de  quadratures,  et 
eu  déduire  toutes  les  inconnues  du  problème,  en  se 
conteniant  d'indiquer  les  quadratures  à  effectuer. 

On  introduira  ici  les  données  ijiitiales,  savoir  :  les 
valeurs  Xq  et  Qq  de  x  et  de  9  pour  t^o;  la  vitesse  V 
du  centix'  de  gravité  de  la  sphère  S  et  l'angle  a  que 
fait  cette  vitesse  avec  Ox,  au  même  instant;  enfin 
la  composante  oj  de  la  rotation  de  la  sphère  autour 
de  son  centre,  suivant  le  rayon  de  cette  sphère  cjui 
aboutit  à  son  point  de  contact  avec  le  cylindre,  tou- 
jours pour  t  =  o. 

4"  Discuter  la  variation  de  l'angle  0  dans  les  différents 
cas  possibles.  Il  faut  d'ailleurs  observer  (jue  la  sphère 
quitte  le  cylindre  quand  elle  cesse  d'être  pressée  sur  lui, 
et  l'on  n'étudiera  pas  son  mouvement  ultéiieur. 

l'ormer,  en  particulier,  la  condition  (jue  doivent  vé- 
riiicîr  les  données  initiales  pour  que  l'angle  0  varie  tou- 
jours dans  le  même  sens,  la  sphèie  ne  quittant  jamais 
h;  cylindre. 

5"  Intégrer  conq)lèlemeut  toutes  les  équations  du  pro- 
blème dans  le  cas  particulier  où  l'angle  [iJ  est  nul. 


(  243  ) 
(^u'arrivc-t-il  alors,  si  l'on  a,  en  outre,  la  condition 

V  si  11 7  =  o? 


SoluLioii.  —  On  voit  sur  la  ligure  la  verticale  ascen- 
dante 0\  du  point  O;  la  section  droite  de  centre  C  du 
cylindre  qui  contient  à  Finslant  t  le  centre  S  de  la 
sphèrej  celle-ci  touchant  le  cylindre  en  A. 


^ 

^'\ 

/ 

V 

'v'' 

/'   \ 

/-''     ^/ 

ç,  i  '"■• 

o 

/'Np 

î 

/ 

/ 
/ 

/y' 

\ 

le 

;' 

X,,!^-' 

Au  système  d'axes  fixes,  on  adjoint  les  axes  mobiles 
rectangulaires,  orientés  comme  les  premiers,  Sx^  paral- 
lèle à  Oa:,  Si'  perpendiculaire  à  CA  et  parallèle  au 
plan  Oyz,  S z'  qui  n'est  autre  que  le  rayon  CA. 

La  position  de  la  splière  est  déterminée  par  l'abscisse :t." 
de  son  centre  et  l'angle  0;  car,  si  y  et  z  sont  ses  deux 
autres  coordonnées  par  rap|)orl  aux  axes  fixes,  on  a 


y  =  (R  —  p)  sinO, 


(R  — p)cosO. 


La  rotation  de  la  splière  est  déterminée  par  ses  pro- 
jections p,  y,  /•  sur  les  axes  mobiles  Sx',  Sy'^  Sz'.  De 
même,  la  réaction  du  cylindi'e  sur  la  splière  est  déter- 
minée par  ses  [tro|ections  ///X,  ///Y,  m/j  hur  les  mêmes 
axes. 


(  244  ) 

D'ailleurs,  la  rotaiion  du  système  des  axes  mobiles 

par  rapport  aux  axes  tixes  est y,  dirigée  suivant  Ujc. 

Enfin,  observons  que  le  moment  d'inertie  A  de  la 
sphère  par  rapport  à  un  quelconque  de  ses  diamètres 

est  -nio- . 

5      ' 

Ecrivons  alors  les  conditions  qui  résultent  de  l'absence 
de  glissement;  la  vitesse  absolue  du  point  A  de  la  sphère 
est  nulle.  Or,  les  coordonnées  de  A  par  rapport  aux  axes 
mobiles  sont  o,  o,  15  les  projections  de  la  vitesse  de  S 

■  >  dx     ,^  .  d.%  , 

sur  les  mêmes  axes  sont  — >  (n.  —  p);;v~'0;  on  a  donc 

les  deux  relations  : 

/  dx 

Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  de 
la  sphère  sont  évidemment 

--4-  =  Y  cosO  -I-  Z  sin6, 
dt^ 

-T-j  —  —  ^  ^'"  0  -f-  Z  cos  8  —  ,^  sin  p  ; 

et  les  équations  qui  déterminent  la  rotaiion  de  la  sphère 
sont,  en  appliquant  les  équations  d'Euler  les  plus  géné- 
rales [voir  P.  Appell,  limité  de  3Iécanit^ue  ration- 
nelle, t.  11,  [y.   196)  : 

.  dp 

df  "^     ' 

.dq  d^ 

dl  dl 

,  dr  ,      f/e 

dt  ^  dt 


(  ^4.^  ) 

Ces  deux  derniers  groupes  de  trois  é({ualions  se  Lrans- 
fornieut  facilement  en 

f   Z  =  —  (H  —  0  )  —, F-  :;'■  sin  B  cos  6  ; 

\  '  ■'  dt^        ''         '^ 

et 

dt  'io  di-         2  p 

1  dq  </0  ■)    f  d'^  X  ,,\ 

^   dt  dt        -2  p  \  f/f  2         »  ^  J  ■> 

dr  _  c/0 

/dt    ~       ^^  dt' 

En  adjoignant  aux  équations  (i),  (2),  (3)  la  condi- 
tion Z<<o,  qui  exprime  que  la  sphère  reste  pressée  sur 
le  c_ylindre,  on  a  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  lésoudre 
la  question. 

La  seconde  équation  (i)  donne 

_  Fi  —  p  ^ 
^  ~       p       rf7'' 

et  en  portant  cette  valeur  dans  la  première  équation  (3), 
on  a,  pour  déterminer  0,  ré(|uation  dilïérentielle 

Y  et  Z  résultent  de  la  connaissance  de  0,  ainsi  que  p. 

Faisant  maintenant -v-  =«,  t't  prenant  0  comme  va- 

liable  indépendante,  on  a,  par  la  première  équation  (1) 
et  la  deuxième  é(|uation  (3), 

u  7    du        5  g        r,dt 

^  -  p  >.z   d^         -10         ^  df)' 


(  246  ) 
mais  la  dernière  équation  (3)  donne 

dr 

et,  par  suite,  on  a  finalement  pour  déterminer   u  en 
fonction  de  (J,  l'équation  diiïérenlielle 

.  - ,  d'^ii       -i  5  ,,  d^  t 

(5)  ^-^7"^;^^^«^P^=«' 

X  résulte  de  la  connaissance  de  u^  ainsi  que  q  et  /■. 

Introduisons  les  conditions  initiales  indiquées  dans 
l'énoncé.  En  marquant  de  l'indice  o  les  quantités  rela- 
tives au  temps  f  =  o,  on  a 

»o=\'cosa.         (R  —  p)(^-)    =Vsinx, 
''\dtJo 

\'  sin  a  V  cosa 

P  P 

lu\         ■*  5  (  R  —  oii'cosS 


d^)  /  0        7     '         7  V  si  11  a 

avec  la  condition 

V-  sin^a  >■  ^'l  R  —  p)  sin  [j  cosOy, 

([ui  exprime  que  la  sphère  ne  quitte  [)as  le  cylindre  dès 
le  déhut  du  mouvement. 

L'équation  (4)  donne  alors  sans  peine 

R  —  P  f/0 

dt  = 


1/  iH '      ,,,    ■'  , ^(cosOo— cosO) 

d'où  f.  par  une  cjuadratuie. 

On  en  déduit  p,  \,  Z  immédiatement;   et  la  condi- 
tion Z  <;  o  devient 

V^sin'-aH ,^(R  —  p)sin[î(io  cusOq —  17  fosO)  >  o. 


(  ^4:  ) 

Eli  intégrant  l'équation  (5)  d'après  les  règles  géné- 
rales, et  taisant  disparaître  -j^  à  l'aide  d'une  intégration 
par  partie,  il  vient  d'aLord,  en  posant 


et  appelant  A  et  F)  deux  constantes  arbitraires, 

/(  =r  Acoscs  -+-  B  sina i-cosSf  coso  /  -r-  cosor/cs-f-  sino  /  -j-siiiç/  (/o  ). 

7  V       V  f^?         '     '  V  ^h        '      7 

Eu  tenant  alors  compte  des  conditions  initiales,  on  a 
définitivement 


i  =  V'  cosa  c 


o^(^/^(f'-'^o 


îwpsinU/^CO-Oo) 


7  V  sina 


cos    1/1(0 -60) 


X 


/     ^^    10  ^--(R  — p)sin[j"~ 
'  n        V        "^   7  \-  sin-a 


)     f/û 


cosOq  —  cosô) 


n^(i/'^{(i  —  %)jdO 


10  ^(  H  — P)  sin3 
4/  i  H-  —        ^,.,  „:„,  „ — ^  (cosOo  — cosO) 


Ou   en  déduit  y,  /•,  X  immédialeuient^  et  (inalement 


X  —  .^0 


/(). 


(  248  ) 
de  sorte  que  le  problème  est  complètement  ramené  aux 
(ju  ad  ratures. 

Les  valeurs  que  peut  prendre  l'angle  H  sont  définies  : 

1°    par  la    condition   que   ^    soit   réel,  ce  qui  donne, 

sin,3  étant  positif  d'après  l'énoncé, 

7  V2  sin2  a 
7-5 ^ — -. — K  -t-  cos6ft>  cosG: 

2"  par  la  condition  Z  <<  o,  ou  bien 

jV-sin-a  ^         17 

-. — ^  -^  cosOo>  -^cos8. 


io^(R  —  pj  sin  fi  ^  10 

En  appelant  /r  la  quantité  positive 

io^(R  —  p)  sinS' 

on  obtient  alors  les  résultats  suivants  pour  la  discussion 
de  la  v^ariation  de  l'angle  0  : 

I.  cos6o>  o. 

révolution    complète,    l'angle    0 

/:  >  —  —  cos6o,  variant    indéfiniment    dans   le 

10 

même  sens; 

7         A     ^  /    ^  •?  fv        '"î   mouvement   commence,    puis 

—  coseo<  A<  —  —  cos6„,  ri 

10  10  la  spiiere  quitte  le  cylindre; 

,     ^    7  ,  la  sphère  quitte  tout  de  suite  le 

A-  <  —  cosOu,  ',.    , 

10  cylindre. 

II.  cosOo<  o. 

A' >  — -  — cosOn.  révolution  compièie; 

10  ' 

ft     ^   .         17  ,  le    iiiciu\  ement,   commence,    puis 

—  coseo<  A  <  -^  —  cosOo.  ,  ,.  .,,     ,         ..     .   * 

10  l<i  s|)lieie  quitte  le  cylindre; 

,  .  moiiNemcnt    oscillatoire,    0   pre- 

A<— cosOo,  I         , 

liant  la  >alcur  movciine  r. 


(  ^49  ) 
En  parliculier,  on  voit  que  la  condilion  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  8  varie  toujours  dans  le  même  sens, 
la  sphère  ne  quittant  jamais  le  cylindre,  est  toujours 

/f  >■  — ^  —  cosOq- 

lO 

Si  l'on  a  ^  =  o,  c'est-à-dire  si  le  cylindre  est  vertical. 

ou  a 

</-f)  ,,    ,  A       A         Vsina 

— —  =  o,         d  ou         fj  =  Oq  -j-  — — —  t, 
df^  K  — p    ' 

et  la  sphère  est  toujours  pressée  sur  le  cylindre. 
On  a  ici 

dx       ,,  / ,    /2  ^'  siiia    \ 

u  =  —r-  =  V  cos  a  cos  11/  — r- t 

dt  VV    7   R— ?    / 

d'où  l'on  déduit  .r  sans  peine.  Il  csl  d'ailleurs  intéres- 
sant de  retnarquer  que  cette  quantité  x  est  piuement 
périodifpie. 

Ces  derniers   lésultats   ne  s'applicpunt  pas  si  l'on  a 
Vsina  =  0,  car  alors 

0  =  (Jo,         j>  =  o. 

Mais  on  trouve  immédiatement 

d'^x       5 
dt-         7 


X  =  XQ-i-V  coscc.t :^l^ 

'4 

V  cos a         5   ^ 

7  == H  -  -/,  /• - 

7  ? 
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[M=4io] 

DÉMOi\STRVTIOXS  DU  THÉORÈME  DE  VILLARCEAII;  ^ 

Par  m.  a.  MÂNNHEIM. 


INIa  Noie  sur  le  ibéorème  de  Schœlclier  ('),  dans 
laquelle  il  est  queslion  du  lliéorènie  de  Villarceau  sur 
la  nature  de  la  seetion  d'un  tore  par  un  plan  Li tangent 
à  cette  surface,  m'a  rappelé  des  démonstrations  de  ce 
tliéorème  que  j'ai  trouvées,  il  y  a  déjà  longtemps,  et 
que  je  n'ai  pas  eu  l'occasion  de  faire  connaître. 

Considérons  un  tore  comme  l'enveloppe  d'une  splière 
de  grandeur  invariable.  Par  le  centre  O  du  tore  menons 
le  plan  (P)  bitangent  à  cette  surface.  La  section  du 
tore  par  ce  plan  est  l'enveloppe  des  petits  cercles,  inter- 
sections de  la  spbère  mobile  et  de  (P).  Ces  cercles  ont 
leurs  centres  sur  l'ellipse  (E),  projection  sur  (P)  du 
cercle  déciit  par  le  centre  de  la  sj)bère  mobile;  ils 
coupent  ortbogonalement  le  cercle  qui,  sur  (P),  a  pour 
diamètre  le  petit  axe  de  (E);  ceci  résulte  de  ce  que  ce 
cercle  est  la  trace  de  la  sphère  de  centre  O  qui  coupe 
ortliogonaicment  les  spbères  donl  le  tore  est  l'enve- 
loppe (2). 

Il  reste  maintenant  îi  démontrer  cette  propriété  : 

L'cnvfiloppe  des  cercles  dont  les  centres  sont  sur 
une   ellipse   (E)   et   qui  coupent  orthogonalenient   le 


(')    ]'oir  page  io5  do  ce  Voluinc. 

(-)  De  la  même  manière  on  vnil  (jue  la  section  d'un  tore  par 
un  jildH.  (/ni  coupe  l'axe  de  cette  surface,  est  l'enveloppe  des 
cercles  dont  les  centres  sont  sur  une  cUijisc  et  qui  coupent  ortho- 
gonalenient un  cercle.  On  a  ainsi  la  géncriilion  des  analiagmaliqiics 
«lu  qiiiil  iirn\c  flrgré  donnée  par  ^Monlai'd. 
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cercle  (C)  qui  a  pour  dianiclre  le  peLit  axe  de  celle 
courbe,  se  compose  de  deux  cercles  (T). 

Le  grand  axe  de  loiigueui-  la^  de  l'ellipse  (E).  est 
égal  au  diamètre  du  cerele  décrit  par  le  cenlie  de  la 
sphère  mobile,  sou   petit  axe,   de  longueur  ih,  est  le 


segment  compris  entre  les  points  de  contact  de  (P), 
par  suite  sa  demi-distance  focale  c  est  égale  au  rayon 
de  la  splière  mobile. 

A[)pelons  /■  le  rayon  d'un  cercle  ayant  pour  centre  le 
point  iM  de  l'ellipse  (E)  et  qui  coupe  à  angle  droit  le 
cercle  (C).  On  a 

Appelons  F,  F'  les  foyeis  de  (E), 

MF"  -i-  M\"'  =  a  MO'  +  ■?.  c^-  =  -x  r'-  +  ■>.  a'^, 


u  ou 


MF    -4- MF" 


■■>.  r,:^  _   /MF-  MI-'Y^ 


eL  coin  nie 


on  a  donc 
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_  MF  —  MV 

_  MF  +  MF' 

•j. 

MF  =  r  -r-a, 
MF'  =  a  —  r. 


On  peiil  alors  conclure  que  le  cercle  de  centre  arbi- 
traire M  sur  (E),  et  qui  coupe  orthogoiialeiuent  (C), 
est  toujours  tangent  aux  cercles  fixes  (T)  de  centres  F 
et  F',  et  de  rayon  de  longueur  r/,  lesquels  constituent 
V enveloppe  cherchée. 

autrement  :  Menons  la  tangenle  MG  à  (E)  et 
abaissons  sur  cette  droite  la  perpendiculaire  FG  qui 
coupe  F' M  au  point  L. 

Par  le  centre  O  menons  la  parallèle  01  à  FL. 

Elle  coupe  F'L  au  point  J,  le  segment  OI  est  égal 
à  FG. 

On  voit  de  même  que  01'  est  égal  à  la  perpendicu- 
laire F'K  abaissée  sur  la  tangente  en  M  à  (E). 

On  a 

FGxF'K  =  bK 
On  a  donc  aussi 

01  X  0I'=  h'-. 

Le  cercle  de  centre  M,  qui  passe  par  I,  1',  coupe  alors 
orthogonalement  le  cercle  (C),  et  comme  ce  cercle  de 
centre  M  est  tangent  en  I,  1'  aux  cercles  fixes  (F),  ces 
cercles  constituent  V enveloppe  cherchée. 

autrement  :  En  rédigeant  ces  anciennes  démonstra- 
tions j'ai  remarqué  qu'on  a  encore  la  suivante  : 

Des  points  F,  F'  comme  centres  décrivons  les 
cercles  (F)  qui  passent  par  les  extrémités  du  petit  axe 
de  (E).   Le  lieu   des    centres    IM   des   cercles   qui  leur 
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sont  tangents  est  une  ellipse,  qui  a  pour  foyers  les 
centres  F,  F,  de  ces  cercles  et  qui  passe  par  B.  Celte 
courbe  n'est  autre  alors  que  (E).  Le  point  O  étant  un 
centre  de  similitude  des  cercles  (T),  la  droite  de  con- 
tact ir  passe  par  ce  point  et  l'on  a 

or  X  or  =  ÔB\ 

Le  cercle,  dont  le  centre  M  est  sur  l'ellipse,  est  donc 
en  outre  orthogonal  au  cercle  (C),  et  comme  ce  cercle, 
lorsque  M  varie  de  position  sur  (E),  est  toujours  tan- 
gent aux  cercles  (T),  ceux-ci  constituent  V enveloppe 
cherchée. 

Remarque.  —  Les  cercles  (T)  sont  égaux  au  cercle 
décrit  par  le  centre  de  la  sphère  mobile  dont  le  tore  est 
l'enveloppe. 

Leurs  projections  sur  le  plan  de  ce  dernier  cercle 
sont  des  ellipses  égales  à  (E). 


[D] 

SIU  LA  TRA\'SFORMATIO\'  DES  FOXCÏIOXS 

D'lli\E  VAIIIABLE; 

Par   JVI.    K  .    lÂGGI. 


PREMIER    MEMOIRE. 

Le  problème  de  transformation  qui  fait  l'objet  de  ce 
Mémoire  est  le  suivant  : 

Étant  données  deux  fonctions  quelconques  F(  J") 
et  1>(.r),  exisLe-t-il  des  substitutions  uf.  tu  \nskorma- 
Tio.N  Lix)  et  -(x)  telles  que  l'on  ait  identiquement 
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et,  dans  le  cas  ou  il  en  existe,  quelles  sont  les  pro- 
priétés des  fonctions  t  et  t,  et  enfin  comment  peut-on 
déterminer  F  et  $  lorsqu'on  se  donne  les  fo/ictions  t 
et  T 


^9 


On  voit  que  ce  problème  général  comprend  comme 
cas  particulier  le  problème  de  la  périodicité  générale 
des  fonctions  que  nous  avons  étudié  précédemment, 
puisqu'il  su  Hit  de  supposer  (jue  F  et  <ï>  sont  identiques 
pour  que  /,  et  t  soient  des  substitutions  laissant  F  inva- 
riable. 

1.  Supposons  tout  d'abord  que  F  et  <t>  soient  des 
fonctions  comj>lètes  uniformes;  alois  les  équations  (i) 
déterminent  des  fonctions  ^  et  t  qui,  décomposées  eu 
fonctions  uniformes  (partielles  ou  complètes),  sont 
solutions  simples  de  ces  équations,  sauf  peut-être  en 
des  points  .r  particuliers  qui  sont  les  points  multipbîs 
des  groupes  de  transformation  composés  Tun  des  fonc- 
tions /,  l'autre  des  fonctions  t;  on  le  démontre  facile- 
ment de  la  même  manière  que  nous  avons  démontré  que 
toute  fonction  complète  uniforme  F  admet  des  substitu- 
tions la  laissant  invariable,  qui  sont  racines  simples  de 
l'équation  F(5)  =  F(.r)  sauf  aux  points  multiples  du 
groupe. 

Au  contraire,  si  F  et  <I>  sont  des  fonctions  com- 
plètes multiformes  se  décomposant  respectivement  en 
deliors  de  leurs  multiplicités  en  fonctions  partielles 
uniformes  /,,  /o,  ...,  ci,,  o-2,  ■■■,  It-'S  équations  (i) 
se  déconjposent,  cliacune,  en  une  série  d'équations  : 


sont  les   indices  i ,  2, 
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dans  un  cer.ain  ordre;  cl  l'on  voil  que  F  et  0»  devraient 
satisfaire  à  certaines  conditions  pour  qu'existent  sunul- 
tanéniei.t  toutes  les  équations  /.(O  =  ?a,X-^')  «"  toutes 
les   équations  'f .(.)  =/^„(-^-)-  ^e  n'est  donc  que  dans 
des  cas  exceptionnels  que  deux  lonctions  nudt.Iormes  i^ 
et  ^  peuvent  être  transformées  l'une  en  l'autre  par  des 
substitutions  5  ou  .;   mais  il  en  existe  évidemment  de 
telles,    car    si  F^'///),    ^'^  *  =  /(?)   «"  X/^^  .^"« 
fonction  complète  multiforme  et/  et  o   des  fonctions 
complètes   uniformes,  les   fondions   F  et  $  admettent 
évidemment  les  substitutions  de  transformation  de/  et 
de  cp;  c'est  le  cas  où,  dans  les  équations  (2), 

les  fonctions  partielles  /«  et  '^.  étant  obtenues  par  une 
//ié'me  fonction  partielle,  partie  de  y. 

Nous  considérerons  donc  particulièrement  le  cas  de 
deux  fonctions  complètes  uniformes  quelconques  F  et  O» 
qui,    toujours,   ont  des    substitutions    les   transformant 

l'une  en  l'autre.  m^^  \ 

Nous  désignerons,  dans  tons  les  cas,  par  groupe  {V  a») 
de  transformalion  l'ensend.le  de  toutes  les  fonctions  t., 
racines  de  la  première  équation  (1),  qui  transforment  F 
en'D;  ^^v  groupe  (4>F)  de  transformation  l'ensemble 
de  toutes  les  fonctions  t,  racines  de  la  seconde  équa- 
tion (i),  qui  transforment  $  en  F. 

Nous  désignerons  aussi  par  groupe  (F)  le  groupe 
des  substitutions  .s  qui  laissent  F  invariable  et  sont  les 
racines  de  l'équation 

et   par    groupe   (<I>)  le    groupe  de    substitutions    t   (,ui 
laissent  ^V  invariable  et  sont  les  racines  de  l'e<iualion 

(4^  cl.(  7)   =  <l»(^X-). 


(  .56  ) 
Les  groupes  de  transformation  (F^)  et  (<ÎjF)  jouissent 
de  propriétés  générales  simples  que  nous  déniontrerous 
dans  ce  qui  suit. 

2.  De  ce  que  les  équations  (i)  sont  symétriques  l'une 
de  l'autre  on  déduit  que  les  substitutions  -  du 
groupe  (<I>F)  sout  les  inverses  des  substitutions  t  du 
groupe  (F$);  on  le  vérifie  facilement  en  substituant 
à  X  l'inveisc  t_,t  de  t,i  dans  l'équation 

F(?„(x))  =  ^{x); 

on  a  aiusi  en  supposant  t,,  ( t_„(^jc))  =  j:*  (  '  )  : 
F(x)  =  'ï>(^_„(a')), 

ce  qui  prouve  que  t_,i  est  l'une  des  fonctions  -:  du 
groupe  (<Ï>F);  il  en  résulte  immédiatement  que,  sauf 
dans  des  cas  particuliers  que  nous  étudiei'ons  plus  tard, 
le  même  groupe  de  transformation,  (F$)  par  exemple, 
ne  contient  pas  généralement  l'inverse  d'aucune  de  ses 
substitutions,  c'est-à-dire  n'a  pas  d'élément  commun 
avec  le  deuxième  groupe  (4>F). 

Si  dans  la  première  équation  (i)  on  fait  une  substitu- 
tion T  quelconque  de  (<Ï>F),  on  obtient 

(5)  F[({'.{x)))  =  <l>{^ix))  =  ¥{x). 

Donc,  t(r{x)]  est,  ou  .r,  ou  une  sul)Stilution  s  du 
groupe  (F)i  en  laisant  dans  la  seconde  équation  (\)  une 
substitution  /  quelconque  de  (F<ï>),  on  verrait  de  même 


(')  Nous  rappelons  que  si  f_„  est  inulliforme  et  /„  uniforme,  on  a 
nécessairement  t^{t_^)  =  x  quelle  que  soit  la  fonction  partielle  t 
choisie,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  <_„(  f^J  qui  n'est  égal  à  x 
que  pour  une  fonction  partielle  /_„  convenablement  choisie,  el,  en 
{•enérai,  a  pour  valeurs  toutes  les  substitution-,  x,  «,  (  j;),  .s,  (  >r  ),  ... 
de  la  fonction  uniforme  t,,{x). 
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que  ~(  l{x))esl,  ou  x,ou  une  sul)sutulion  ::' du  groupe  <ï>, 
c'esl-à-dire  aue  : 

I .  Les  subsLitutions  L  de  (F  <I> )  iransfonnent.  le  groupe 
de  transformation  (<Î>F )  en  le  grouj)e  (F)  des  substi- 
tutions d' invariabilité  de  ^ {oc)  et  les  substitutions  -z 
du  groupe  de  transformai  ion  (^F)  transforment  le 
groupe  de  transformation  (F$)  en  le  groupe  (<I>)  de 
substitutions  d' invaiiabiliLc  de  <l>(x). 

Si  dans  la  première  équalion  (i)  on  fait  une  subsli- 
lulion  d  du  gioupe  ((I^)  de  fl>(x),  ou  a 

(6)  F(^(^(^-))j  =  *(^(-^))  =  *(-^)- 

Donc  f  ( 3'(.r)j  est  encore  uue  substitution  ^lu  groupe 
de  transforma tiou  (F^)^  on  voit  de  même,  en  faisant 
une  substitution  s  du  groupe  (F)  dans  la  seconde  équa- 
tion (i) 

(6')  <P{-{s{x)))  =  V{s{x))  =  ¥{x), 

que  lisi^x))  est   encore  une   substitution  t  du   groupe 
(<Ï>F);  c'est-à-dire  que  : 

II.  Les  substitutions  s  du  groupe  (F)  de  F(jt;)  ne 
font  que  permuter  les  éléments  du  groupe  de  trans- 
formation (*Ï*F)  et  les  substitutions  :i  du  groupe  (<I>) 
de  <I>(x)  ne  font  que  pernuiter  les  élèinenls  du  gi-oupe 
de  transformation  (F<]^). 

Si  dans  l'équation  (3)  on  fait  une  substitution  ^  quel- 
conque du  groupe  (F4>),  on  a 

(7)  ^^{s{t{x)))  =  V{t(x})  =  'I'(.rj; 

s[l.(^x))  est  donc  encoie  une  substitution  t  du  groupe  de 
Ann.  de  Matliémat.,  4'  série,  t.  111.  (Juin  i(jo3.)  17 
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transformation  (F<1>)  ;  et,  de  même,  si  dans  l'equation  (4) 
on  fait  une  substitulion  -7  quelconque  du  groupe  (<Ï*F), 
l'équation 

(7')  1>{^{z(x)))  =  <i^{z{x))  =  F(x) 

montre  que  a'(^T(a:))  est  encore  une  substitulion  -rdef^F)-, 
c'est-à-dire  que  : 

III.  Le  groupe  (<E>)  de  ^(x)  est  transformé  en  le 
groupe  de  transfornuilion  (<I>F)  ]}ar  les  subsiiiulions  du 
groupe  ($F)  lui-même  et  le  groupe  (F)  de  F(.r)  est 
transformé  en  le  groupe  de  transformation  (F<Ïï)  par 
les  substitutions  du  groupe  (F$)  lui-même. 

Les  théorèmes  1,  IF,  ]II  expriment  les  propriétés  cor- 
rélatives les  plus  générales  des  quatre  groupes  (F),  (<ï>), 
(F<I>),  (<I>F);  à  ces  propriétés  nous  ajouterons  les  sui- 
vantes qui  sont  relatives  aux  points  multiples  des 
groupes  (FO),  (<Ï>F),  c'est-à-dire  aux  points  x  où 
quelques  substitutions  /,  ou  t,  s'égalent. 

3.  Si  l'on  désigne  par  F_,,  4>_,  les  fonctions  inverses 
des  fonctions  F(a.),  <î>(x),  les  (jualre  groupes  considérés 
peuvent  être  représentés  par  les  égalités 


(8) 


(9i 


(F)  ¥-,{¥{x)\=x,     s,,      s,, 

(  'I'  )  «l'-i  (*  ( X  ))  =  X,     cfu     a'i , 

(F*)  F_,(*(:r))  =/„      t,,     . 

('I-Fj  1>_,(F(a7))    =T„       To,         . 


Les  points  mulliples  de  (F),  où  quebpies-unes  des  s 
s'égalent,  soûl  les  points  r/,  r/',  a'\  ...,  pour  lesquels 
F(x)  prend  des  valeurs  b,  l)\  .  .  .  <pii  sont  les  points 
multiples  de  la  fonction  complète  multiforme  F_i(x), 
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OU  si  l'on  veut  les  points  critiques  des  Couetions  partielles 
uniformes  en  lesquelles  F_,  (x)  se  décompose;  or,  dire 
que  deux  au  moins  des  substitutions  t  s'égalent,  c'est 
dire  que  deux  fonctions  partielles  composant  la  (onction 
complète  multiforme  F_,  (<I>(x))  s'égalent  :  il  est  donc 
nécessaire  et  suffisant  pour  cela  que  ^{x)  soit  égale  à 
l'une  des  valeurs  h  indiquées  plus  haut,  qui  sont  déter- 
minées par  les  points  multiples  a  du  groupe  (F)  sous  la 
fornu; 

puisqu'on  doit  avoir 

<î>(,r)  —  b  =  F(a), 

les  points  multiples  du  groupe  de  transformation  (F<I>) 
(où  deux  substitutions  (  au  moins  s'égalent)  sont  donc  les 
transformés  ^.{a)par  les  substitutions  t  du  groupe  (<Ï>F) 
des  points  multiples  a  du  groupe  (F)  de  F(x). 

On  verrait  de  môme  que  les  points  multiples  du 
groupe  de  transformation  (<I>F)  (où  deux  substitutions  t 
au  moins  s'égalent)  sont  les  transformés  t(a)  des  points 
multiples  a  du  groupe  (4))  de  <I>(.r)  par  les  substi- 
tutions du  groupe  (F<I>). 

4.  Les  propriétés  que  nous  avons  démontrées  ap- 
partienjient  à  tout  couple  de  groupes  de  transforma- 
tion (F<I\),  (<I^F),  c'est-à-dire  aux  groupes  de  transfor- 
mation de  deux  fonctions  conq)lètes  uniformes  F  et  $ 
tpielconques,  et  aux  groupes  de  transformation  de  deux 
fonctions  complètes  multiformes  F  et  <!>,  lorsque  celles-ci 
possèdent  des  groupes  de  transformation.  11  en  est  de 
même  des  propriétés  suivantes  de  tout  couple  de  fonc- 
tions F  et  <ï>  elles-mêmes  qui  ont  des  substitutions  de 
transformation. 

(Considérons  les  grou[)es  (F«l>)  et  («M')  de  translor- 
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malion  de  Jeux  fonctions  F(j^')  et  ^[x)  et  supposons 
qu'on  puisse  poser 

F(x)  =  W(fiX)),         <P(x)  =  W{o{x)), 

où  /"et  cp  sont  des  fonctions  qui  admettent  des  substi- 
tutions de  transformation  dont  nous  désignerons  les 
groupes  respectifs  par  (f'f)  et  ('^/)  (ce  qui  a  lieu  néces- 
sairement si  /  et  o  sont  des  fonctions  complètes  uni- 
formes) et  où  *ï'  est  une  fonction  périorlù/ue  (ce  qui  a 
lieu  nécessairement  si  W  est  complète  uniforme).  Il  est 
évident  que  les  substitutions  qui  cliangent  /  en  c, 
cliangent  F  eu  <!>,  et  par  conséquent  le  groupe  (/o)  est 
un  sous-groupe  du  groupe  de  transformation  (F<I));  de 
même,  ('f  /  )  est  uu  sous-groupe  du  groupe  de  transibr- 
niation  (•Ï^F).  Pour  que  (fo)  coïncide  avec  (F<ï>),  il  est 
nécessaire  (ju'il  n'existe  aucune  substitution  f  (a.)  clian- 
geanl  /(x)  en  une  fonction  S('f(x)]  pour  laquelle  on 
aurait 

et,  par  suite, 

F(t)  =  W  (fi  t  ))  =  ^r  (s  (o  (  X)))  =-  W  (tp  (  x))  =  ^[x). 

C'est  ce  qui  arrive  si  W-  est  une  fonction  non-pério- 
cli(/ue,  c'est-à-dire  n'admettant  aucune  substitution  S(:;) 
(ce  qui  se  produit,  par  exemple,  si  W  est  rationnelle 
linéaire,  ou  est  multiforme  non-périodique,  par  exemple 
est  l'inverse  d  une  fonction  uniforme). 

Au  contraire,  si  Wz  est  une  fonction  périodique  ayant 
des  substitutions  S-,  l'équation 

F(t)  =  ^(x)         ou         'b{f(t))  =  W('^(x))' 
donne  pour  le  groupe  (F<P) 

/_,(T_,(vr('f(x))))  =  /,,    f,.    ... 


(  ^«.  ) 

ou,  pui.scjiu;  M*_,  (^r(-))  =  S(:;), 

/_,  (s  (ç  (:?)))  =  /,,     /,,      ..., 

cl  l'on  voit  que  le  groupe  (F*^)  i"-"  se  réduit  au 
groupe  (f'f),  qui  est  déleriuiué  par  /l,  (cp(x)),  que 
si  S~  se  réduit  à  g,  ou  eufin,  si  W  est  noii-périodif[ue 
(l'atioiinelle  liuéaire  ou  mullilornie  nou-[)ériodique). 

Ou  couclut  de  là  : 

1°  Que  toutes  les  fonctions  uniformes  qui  ont  mèuics 
groupes  de  traiisfonualion  que  deux  fonctions  uniformes 
données  F  et  ^  sont  comprises  dans  les  formules 

(10)  '^• 


V F  +  p  v*  +  p  ' 

■2"  Qiu>  tout  couple  de  fonctions  de  la  forme 

T(F),     iF(*), 

où  W,  F,  <I>  sont  complètes  uniformes  el  W  non  linéaire 
admet  les  substitutions  de  transformation  de  F  et  de  <I>, 
mais  en  admet  aussi  d'autres,  en  sorte  que  (F<I>)  et  ('i^F) 
ne  sont  que  des  sous-groupes  des  groupes  de  tiansfor- 
mation  des  deux  fonctions  considérées. 

3"  Qne,  d'une  manière  générale,  les  groupes  de  trans- 
formation des  fonctions  ^f*(F)  et  W(<I>)  ne  sont  iden- 
tiques aux  groupes  des  fonctions  F  et  ^  (uniformes  ou 
multiformes)  qu'autant  que  W  est  une  fonction  non- 
péiiodique,  c'est-à-dire  une  fonction  linéaire  ou  une 
l'onction  multiforme  non-périodique.  Dans  tous  les  cas, 
nous  pourrons  dire  (jue  les  fonctions  (lo)  ont  mènies 
groupes  de  transformation  que  F  et  <I>. 

On  voit  que  les  propriétés  des  fonctions  relativement 
à  leurs  groupes  de  transfoiniation  sont  analogues  à  celles 
(pii  sont  relatives  aux  gioupcs  de  substilulions  d'inva- 
riabilité. 


(  262  ) 

Cette  analogie  peut  se  remarquer  encore  à  l'égard  Je 
la  discontinuité  ou  de  la  continuité  des  groupes  :  ou 
voit  facilement  c|u'un  groupe  de  transformation  (F$) 
ou  (<Ï>F)  ne  peut  être  continu  qu'autant  que  les  fonc- 
tions F  et  <I>  sont  toutes  deux  linéales  ou  aréales,  c'est- 
cà-dire  qu'il  y  ait  des  fonctions  partielles  y,,  y^,  ..., 
ç>,,  Oo,  ...  infiniment  voisines  quel  que  soit  x  [équa- 
tions (2)]  : 

Deux  fonctions  ponctales  F  ef  $  {^uniformes  ou  mul- 
tiformes) ont  donc  des gjoupes  de  transfortnntion  (F$), 
(<Ï>F)  DISCONTINUS,  y^u  contvcdre,  les  groupes  relatifs  à 
deux  fonctions  Y  et  ^  sont  simplement  continus  si  F 
et  O  sont  linénles,  doublement  cojitinus  si  Y  et  *^  sont 
aréales. 

De  ce  que  les  fonctions  ayant  des  groupes  de  transfor- 
mation donnée  sont  de  la  forme  (10),  où  ),,  |7.,  v,  p  sont 
des  constantes  arbitraires,  et  F  et  <I>  un  couple  de  ces 
fonctions,  on  conclut  que  F  et  <I>  sont  les  quotients  des 
intégrales  respectives  de  deux  équations  linéaires  homo- 
gènes du  deuxième  ordre  dont  les  coeflicienls  ue  dé- 
pendent que  des  substitutions  de  transformation  don- 
nées. Avant  de  former  ces  équations,  nous  donnerons 
encore  (|uelques  propriétés  des  substitutions  de  trans- 
formation. 

o.   Posons 

*(a?)  =  W,(F(a^)). 

M'(^)  n'est  jamais  une  fonction  coujposée;  ellen'estunc 
fonction  complète  uniforme  que  dans  des  cas  très  parti- 
culiers, même  lorsque  F  et  <ï>  sont  complètes  uniformes. 
Soient  donc  d'une  manière  générale  'i»,,  •!»',,  'VJ,  ...  les 
fonctions  partielles  uniformes  en  lesquelles  la  fonction 
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complète  multiforme  W  se  décompose  en  dehors  de  ses 
multiplicités. 
Soient 

/',,     /'(,     t-;,     ...,     t\"\     ...,     =F_,(*(.r)) 

les  substitutions  du  groupe  de  transformation  (F<ï>)  et 
soient  /</",  f'"',  l\"\  .  . . ,  les  itérées  de  t'f]  soient,  d'autre 
part,  iL'/",  •Yf\  •■•■>  It's  itérées  de  -V,/".  En  faisant  la 
substitution  r"'  dans  ¥{x),  on  a 

(il)  F(/V")  =  *(^)  =  'yi'"(F(^))' 

où  'V,^'  est  l'une  des  fonctions  partielles  uniformes  en 
lesquelles  U',  se  décompose.  Faisant  plusieurs  fois  de 
suite  la  substitution  t'l'\  on  a 

/  F  (  t^f  )  =  'Yr  (  F  (  ^'i"  '  ))    =  -y/'  (  F  ( ^  )) , 

\  F (  tf  )  =  Yr ( F (  ^'i'" ))   =  'V/"  (F (■^■;), 

(12)  <     , 

Supposons  qu'il  existe  un  nombre  entier  fini  -j.  tel 
que  'ii[['{z)  =  z  (ce  qui  exige  que  W  soit  algébrique); 
on  a  alors 

(i3)  F{t'^r)  =  ¥(x), 

ce  qui  signifie  que  ty!^  est  une  des  substitutions  s  qui 
laissent  F{x)  invariable.  Faisant  encore  la  substi- 
tution /',"',  on  a 

(.4)  F{Çi,)  =  Fitr)  =  1^(^), 

et,  par  conséquent,  Fitérée  zj;'|i  de  f',"'  fait  partie, 
comme  i"\  du  groupe  de  transformation  (F*),  et  l'on 
verrait  de  la  même  manière  que  (F<ï>)  contient  toutes 
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les  itérées  de  /',"    de  la  forme 

Les  réciproques  sont  évidentes  : 

i"  Si  t'^'^  est  identique  à  une  substitution  s  du 
groupe  (F),  l'équation  (i3)  et  la  dernière  équation  (la) 
montrent  que  »];|/''(z)  =  z. 

a°  Si^u''^!  fait  partie  du  groupe  de  transformation  (F4>), 
comme  t'"\  l'équation  (i4)  où  l'on  substitue  à  x  l'in- 
verse T,"'  de  t'"''  donne  l'équation  (i3)  et,  par  consé- 
quent, /''"  est  l'une  des  substitutions  s  du  groupé  (F) 
et  6(/"(::)  =  ^. 

Des  équations 

on  déduit  encore 

'y/"(F(^p'.'20)  =  Vi^"  (F(.r))  =  F(,r|, 
c'est-à-dire 
(i5)  *(^^'_0  =  F(:r), 

et,  par  conséquent,  que  /[j''li  est  l'une  des  substitutions  t 
du  groupe  (*l*F)  ;  la  réciproque  est  évidente,  c'est-à-dire 
que,  si  l'une  des  itérées  /j/'l,  de  /',"'  fait  partie  du 
groupe  (*I*F),  t^'  appartient  au  groupe  (F)  ;  mais  on  voit 
de  plus,  en  faisant  la  sidjstitution  t  "  dans  l'écpiatiou 
précédente, 

riG)  ci.(/;;'')^F(/'/")  =  4>(.r>, 

(pu;  /!["  est  une  des  substitutions  a*  du  groupe  <!>,  c'est- 
à-dire  que  ]'byj)otbèse  faite,  dij/'(z)  =  ^,  n'est  réa- 
lisée que  lorsque  F'(.r)  cl  *P(x)  ont  des  substitutions 
communes  les  laissant  invariables,  i^es  ibéorèmes  géiu'- 
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laux  I,  J[,  IJI  coiiduiseiîl  à  la  incine  conclusion  lorsqu'on 
suppose,  ce  qui  a  lieu  ici,  (|ue  les  groupes  de  IransCor- 
mation  (F<I>)  et  (^Ï'F)  oui  des  subslilulions  coniniuiies, 
inverses  les  unes  des  autres.  Ces  mêmes  ihéorèmcs  per- 
niettenl  de  démontrer  la  réciproque  de  la  proposilion 
précédente  :  si  (F)  et  (O)  ont  des  substitutions  coui- 
munes,  il  en  est  de  mèuie  de  (F<I>)  et  ('l'F),  nous  n'y 
insistons  pas. 

D'après  cequi  précède,  ou  voitqu'il  est  impossible  que 
l'itérée  z!/"  de  //"  fasse  partie  du  même  groupe  (F<I>), 
à  moins  que,  tj.  étant  égal  à  i, 

*(r)  =  F(/'/'>)  =  *(/(/''),         F(/\"^)  =  *(^)  =  F(.r), 

et,  par  suite,  que  les  deux  fonctions  F^-,  (Px  étant  iden- 
tiques, il  n'j  ait  plus  à  proprement  parlei-  de  li'ansfor- 
mations. 

Mais  le  cas  où  u.  =  2,  'li-'i^)  =  '5  <^st  particulièrement 
intéressant  :  à,  est  alors  inverse  d' elle-même ,  c'est- 
à-diie  que  l'équation  qui  lie  F  et  <I>  est  symélrique  par 
lappoit  à  F  et  <I>.  Les  itérées  impaires 

transforment  F(.r)  en  (I>(^)  et  réciproquenient.  Les 
itérées  paires 

'21        "-i      1         •  •  • 

laissent  invariables  à  la  fois  F(  a)  et  <I>(.r).  Le  cas  par- 
ticulier où  t\'^'  (;st  inverse  d'elle-même  est  compris  dans 
le  cas  précédent.  Si  M'  est  une  fonction  complète  uni- 
fomn;,  l'hypotlièse  ^i'-^i^)  =  ^  t^xige  que  cette  fonction 
soit  linéaiie  et  inverse  d'elle-même,  c'est-à-dire  que  <I> 
soit  de  l'iine  des  deux  ioiines 

•-7)  A -!•(.•),     -p,,^__v    • 


(  266  ) 

La  première  forme,  dans  laquelle  on  suppose  A  nul, 
donne  le  cas  particulier  des  subslitulions  t.  chan- 
geant F(a:)  de  signe. 

Les  substitutions 

/  =  (4 m  +  2)K  -i-  2/»'jK'-f-  X, 

qui    changent  de  signe  sn(j:|  2K,  l'K')  et  qui,   irerées, 
laissent  invariable  cette  fonction,  en  sont   uu  exemple. 
Les  substitutions 

?  =  4  /«  K  -H  (  ■}.  m'  -+-  I  )  i  K'  -T-  a? 

qui   changent   sno:  en    -, et  qui,    itérées,    laissent 

invariable  cette  fonction,  sont  un  exemple  du  second 

cas   (a  =  0,  B  =  ^y 

Dans  le  cas  plus  général  où  jj.  est  quelconque,  mais 
fini,  l'hypothèse  que  ^^soit  fonction  complète  uniforme 
entraîne  également  la  condition  que  cette  fonction  et, 
par  suite,  ses  itérées,  soient  linéaires  (du  genre  ellip- 
tique). Au  contraire,  lorsque  W  est  une  fonction  com- 
plète uniforme  non  linéaire,  il  n'y  a  pas  de  valeur  finie 
de  jj.  pour  laquelle  l'itérée  T[jl(z)  se  réduit  à  z.  Dans 
quelques  cas,  il  pourra  arriver  que  ^^[j.(z)  tende  vers  ~, 
{ji  croissant  indéfiniment  (et  l'on  peut  aussi  considérer 
ce  cas  s'il  s'agit  d'une  fonction  partielle  'l>,  W  étant  mul- 
tiforme); alors  t'^'^  tend  vers  une  substitution  s  du 
groupes  (F)  et,  par  suite,  aussi  de  (<ï>)  ;  mais  celte  limite 
est  aussi  une  substitution  du  groupe  (^F).  11  s'ensuit 
que  celle  limite  t(a:)  devrait  être  une  substitution  lais- 
sant invariables  F(x)  et  <P(j:)  et,  d'autre  part,  Irans- 
formant  <I>  en  F  : 

Ces  équations  sont   incompatibles,    à    moins   que   la 
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limite  t.[x)  ne  se  réduise  à  une  constante  et  que  cette 
constante  ne  soit  un  point  singulier  essentiel  commun 
aux  deux  fonctions  F(x)  et  ^{x)  [nous  avons  vu  déjà 
que  les  points  csseniiels  d'une  fonction  périodique  F(x) 
se  présentent  comme  limites,  pour  n  infini  des  substi- 
tutions .v„  (a-)  de  F(.r)]. 

11  est  évident  (jue,  dans  tous  les  cas  où  W  est  une  fonc- 
tion complète  unifornae,  les  équations 

sont  vérifiées  à  la  fois  par  toutes  les  substitutions  ^^z»'  du 
groupe  (F<I>)  ;  et  qu'en  particulier,  si  jj.  étant  fini, 

toutes  les  [ji "■"'•"  itérées  /|/"  (/>  quelconque)  sont  des  sub- 
stitutions communes  à  (F)  et  (^),  c  cst-à-dire  que  toutes 
les  propriétés  démontrées  sur  t'I'^  sont  vraies  pour  toutes 
les  substitutions  t^  ^  l\^  l'[,  ...  de  (  F<[>).  On  peut  démon- 
trer que  ceci  est  vrai,  non  seulement  lorsque  ^F  est  com- 
plète; uniforme  et,  par  suile,  linéaire  lorsque  ^'|j,==  z, 
mais  même  lorsque  ^F|  est  multiforme  et  se  décompose, 
eu  dehors  de  ses  multiplicités,  en  fonctions  partielles  'i, , 
'Y^^  '!'[,  . . . ,  'YC\  •  ••  •  Fn  effet,  les  fonctions  '^,  subissent 
entre  elles  certaines  permutations  lorsque  z  décrit  un 
contour  fermé  autour  d'un  de  leurs  points  ci-itiques; 
de  plus,  on  peut  choisir  un  contour  fermé,  passant  par 
un  points  quelconque,  de  manière  que  '^C''  soit  rem- 
placée par  l'une  quelconque  des  autres  fonctions  choisi<; 
h  l'avance  'h\^^  par  exemple  ('  ).  Si  donc  on  suppose  que 


(' )  Si  cela  n'élait  pas,  la  fonclion  M',,  ensemble  des  'j',,  ne  serait 
pas  une  fonction  complète  unique,  mais  une  fonclion  romposce,  oc 
qui  ne  peut  (;lrc. 
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la  a'*^'"""  ilérée  de  -V,^  (  :;)  se  réduit  à  z  : 

il  eu  sera  de  luème  pour  les  \x"''""^  iiéi'ées  de  -!;,,  'V, , 
(!;, ,  .  . .,  car  'b\^'  peut  être  remplacée  successiveineut  dans 
celte  égalité  par  'i,,  'V, ,  '}, ,  ..  .,  en  faisant  décrire  à  z 
des  contouis  fermés  convenablement  choisis.  D'autre 
part,  Joutes  les  substitutions  t  donnent  des  égalités  de 
la  forme 

et  en  prenant  les  jj."'|"''s  itérées, 

Toutes  les  n,*""^'^^  itérées  '|[i(-)  se  réduisant  à  z,  il 
s'ensuit  que  toutes  les  jj."'^™''*  itérées  /[/"  des  substiiulions  t 
de  (F<ï>)  sont  des  substitutions  de  (F)  et  de  (<I>),  et,  par 
suite,  tontes  les  substitutions  de  (Y^)  jouisse/it  des  pro- 
priétés démontrées précédenunent  sur  V une  d' elles  dans 
l'hypothèse  <Y'^\z')  =^  z\  les  substitutions  -z  de  (^F) 
inverses  des  f,  jouissent  évidemment  de  propriétés  tor- 
lélatives  qu'on  énoncerait  en  permutant  les  lettres  F 
et  <I>  dans  les  énoncés  relatifs  aux  substitutions  t. 

G.    Supposons  écrites  toutes  les  égalités 

F(/j;'(:r))  =  J>;/"(F(^)), 

dont  le  nombre;  est  infini  si  F  est  transcendante;  le 
nombre  des  'Vf'  distinctes  n'est  pas  nécessairement  infini 
et  est  égal  à  [jl  fois  l'oidre  de  la  fonction  multifornu:  H',, 
ordre  <]ui  peut  être  (ini;  il  s'ensnit  (pic,  dans  les  égalités 
précédentes,  des  substitutions  /'"^  distinctes  pioduisent 
la  même  Iransfoiination  dt;  F(x). 


(  -^-«JQ  ) 
Supposons  que 

On  aura  alors 

F(;/i;''(Ç''(^)))  =  .l.;/''(.l>:/,'''(F(:r))j, 

et  l'on  voit  (jue,  d'une  manière  générale,  la  siibsLilulion 
à  X  de 

(«8)  K;^(^n;y^{t[p{...(x). ..))); 

où  les  //,  /?',  n",  . . .  sont  tous  distincts,  transforme  F(.*) 
en  la  foiu  tion 

(19)  ^[r(^'f>(y,p{...¥(:r)...))^, 

où  les  /),  jp  p"  ^  ...   ne   sont  pas   tous  distincts  en  vertu 
de  la  remarque  faite  plus  haut. 

D'ailleurs  q ,  y',  q'\  .  .  .  prennent  toutes  les  valeurs 
possibles;  mais  dans  les  fonctions  précédentes  que  nous 
désignerons  par  S'""(F(x))  ou  S('"J(^),  (z  =  F(^)),  il 
suffit  que  (/,  r/',  cP  ...  prennent  les  valeurs  i,  it,  ..., 
u.  —  I ,  en  vertu  de  l'égalité 

pour  qu'on  obtienne  toutes  les  fonctions  S^'"^  distinctes; 
au  contiaire,  si  l'on  pose 

.v',"'  et  toutes  s(!S  itérées  étant  des  substitutions  de  (F), 
et  s'il  existe  un  nombre  i'„  tel  que 

toutes   les   itérées  l'p   (distinctes)   de   t!p   se   réduisent 
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aux    y).v„ — I    qu'on   obtient   par  les  valeurs   suivantes 
de  <7  : 


=  r.     2. 


q  =  r 

Ce  raisonnement  s'applique  à  tous  les  nombres  y,  y', 
(j" ^  ...;  les  nombres  v^  v' ,  r",  ...  corjespondants  ne 
sont  pas  nécessairement  égaux  et  peuvent  d'ailleurs  être 
infinis.  Dans  tous  les  cas,  l'ensemble  de  toutes  les  sub- 
stitutions possibles  de  la  forme  (i8)  (qui  comprennent 
comme  on  l'a  vu  celles  forn)é(;s  avec  les  invei'ses  t  des  f) 
est  un  groupe  de  substitutions  d' invariabilité  de  cer- 
taines fonctions  périodiques  de  x  :  soit  (E)  ce  groupe. 

D'autre  part  l'ensemble  de  toutes  les  fonctions  S'"*^  {z) 
forme  un  groupe  de  substitutions  d'invariabilité  de 
certaines  Jonctions  périodiques  de  z  =  F(x)  .*  soit  (G) 
ce  groupe. 

Si  le  nombre  des  S^'"^(z)  est  fini,  on  peut  former  une 
fonction  G(z)  de  groupe  (G),  au  moyen  d'une  fonction 
svmétrique  du  premier  ordre  de  l'une  des  formes 

=n^'""«="  -i:«""'<^).  î-^w^ 

m  m  rn 

qui  d'ailleurs  sont  fonctions  linéaires  l'une  de  l'autre 
{^voir  la  Note  précédente);  si  ces  trois  fonctions  se 
réduisaient  à  des  constantes,  on  prendrait  une  fonction 
du  second  ordre  se  réduisant  alors  au  premier,  par 
cxenq)le 


enlin  si  le  nombre  des  Sf"'^(s)  (îst  infini,  on  prendra  la 
troisième  forme  écrite  plus  baut  si  celle-ci  n'est  pas 
«onslanle  et  est  convergente.  On  sait  (jue  si  les  sommes 
analogues  à  la  précédente  formées  au  moyen  des  puis- 
sances   I,    2,  .),    ...,   (jj  —  I    sont  constantes    ou  diver- 


(^7'  ) 
gentes,  et  s'il  n'en  est  pas  de  même  pour  la  d/''"'',  ou 
peut  prenilte  celle-ci  pour  foiicliou  G  : 

(20)  G{z)  =  —  -^\  -^ — ^ — -T-; 

m 

s'il  n'existait  pas  de  nouibie  to  fini  tel  que  cette  série 
soit  convergente  et  nou  constante,  on  sait  qu'il  faudrait 
introduire  des  fonctions  h^"^^(z)  qui  rendent  conver- 
gente la  première  série,  mais  dont  la  détermination  est 
restée  jusqu'ici  ambiguë,  en  sorte  que  nous  nous  en 
tiendrons  au  cas  précédent. 

La  fonction  G(^),  (20),  où  to  est  le  plus  petit  possible, 
ainsi  que  toutes  ses  transformées  linéaires,  sont,  comme 
ou  sait,  toutes  les  fonctions  périodiques  de  groupe  (G). 

On  pourrait  de  la  même  manière,  au  moyefi  des  sub- 
stitutions (18)  du  groupe  (E),  former  toutes  les  fonc- 
tions périodiques  E(x)  de  ce  groupe^  mais,  les  fonctions 
de  z  de  groupe  (G)  étant  formées,  on  peut  procéder 
autrement;  il  est  évident  d'après  la  manière  dont  nous 
les  avons  formées  ainsi  que  leurs  substitutions  S^'"^(:;) 
que  les  fonctions  de  gioupe  (E)  ne  sont  autres  que 
celles  de  groupe  (G)  daus  lesquelles  on  remplace  :: 
par  Y^x),  en  sorte  qu'on  peut  écrire,  co  étant  déter- 
miné comme  il  est  dit  plus  haut  : 


{■x\)     E(a-)  =  G(F(.t))  =  ,,^/  ^,     -nVr ^ 


C^))]" 


Cette  fonction  et  toutes  ses  transformées  linéaires 
sont  toutes  les  fondions  de  groupe  (E).  Selon  ce  que 
nous  avons  vu  du  nombre  des  fonctions  S^"'^(2)  dis- 
lincttîs,  il  est  évident  que  la  Ibrmation  du  grou[)e  (G) 
et  de  la  fonction  G(;:;)  est  beaucoup  plus  simple  (jue 
la   Ibrmation   directe   du    groupe   (E)   et   de   lu    fonc- 
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lion  K(x)  :  il  airivera  par  exemple,  dans  Je  nombreux 
cas,  que  (E)  ait  un  nombre  infini  de  substitutions  (i8) 
et  que  cependant  (G)  n'ait  qu'un  nombre  fini  de  sub- 
stitutions S""^(::)  (19)-  C'est  h  ce  sujet  que  se  montre 
surtout  l'utilité  des  considérations  précédentes. 

Nous  avons  supposé  qu'il  existait  un  nombre  fini  [x 
te!  (jue  '|'[a(2)  =  ^  5  dans  le  cas  où  u.  est  infini,  on  peut 
de  la  même  manière  constituer  des  groupes  (E)  et  (G) 
et  nous  n'insistons  j)as. 

7.  Les  considérations  précédentes  supposent  simple- 
ment l'existence  des  groupes  (F),  (<!>),  (F<I>),  (*I>F)  et 
s'appliquent  donc  non  seulement  aux  fonctions  F(.r), 
<I>(a),  com|dètes  uniformes,  mais  à  toute  couple  de  fonc- 
tions conudètes  multiformes  F(a^).  <!>(./■)  (ponclales, 
linéales  ou  aiéales)  qui  satisfont  à  cette  double  condi- 
tion d'êlre  périodiques  (;t  d'être  transformables  l'une  en 
l'autre.  Le  cas  paiticulier  où  F (x)  et  <ï>(.r)  sont  com- 
plètes uniformes  (cas  déjà  très  étendu,  puisc[u'il  s'agit 
alors  de  deux  fonctions  complètes  uniformes  quel- 
conques) est  surtout  intéressant. 

Le  cas  où  [j.  est  fini  doit  èlre  considéré  spécialement 
et  fourjiit  le  tliéorème  suivani,  évident  d'après  ce  qui 
précède  : 

Soit  F(x)  luie  fonction  complète  uniforme  et  soit  (F) 
son  groupe  de  substitutions.  Si  l'on  peut  changer  les 
consUuitcs  du  groupe,  de  munière  à  laisser  aux  substi- 
tutions s,i{x)  la  même  forme  et  de  manière  qu^ elles 
satisfassent  aux  conditions  {^notamment  de  disconti- 
nuité) nécessaires  et  suffisantes  pour  qu' existent  des 
fonctions  uniformes  du  groupe,  on  aura  ainsi  constitué 
un  groupe  (E)  tel  qu'il  existe  des  fonctions  uni- 
formes E(x)  de  ce  groupe,  qui  sont  de  même  nature 
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que  F(x).  Si,  de  plus,  on  peut  choisir  les  nouvelles 
constantes,  de  manière  que  la  ij."^"'<?  itérée  d'une  sub- 
stitution t  de  (E)  soit  identique  à  une  substitution  s 
de  (F),  //  efi  sera  de  mente  pour  toutes  les  autres  sub- 
stitutions f,  et  : 

i"  F(^)  sera  une  fonction  algébrique,  généra/eine/it 
niultifornie,  d'ordre  inférieur  à  [jl,  de  F(.r)j 

2"  l^oute  fonction  unijornie  E(a?)  du  nouweau 
groupe  (E)  sera  une  fonction  al gébrique  rationnelle 
de  degré  au  moins  [jl  de  toute  fonction  uniforme  F(.r) 
du  groupe  donné. 

Les  UaiisforDialious   raliouiiellcs   de  degré  impair  u. 

de  la  foiicliou  F(a')  =  snx  en  donnent  immédialenient 

nii  exiîinple  :  les  siibslitiilioiis  .9  de  (F)  sont  iei  de  l'une 

et  l'autre  forme 

a  -f-  3",     a'  —  X  ; 

les  substitulioiis  t  smhI  de  la  forme 


cl  F(f)  est  une  fonclion  d'ordre  2  <^  a.  La  fonction  E(.r) 
est  une  nouvelle  fonclion  de  même  nature  que  snx  et  est 
fonction  rationnelle  de  degré  u.  de  la  première. 

Les  transformations  paires  de  ?,nx  en  sont  aussi  un 
exemple  simple. 

La  fonction  p  de  Weierstrass  est  une  transformée 
de  degré  [jl=2,  dans  le  cas  où  F(0  a  la  première 
forme  (17)  : 

F(o--F(^),         (A  =  0), 

La  transformation  de  Gauss  est  relative  au  cas  où  F(/) 
a  la  seconde  forme  (17)  '■ 

Ann.  (le  Afat/wnia/.,  \'  si-rie,  t.  III.  (Juin  i|)o3.)  18 
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et  la  iiouv(;lle  fonction  est  une  fonction  linéaire  Je 


'  A  sna;  A  sn 


I  +  k  sn-, 

X 


On  voit  que  les  transformations  algébriques  des  fonc- 
tions elliptiques,  qui  ont  pour  but  de  former,  avec  une 
fonction  donnée,  d'autres  de  même  nature,  ne  sont  pas 
particulières  aux  fonctions  elliptiques,  mais,  au  con- 
traire, constituent  une  propriété  générale  d'une  classe 
très  étendue  de  fonctions  uniformes  et  peuvent  même 
s'étendre  en  certains  cas  aux  fonctions  multiformes. 
L'importance  des  transfoiiiiations  dans  la  théorie  paiti- 
culicre  des  fonctions  elliptiques  montre  l'importance  des 
considérations  générales  qui  précèdent.  Nous  verrons 
plus  tard  d'autres  exemples  simples  de  c(;s  transforma- 
tions, concernant  la  fonction  modulaire  et  les  fonctions 
fuchsiennes  ou  automorphes. 

Remarquons  encore  que  nous  avons  déjà  considéré  (  '  ) 
le  cas  d'une  fonction  complète  uniforme  E(x),  fonction 
complète  uniforme  d'une  deuxième  F(.r) 

E(:r)  =  G(F(:r)), 

le  groupe  (F)  étant  alors  un  sous-groupe  du  groupe  (E), 
et  que  de  l'égalité  précédente  nous  avons  conclu  que  les 
substitutions  t  de  (E)  qui  n'appartiennent  pas  à  (F), 
transforment  F(j:)  =■  s  en  les  substitutions  S''"^(s)  qui 
laissent  invariable  la  fonction  complète  uniforme  G(z), 
ce  qui  constitue  une  réciproque  des  propositions  démon- 
trées précédemment. 


(')  Propriétés  générales  des  siibstilu lions,    elc.    {Nouv.    Ann., 
■  yoi,  p.  5^44). 
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Guide  du  calculateur  ( Astronotnie,  Géodésie,  Navi- 
gation, etc.);  par  M.  /.  Boccardi,  privat-docent  à  l'Uni- 
versité, chef  de  service  à  l'Observatoire  de  Cataiie.  — 
2  vol.  in-folio,  1902.  A  Paris,  chez  A.  Hermann,  rue  de 
la  Sorbonne,  6  et  12. 

C'est  avec  un  véritable  plaisir  que  j'ai  lu  les  deux  Volumes 
que  M.  Boccardi  vient  de  publier  sous  le  titre  de  Guide  du 
calculateur.  L'ensemble  des  règles  que  doit  appliquer  un  bon 
calculateur  n'était  pas  encore  codifié  en  effet;  les  conseils  des 
maîtres,  la  pratique  constante  nous  enseignaient  seuls  les  meil- 
leurs moyens  de  diriger  un  calcul. 

Mais  il  n'est  pas  besoin  d'avoir  fréquenté  beaucoup  de  cal- 
culateurs pour  s'apercevoir  que  ces  moyens  sont  pour  ainsi 
dire  constants,  abstraction  faite  des  procédés  de  vérification 
un  peu  particuliers  que  peut  suggérer  à  chacun  son  inclination 
d'esprit  personnelle. 

Avec  l'aide  du  Livre  de  M.  Boccardi,  on  apprendra  seul  ces 
règles  universellement  suivies  par  les  calculateurs,  imposées 
par  l'expérience.  L'auteur  ne  craint  pas  d'entrer  dans  les  plus 
minutieux  détails,  qui,  à  première  vue,  peuvent  paraître  insi- 
gnifiants, mais  dont  l'observation  est  d'une  importance  fonda- 
mentale dès  que  l'on  doit  effectuer  un  calcul  un  peu  long.  Il  a 
eu  soin,  de  plus,  de  donner  de  nombreux  types  de  calculs, 
mettant  en  évidence  les  dispositions  qu'il  faut  adopter  pour 
éviter  toute  perte  de  temps. 

Il  me  serait  impossible  de  faire  ici  une  analyse  détaillée  du 
Guide  du  calculateur;  je  voudrais  seulement  choisir,  parmi 
les  excellents  conseils  qu'on  y  trouve,  quelques-uns  de  ceux 
qui  sont  d'une  application  générale,  et  ne  concernent  pas  uni- 
quement l'Astronomie  et  la  Géodésie. 

Les  conseils  relatifs  au  choix  des  Tables  de  logarithmes  sui- 
vant le  calcul  à  effectuer,  trop  longs  pour  être  rapportés, 
méritent  une  attention   particulière. 


(  '>--/^  ) 

A  propos  de  l'usage  des  logarithmes,  je  suis  aussi  c.omplè- 
lemenl  de  l'avis  de  l'auteur  lorsqu'il  dit  ne  pas  aimer  à  se 
servir  des  compléments  :  la  soustraction,  en  eiïet,  n'est  pas 
une  opération  plus  difficile  que  l'addition;  et  il  est  certain  que, 
pour  toute   personne   exercée,  calculer    une    expression   de  la 

forme  — r  en  ajoutant  ensemble  les  logarithmes  de  a  et   de   b, 
cd  •' 

et  les  compléments  des  logarithmes  de  c  et  d,  est  une  opération 
plus  longue  et  plus  difficile  à  contrôler  que  d'ajouter  séparé- 
ment les  logarithmes  de  a  et  b,  ceux  de  c  et  d,  et  de  retran- 
cher la  seconde  somme  delà  première  ;  d'ailleurs,  d'une  façon 
générale,  on  ne  doit  jamais  opérer  par  addition  ou  soustrac- 
tion que  sur  deux  nombres;  les  chances  d'erreur  sont  ainsi 
beaucoup  diminuées,  et  l'on  a  l'avantage  de  pouvoir  faire 
l'opération  par  la  gauche,  ce  qui  s'obtient  facilement  avec  un 
peu  d'habitude,  et  ce  qui  offre  une  certaine  importance,  comme 
le  montre  avec  raison  M.  Boccardi. 

L'auteur  insiste  encore  avec  raison  sur  ce  fait  qu'on  ne  fait 
jamais  trop  de  vérifications,  a  Que  de  fois,  dit-il,  une  erreur 
résiste  au  premier  contrôle  qui  se  décèle  au  second  !  »  Et  une 
expérience  personnelle  me  permet  d'ajouter  que  l'on  peut 
repasser  un  calcul  en  faisant  plusieurs  fois  de  suite  la  même 
erreur  au  même  endroit  sans  s'en  apercevoir,  de  sorte  que 
M.  Boccardi  a  mille  fois  raison  de  recommander  les  vérifica- 
tions qui  rompent  les  habitudes  de  l'esprit,  ne  seiait-ce  que 
de  se  servir  de  Tables  d'anlilogarithmcs  au  lieu  de  Tables  de 
logarithmes,  par  exemple. 

Il  faut  aussi  toujours  calculer  sans  se  presser  :  car  la  re- 
cherche des  erreurs,  inévitables  quand  on  veut  aller  trop  vite, 
exige  souvent  plus  de  temps  qu'il  n'aurait  fallu  en  employer 
pour  obtenir  un  résultat  exact  en  calculant  avec  prudence. 

Heureux  si  ces  quelques  détails  suffisent  à  faire  comprendre 
le  fruit  que  l'on  pourra  retirer  de  la  lecture  atientive  de 
l'Ouvrage  de  M.  Boccardi;  je  me  contenterai,  en  terminant, 
d'en  indiquer  les  principales  divisions. 

La  première  Partie,  d'un  caractère  plus  théorique,  est  con- 
sacrée aux  Règles  pour  les  calculs  en  général,  et  divisée  en 
trois  Sections  :  Avant  les  calculs,  Dans  le  cours  des  calculs, 
Après  les  calculs. 

La  seconde  Partie,  intitulée  :  Règles  pour  les  calculs  spé- 
ciaux, contient  surtout  des  types  de  calcul   raisonnes   relatifs 
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aux  problèmes  suivants  :  Interpolation;  Méthode  des  moindres 
carrés;  Calculs  de  précession;  Ephémérides  d'une  planète  ou 
d'une  comète;  Détermination  d'une  première  orbite  au  moyen 
de  trois  observations;  Correction  d'une  première  orbite;  Per- 
turbations spéciales  ;  Détermination  d'un  point  géodésique,  etc. 
Pour  chacun  de  ces  problèmes,  l'auteur  indique  la  meilleure 
méthode  à  suivre  dans  la  pratique,  résume  l'ensemble  des  for- 
mules à  employer,  et  insiste  sur  les  meilleures  dispositions  à 
adopter,  de  sorte  que  nous  avons  réellement  entre  les  mains 
un  manuel  complet  et  suffisant  par  lui-même  pour  la  presque 
totalité  des  calculs  astronomiques.  11.  Andovku. 


CERTIFICATS  DE  GÉOMÉTRIE  SIPÉRIEIRE. 


Paris. 


ÉpRurvE  ÉCRITE.  —  On  considère  une  famille  de  sphères 
passant  toutes  par  un  même  cercle  réel.  On  demande  de 
démontrer  que  cette  famille  fait  partie  d'une  infinité  de 
systèmes  triples  orthogonaux  et  de  déterminer  d'une  ma- 
nière générale  tous  ces  systèmes  triples. 

Épreuve  pratique.  —  Étant  donnée  la  transformation 
ponctuelle  définie  par  les  équations 

X  =  yz,         Y  =  ZT,         Z  =  xy, 

elle  fait  correspondre  à  une  direction  partant  du  point 
(.r,y,z)  et  définie  par  les  différentielles  dx,  dy,  dz  une 
direction  parlant  de  même  du  point  (X,  \,Z)et  définie  par 
les  différentielles  correspondantes  dX,  d.\ ,  dZ.  Déterminer 
les  cas  où  les  deur  directions  correspondantes  sont  paral- 
lèles. 

Apjdiquer  la  théorie  au  point  pour  lequel  on  a 

X  =7  =  5  =  1. 

(Octobre  1901.) 
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EpKEUVii  KCRiTE.  —  I.  On  demande  de  déterminer  tous  les 
hélicoïdes  qui  sont  des  surfaces  minima.  Pour  cela  on  dé- 
terminera la  sur/ace  minima  qui  passe  par  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit  et  dont  le  plan  tan- 
gent en  chaque  point  de  cette  hélice  fait  un  angle  constant 
avec  l'axe  du  cylindre. 

Retrouver  en  particulier  l'hélicolde  réglé  à  plan  direc- 
teur et  la  surface  minima  de  révolution. 

II.  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  ces  hélicoïdes. 

Epreuve  pratique.  — Étant  donnée  l'équation 

0- :  oz  dz 

(x  —  V  ) n f-  /»  —  =  o, 

ax  i)y  t.r  Oy 

calculer  :  i"  ses  invariants;  i"  ceux  des  équations  qu'on  en 
déduit  en  appliquant  la  méthode  de  Laplace. 

Intégrer  l'équation  dans  le  cas  où  m  =  —  «  =  i. 

(Mars  1902.) 

Epreuve  échue.  —  Etant  donnée  une  surface  quel- 
conque (S)  et  un  point  fixe  O  on  fait  correspondre  à  un 
point  quelconque  M  de  (S)  le  point  M'  situé  à  la  distance  t 
sur  le  rayon  OM.  On  établit  ainsi  une  correspondance 
point  par  point  entre  la  surface  (S)  e<  une  sphère  (2)  de 
centre  O  et  de  rayon  i. 

Jl  existe  sur  la  surface  (  S  )  deux  familles  de  lignes  ortho- 
gonales auxquelles  correspondent  sur  la  sphère  (S)  deux 
familles  de  lignes  orthogonales. 

I.  Montrer  que  l'une  de  ces  familles  de  (S)  est  formée 
des  courbes  lieux  des  points  dont  la  distance  au  point  O 
demeure  constante. 

II.  Déterminer  complètement  {en  termes  finis)  les  deux 
familles  de  (S)  dans  le  cas  où  celte  surface  est  un  ellipsoïde 
à  trois  axes  inégaux. 

IilpREuvE  PRATIQUE.  —  I.  Former  l'équation  aux  dérivées 
partielles  dont  dépend  la  différence  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  des  surfaces  admettant  pour  représen- 
tation sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure  le  système 
orthogonal  pour    lequel    réléincnt  linéaire  de    la   sphère 
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prend  la  foi- nie 

,  „        4'  da'--^  dv'  I 
«A-  = — —  • 

(  I  -r-  U-  -f-  i>-  )- 

II.  Montrer  que  ce  système  sphérique  orlliogonal  est 
formé  de  deux  familles  de  cercles.  (Octobre  1902.) 

Toulouse. 

EpuEUVb;  ÉcniTE.  —  I.  Etant  donnée  une  surface  (M),  dé- 
terminer les  différentes  congruences  de  droites  jouissant 
de  la  propriété  suivante  :  les  droites  étant  liées  respec- 
tivement aux  plans  tangents  de  la  surface  (M),  la  con- 
gruence  reste  constamment  formée  de  normales  à  une  sur- 
face, lorsqu'on  déforme  la  surface  (M)  de  façon  qu'elle 
reste  applicable  sur  sa  forme  primitive. 

II.  On  suppose  qu'une  congruence  de  droites  soit  con- 
struite en  menant  par  chaque  point  M  d'une  surface  (M) 
une  droite  IWP  suivant  une  loi  déterminée. 

i"  Etablir  qu'il  n'est  pas  possible,  en  général,  d'associer 
à  chaque  point  M  de  (M)  une  sphère  tangente  à  (M  )  en  ce 
point  et  telle  que  la  corde  joignant  les  deux  points  de 
contact  de  cette  sphère  avec  son  enveloppe  soit  la  droite  MP 
de  la  congruence  issue  de  M. 

•x"  Démontrer  que  si  le  problème  est  possible  d'une  infi- 
nité de  manières,  la  droite  MP  peut  être  construite  en  joi- 
gnant le  point  M  au  point  correspondant  d'une  surface 
ayant  même  représentation  sphérique  de  ses  lignes  de 
courbure  que  (M). 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  la  surface  S  lieu  des 
points  dont  les  coordonnées  rectangulaires  X,  Y,  Z  sont 
définies  par  les  équations 

k{a  —  c)u  -\-  k{b  —  a)v  -i-  b  —  c 
s/ {a  —  b)  {a  —  c)  {u  —  v) 


X  = 


u  —  V 
y  a  —  c 


(   2^^o   ) 

dans  lesquelles  u  et  v  désignent  des  variables  indépendantes 
et  a,  b,  c,  k  des  constantes. 

Un  trièdre  trirectangle  M 37^5  se  meut  de  manière  que 
dans  chacune  de  ses  positions  l'arête  M  s  soit  normale  en  M 
à  la  surface  S  et  l'arête  Mx  tangente  à  la  courbe  {v)  de  S 
qui  passe  au  sommet  M. 

Exprimer,  en  fonction  de  u  et  v,  les  différentes  quan- 
tités I,  r,,  l,  ^1,  7)1,  ^1,  p,  q,  /•,  ^1,  ^,,  /-,  qui  figurent  dans 
les  formules  relatives  au  trièdre  mobile  considéré. 

Etudier,  en  particulier,  les  lignes  de  courbure  et  les 
lignes  asymptotiques  de  S;  déterminer,  en  un  point  de 
cette  suif  ace,  les  rayons  de  courbure  principaux. 

(Juillet  1902.) 

Lille. 

Epreuve  écritk.  —  I.  Etude  de  la  surface  engendrée  par 
les  tangentes  à  une  courbe  gauche.  Éléments  qui  se  con- 
serçent  dans  le  développement  de  cette  suif  ace. 

II.  Trouver  la  section  droite  d'un  cylindre,  sachant  que, 
pour  une  hélice  tracée  sur  ce  cylindre,  le  rayon  de  cour- 
bure est  une  fonction  linéaire  de  l'arc.  Étudier  pour  une 
pareille  hélice  :  i"  le  lieu  des  centres  de  courbure;  2"  le 
lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices ;  3"  le  lieu  des 
points  centraux  des  normales  principales. 

(  Voir  TisSERAXD  et  Pai.nlevé,  Exercices  d'Analyse,  p.  xii 
et  suiv.)  (Juillet  1902.) 

Question  de  Cours.  —  Une  courbe  plane  roule  sans  glisser 
sur  une  autre  courbe  plane.  On  demande  : 

i"  Le  lieu  des  points  d'inflexion  des  trajectoires  décrites 
par  les  différents  points  du  plan  de  la  courbe  mobile; 

2"  Le  lieu  des  centres  de  courbure  des  lignes  enveloppées 
par  les  droites  du  plan  mobile. 

Appliquer  les  résultats  obtenus  à  l'étude  du  cas  où  des 
points  liés  à  la  courbe  mobile  décrivent  deux  droites  dans 
te  plan  de  la  courbe  fixe. 

Problème.  —  On  considè/e  la  surface  de  révolution  dé- 
finie /lar  les  équations 

.r  —    ft  (  ()-  c,  y  —  ?/  -in  r,  c  =  _/'(  //  ). 


(  :^8.   ) 

,"  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  asympto- 
tiques  projetées  sur  le  plan  xOy; 

V  Déterminer  le  méridien  de  telle  sorte  que  toutes  ces 
courbes  projections  des  asymptotiques  soient  des  cercles; 
on  examinera  en  particulier  le  cas  où  ces  cercles  pas- 
seraient par  l'origine  0.  (Novembre  190-2.) 


CEUIIFICATS  DE  MÉCAMOIE  UATIOX^ELLE. 


Paris. 


ÉPRiavii  KciuTE.  -  Un  plan  mobile  P  passe  par  un  axe 
vertical  fixe  Ox  et  tourne  autour  de  cet  axe  avec  une  vi- 
tesse angulaire  constante  co.  Une  barre  pesante  AB  de  lon- 
gueur ia  et  de  masse  M  est  assujettie  à  rester  dans  le 
plan  P,  sur  lequel  elle  peut  glisser  sans  frottement;  en 
outre  le  centre  C  de  la  barre  est  rattaché  à  un  point  fixe  O 
de  Vaxe  par  un  fil  inextensible   et  sans   masse,   de   lon- 

" 'Trouver  le  mouvement  relatif  de  la  barre  par  rapport 

au  plan  P.  ,,  ^       r\ 

On  prendra  comme  axes,  dans  le  plan  P,  /  axe  fixe  Ox 
suivant  la  verticale  descendante  et  un  axe  perpendicu- 
laire Oy. 

On  appellera  6  l'angle  du  fil  OC  avec  Ox  et  9  l  angle 

de  la  barre  AB  avec  Ox. 

On  supposera  qu'à  l'instant  initial  t  =  o,  d  et  o  partent 
de  valeurs  données  %  et  <?„,   et   que    le  système  parte   du 

repos  relatif. 

On  cherchera  en    particulier    les   positions    d  équilibre 

relatif  du  système. 

i::PR,.:iVE  PRATiQi .:.  -  La  Terre  est  regardée  comme  une 
sphère  homogène  fixe,  dont  une  circonférence  de  grand 
cercle  a  une  longueur  de  40000000"'  et  dont  l'attraction 
sur  un  point  de  masse  m  et  situé  sur  sa  surface  est  mg, 
A^  étant  e:rprimépar  le  nombre  ..),S.  quand  on  prend  comme 


(     ^82     ) 

unité  de  longueur  le  mètre  et   comme  unité  de   temps   la 
seconde. 

Calcule!-,  d'après  la  loi  de  l'attraction  universelle,  la 
vitesse  avec  laquelle  arriverait  à  la  surface  de  la  Terre 
un  point  matériel  pesant  abandonné  sans  vitesse  : 

1°  A  une  distance  du  centre  de  la  Terre  égale  à  deux 
rayons  terrestres  ; 

2°  A  une  distance  du  centre  de  la  Terre  égale  à  soixante 
rayons  terrestres. 

Que  deviendrait  la  vitesse  d'arrivée,  si  la  distance  de  la 
position  initiale  au  centre  augmentait  indéfiniment? 

(Juillet  igo'i.) 

ÉpiiEUVii  ÉCRITE.  —  Un  triangle  écjuilatéral  matériel  OXB 
pouvant  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe  xO y  est  assu- 


jetti à  tourner  autour  de  son  sommet  O  <jui  est  fixe.  Un 
point  matériel  M  de  masse  i  est  assujetti  à  glisser  sur  le 
côté  AB  et  est  attaché  au  sommet  O  par  un  fil  élastique  et 
sans  masse  OM  dont  la  longueur  à  l'état  naturel  {quand 
il  n'est  pas  allongé)  est  égale  à  la  hauteur  OH  =  a  du 
triangle.  On  admet  que  la  tension  de  ce  fil  est  proportion- 
nelle à  son  allongement  à  partir  de  l'état  naturel  a,  de 
telle  sorte  que,  quand  le  fil  a  une  longueur  OM  =  r,  sa 
tension  a  pour  expression  ik{r  —  a),  k  désignant  une  con- 
stante positive. 

Trouver  le  mouvement  du  système,  en  supposant  les  liai- 
sons réalisées  sans  frottements. 

Notations  et  conditions  initiales.  —   On  appellera  r  la 
distance  OM,  a  Vangle  IKJM;  o  l'angle  arOH,  I  le  moment 


(  ^83  ) 
d'inertie  du  triangle  par  rapport  au  point  O,  et  Von  remar- 
quera que  cosa=  ^.  On  prendra  comme  paramètres  indé- 
pendants r  et  cp  et  l'on  admettra  qu'à  Vinstant  initial  le 
système  part  du  repos,  le  mobile  M  étant  en  A. 

ÉPREUVE  PRATIQUE.  -  En  employant  le  système  d'uni- 
tés C  G  S.,  on  considère  deux  sphères  matérielles,  homo- 
gènes identiques,  tangentes  entre  elles  au  point  A,  ayant 


pour  rayon  commun  i""  et  possédant  une  densité  p  telle 
que  l'attraction  newtonienne  de  chacune  d'elles  sur  un 
point  de  masse   i  placé  sur  sa  surface   soit  égale   a   une 

'^V'^ Calculer  l'attraction  ne^vtonienne  de  l'ensemble  des 
deux  sphères,  d'abord  sur  un  point  de  masse  t  placé  en  B  à 
égale  distance  des  centres  O  et  O'  des  deux  sphères, 

0B  =  0'B  =  |; 

puis  sur  un  point  de  masse  .   placé  au  centre  O  d'une  des 

sphères;  , 

2"  En  appelant  r  et  r'  les  distances  d  un  point  quel- 
conque M  aux  centres  O  et  O'  des  deux  sphères,  former 
l'équation  des  surfaces  de  niveau  d'abord  à  l'extérieur  des 
deux  sphères,  puis  dans  l'intérieur  de  l'une  d'elles. 

Étudier  en  particulier  celle  des  surfaces  de  niveau  qui 
passe  par  le  point  V..  (Octobre  190..) 
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SOMTIOVS  DE  OUESTIOXS  PROPOSÉES. 


1829. 

I  189?,   p.  liS.  I 

On  donne  une  conique  (S)  et  un  triangle  ABC  conjugué 
par  rapport  à  cette  conique. 

Soient  m  un  point  de  la  courbe  et  (z)  une  conique  tan- 
gente à  (S)  au  point  m  et  circonscrite  à  ABC;  on  demande 
le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  tangente  commune  au 
point  m  avec  la  seconde  corde  commune  aux  courbes  (S) 
et{t). 

Résoudre  la  même  question  en  supposant  que  la  co- 
nique (S)  est  inscrite  dans  le  triangle  ABC. 

(  E.    GiùNTV.) 
SOI.LÏIOX 

Pcir  .M.  A.- II.  CouvKur. 

i"  Prenons  ABC  pour  Iriungle  de  référence;  l'équalion  de  i  S  ) 
est 

l-X'  -+-  m-y-  =  n-  Z'. 

Un  point /??  de  cette  courbe  peut  être  défini  par  le  paramètre  (/ 
et  les  relations 

Ix  =  ny  cos'J,  m  y  =  n  z  sin  o  ; 

la  tangente  en  m  est 

(i)  Ix  cos'.i  -^  my  sin  '^  =  .?•;. 

Une  conique  (t)  aura  pour  é(iualion 

l'^x^-\-  m-y- —  n-z- 

-+-  f  /.r  cosç  -i-  /?/ 1'  sin  'i  —  xz)  ( \x  -f-  P>j  -+-  Ci;  )  =  o. 

Ii]\prirn;inl  que  cette  courbe  est  eiicoiisriiic  à  AI'C,  on  trouxe 
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en  sorte  que  la  seconde  sécante  coniniiine  à  (S;  et  (e)  est 


(1 


Ix  m  y 


-i-  n  z  =^  o. 


cosca        sincs 


L'élimination  dey  entre  (i)  et  (2)  donnera  le  lieu  clierclié. 
De  (i)  et  (i)  on  tire 


/a- 


my 


—  cos'j(  I  H-  si  11- o)        sino(  I  -+-  cos^ct) 

Il  z 


sin^  o  —  ces-  C3 


Ix  -4-  my 


D'où  : 

(3) 
(4) 
en  posant 


sin  o  -i-  coso  -I-  sinrp  cos'j(  sin  <p  -t-  cos<y  ) 

l X  -f-  my 
sin  o  —  coscp  -1-  sin  cp  coscp(  sin-^  —  costs) 


si  no  -f-  coso  =  iM  (i  —  sinç  coscs  ), 
sin-^  —  cos'^  =  N  (i  -i-  si!)  o  coscp), 


M 


Ix  -{-  m  y 


N  = 


/;r  -H  my 


En  élevant  (3)et  (j)  au  carré  et  posant,  pour  abréger.  sin20  =  u, 
on  a 


M2  a"' 


(M2-L-i)a-h  M2— I  =  o, 


— h  (N2-+-  i)«  -1-  N-  —  1=0. 

4 

L'élimination  de  11  entre  ces  deux  équations  donne,  après  sim- 
plifications, 

S, ,  _  M2>'2)  (M2+  N2-4-  aM2N2)  -  (M2—  N2)2=  o 

(111 

_  iC'ilvN'—  8M2NHM2+  IN2) 

„  \IV  _  ^V  _|_  ,  8  .\r2  N2  4-  8  (  I\I2  -f-  \2  )  ^  o. 


i'^i    remplaçant    M   cl    X    par    leurs    Nalcui';. 


m    Irouve    um 
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équation  qui  se  met  aisément  sous  la  forme  symétrique  sui- 
vante : 

(  /2  a;2  ^  ,n^.y%  _i_  n2  ^2  )  (_  /2  jpi  _^  ,„2^2  _  „2  ^2  ) 

X  (—  l^-x''-^  m'^y^—  n^z'^)—  l^-m^n^x-^y^z^=  o. 

Courbe  du  sixième  degré. 
2°  Soit 

p^  x^-+-  g'^y'--f-  r^z^—  1  qryz  —  irpzx  —  -ipq  xy  =  o 

la  conique  (S)  inscrite  dans  ABC.  Un  point  de  cette  courbe 
peut  être  défini  à  l'aide  du  paramètre  6  et  des  deux  équations 

^a:  = /•- cos'^ô,         qy  ^=  rz  %\xi'*^\ 

la  tangente  est 

(5)  px  sin^ô  -t-  qy  cos"-0  —  rz  sin^ô  cos'6  =  o, 

en  sorte  que  la  conique  {t)  est 

/>2  x"^  -4-  q^-y-  -f  - .  . .  —  o.pq  xy 

-[-(/jarsin^Ô-T-^j^cos^ô  —  /•ssin"-6cos2  6)(Aar-î-B_;'-j- Cz)  =  o. 

Écrivant  que  les  coefficients  des  termes  en  x"^,  y^,  z^  sont 
nuls,  on  trouve  les  valeurs  de  A,  B,  C,  et  la  corde  commune  a 
pour  équation 

px  qy     .  rz         


(6) 


sin^e        cos26        sin^ecos^f) 


L'élimination  de  6  entre  (5)  et  (6)  donnera  le  lieu  dont  les 
coordonnées  sont  d'ailleurs  exprimables,  comme  celles  du  lieu 
précédent,  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre.  De  (5) 
et  (6)  on  tire 

—  px 


cos'^6(i  -\-  sin^Ô) 

qy 


sin<'e(i  -i-cos^e) 

rz 
sin2  0  — cos^e 


(sin^O  —  cos2e)(i  -i-  sin^O  cos^O)         i  —  sin^O  cos^O' 


d'où 


I  +  sin^O  cos-B  = 


sin-0  cos-6  = 


(    287    ) 


px  +  qy  —  rz 


et 

(7)  sin-26  = 

D'ailleurs,  on  a  aussi 


^(px^qy  —  rz) 


px  -\-  qy      __  rz{  —  px  -h  qy) 


sin^O  —  cos^O         i  —  sin"^6cos'-6        irz — px  —  qy 
d'où 
(8)  cos^'^e 

De  (7)  et  (8)  on  tire 


( —  p X  —  qy  -h  17-zy 
ipx  —  qyy^ 


ipx-i-  qy  —  irzT-    ,    Upx  -hqy  —  rz)  ^ 
ipx—qy)^  "^  '"-3  ~    ' 

C'est  l'équation  du  lieu;  on  voit  que  c'est  une  cubique;  son 
équation  se  met  aisément  sous  la  forme 

(px  —  qy-i-  rz)(px  -^qy  —  rz) 

X  (px  —  qy  —  rz)  -\- pqrxyz  =  o. 

La  courbe  est  tangente  aux  côtés  du  triangle. 


1964. 

(1!)03,   p.  oS.) 

Rectijier  la  courbe  délerniince  par  l'inte/secdon  de 


X''  -^  y-  -t- 


^t  de 


(  Ct.  Fr,F.rRî.) 
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SOLUTION 
Par  M.  C.  Alasia. 


Pour  abréger  nous  poserons 


On  a,  alors 

X  =  f(  /'^  —  rt-  )  ^7  si n2  o  j  - , 
i 

J'  =  [(  7-2  —  «2  )   COS^  Cû  ]'^  , 

1 


donc 


-y-V    =   ('"' '^^  )y   COS^Cp, 

-j —  =  (7-2  —  «2  )  sin^o, 
acp- 


d'32  (r2—  «2)2  sJn2ç2  cos^o 

On  en  conclut 


f/o2       -^   («2-1- 62  j  cos"'cû -H  (62-+- 7-2)  sin^cp 


/ 


^5  /  62+  7-2  sin2cp 


^^•2 a-  ^?       V    («--+- 62) -4- (7-2 — a2)sin2cp 

Posons 

«-ang-?  =  ^■,^^.,  tang2a), 

et  l'intégration  nous  donnera 


(0      a  —  K  /  -, /  r-i. —  (i  — PSin2a))    2. 

v/rt2_j_^2  V/   b-'-i-r-'J   i— Il  Sin^oi^        ^  ' 

En  posant  7i  =  e2  et  />  =  sin2ï),  ccItc  intégrale  se  réduit  à 
la  forme  la  plus  simple  de  l'intégrale  elliptique  à  paramètre 
circulaire. 


[R8aa] 
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SUR  L'HEtlPOLIlODiE; 

Par  m.  h.  PADÉ. 


1.  Les  deux  équations  qui  défiuissent  l'iierpolliodie 
et  le  mouvement  du  pôle  sur  cette  courbe,  telles  que 
les  a  données  M.  Darboux  dans  une  Note  de  la  Méca- 
nique de  Despeyrous,  s'obtiennent  aisément  et  au 
même  point  de  vue,  en  ayant  simplement  égard  à  l'éga- 
lité de  la  vitesse  absolue  du  pôle  décrivant  celte  lierpo- 
Ihodie  et  de  la  vitesse  relative  du  même  point  décrivant, 
dans  le  système  invariable  mobile  autour  du  point  fixe, 
la  polhodie.  Cette  égalité  résulte,  d'ailleurs,  immédiate- 
ment de  ce  que  la  vitesse  d'entraînement  est  nulle. 

2.  Soient 

O  le  point  fixe; 

Ox,  Oj-,  O^  les  axes  de  l'ellipsoïde  d'inertie  du 
système  autour  de  ce  point; 

A,  B,  C  les  moments  principaux  d'inertie  correspon- 
dants ; 

m  la  position  du  pôle  à  l'instant  t]  x,  y^  z  ses  coor- 
données ; 

Oto  la  rotation  instantanée  à  l'instant  t\  /?,  c/,  y  ses  pro- 
jections sur  Ox,  Oy,  O^; 

P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  le 
plan  fixe  tangent  en  ni  à  rdlipsoïde  d'inertie. 

3.  Rapportons,  dans  son  plan,  l'iierpolbodie  au 
système  de  coordonnées  polaires  p,  y,  défini  par  le 
pôle  P  et  le  sens  positif  de  rotation  autour  de  Ol*. 

Ann.  de  Mnthcmat.,  f^"  si'u-ic,  t.  III.  (Juillol  igoS.)  19 
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do 
La  vitesse  du  point  m  décrivant  l'herpolhodie  a  -j- 

pour  composante   suivant   V m   et  P"-7^  pour  moment 

autour  de  OP. 

D'un  autre  côté,  la  vitesse  relative  de  m  ayant  pour 


r\        /A       /-w       I  dx     dy     dz 

projections,  sur  Ux,  Uj^,  U^,  les  vecteurs -^j  -~-i  --i-j 

et,  par  suite,  pour  moment  résultant  autour  de  O,   le 
vecteur  dont  les  projections  sur  les  axes  sont  y 

dz  dy  dx  dz  dy  dx 

•^  dt  dt  dt  dt  dt       -^  dt 

on  a  les  deux  équations  suivantes  : 


—j-  cos(Oar,  P/?i) 


(A) 


-h  -j-  cos{0 y ,  Pm)  -+-  -^  cos(Ox;,  Pm), 


^^-.^)cos(C)7.0P) 


dt 


(4-^^)-(-'^^^- 


11  ne  reste  plus  (ju'à  exprimer  les  seconds  membres 
en  fonction,  d'abord,  de  />,  //,  /•,  puis,  ensuite,  de  p; 
c'est  un  calcul  facile. 


(  ^9'  ) 
4.   Nous  avons  à  faii-e  usage  (voir  Appell,  Traité  de 
Mécanique  rationnelle,  t.  II)  des  équalioiis  d'Euler 

Af  =(B-G),,-, 

(a)  (  B^=(C-A)/y,, 

G^=(A-BV^. 

Elles   donnent    immédiatement    les    deux   intégrales 
premières 

A/>2    -4-  B^2    -1-  G/-2     =  D[Jl2, 
A2/>2  ^  B2^2  ^_  G2  /-î  =   D2  [Jl2. 

D  et  u  désignant  deux  constantes  positives  qui,  en 
raison  de  l'interprétation  géométrique,  découverte  par 
Poinsot,  des  premiers  membres  de  ces  deux  intégrales, 
donnent  lieu  aux  relations 

^'"  =  §^'      ^^  =  m^' 

Du.  est  la  longueur  de  l'axe  résultant,  autour  de  O,  des 
quantités  de   mouvement,   axe   qui   a  pour  projections 
sur  Ox,  Oj,  Oz  les  vecteurs  A/^,  B<7,  G/'. 
On  a  immédiatement 

X  =  0  incosiiOx,  O  fil)  ~  Oin  =  ——: —  p , 


en 

sorte 

q 

ue 

(I) 

X 

= 

I 

P^ 

y  = 

I 

V/D,. 

/D;/^' 

comme. 

d' 

autre 

pari, 

0 

m-  = 

0P2-t-P 

m-, 

/D[jl 


/•; 


c'esl-à-diie 

x'i -h y^ -^- z- =  -  -+-  p2 


(    292    ) 

OU  en  conclut 

p^--hcf--^  r"-  =  |x2  +  D  |jl2  f-, 

et  l'on  a  ainsi  ce  second  système  d'équations 

(    A2p2_(_  B2^2  4_  G2,-2=  D2[J.2. 

Les   équations  (a)  donnent  -^>  -^>  ^  en   fonction 

de  Pj  y,    r,  et  les  équations   (^)  donnent  /?,   ^r,   /•  en 
fonction  de  p. 

5.   De  (i)  et  (a)  on  déduit 

dx  _       I       dp  _       1       B  —  G 

en  sorte  que 

dx^  _      I       B  — G 
^  -  7^  ~Â~^''' 


g-/- 


(^)  UF  =  7ïï;7-b-''^' 


1-^ 

^j'  _       I       G  —  A 
dz_  _       I       A  — B 


G 


/J^r. 


De  (i),  (2)  et  (fi)  on  tire 
l    dz  dy\  I        /A  — B  A-G     \ 


^  BCD^'^'^^^"'^^^'"^  ^^"^  ~ '^^'^'"^  ^'^"^  ~  ^^'''^' 
=  BGD~^f^^'^^''^'^^'"*"^'''^~^'^'^''^^''^'"^^^''''^^' 

A  — D 

=  -BC-''- 


(  393  ) 

Ainsi 

dz  dy  _  A—  D 

^di  ~^'dt  -      BG    P 
,      dx          dz        B-D 

dy  dx  _  G  —  D 

''~dt~'^'dt~     AB     ''• 


Enfin,  les  cosinus  des  formules  (A)  s'évaluent  aussi 


aisément 

cos(Oa7,  0P)  =  ^/?, 

r> 

(4)  pos(Ô7,  OP)  =  ^f/, 

G 


et,  comme 

I       A 

X p=  TT'  P 


cos(0^,  OP)  -  D^'> 

A_ 

cos(Oa:,  Pm)=  ^ -  ^  ^^^       D        p' 

on  a  aussi  : 

/ V  I       D  —  A  p 

coslO^,  Pmj  =  ———  — fi —  —  ' 

/ V  I        D  — B    gr 

(5)                    Y                  "  -^,-^-9' 

I  , s  I       D  — G  r 

(  ^^^^^^''^'"^  =  75^-0-  p- 

G.    En    tenant   compte   des   formules    (2),    (3),    (4) 
et  (5),  les  équations  (A)  deviennent 

d^  __   J_  r(D-A)(B-G)  ^  (D-B)(G-A) 

+  (C~D)C'<»1 


(  294  ) 
ou,  en  posant  A  i=  (B  —  ^)  (C  —  '^)  (  A  —  H)  et  apiès 
les  réduclions  immédiates, 

B  — G 


do 


(B) 


D   !Jl2   \ 


ABCD  fx2 


G  — A 


A  — B\ 


pqr., 


1 

I 

1 

;JL--  -h  D  [Jl2  p 

A 

B 

G 

D    [J.2  -H  o 

A  2 

B2 

G2 

D2,jl2+0 

A3 

B3 

G» 

D3[Jl2+H 

Il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  les  seconds  membres 
en  fonction  de  p,  au  moyen  des  foimules  ([i). 

7.  La  quantité  k}p- -\-^^  q- -\- i^"^!-  —  D^u-,  que 
nous  désignerons  par  H,  est  donnée  immédiatement  par 
l'équation 


=  o, 


dont  le  premier  nombre,  eu  égard  à  la  composition  de  la 
quatrième  colonne,  se  décompose  en  deux  déterminants 
dont  l'un  est  le  produit  de  [j.-  par  le  déterminant  de 
Vandermonde  relatif  aux  quatre  quantités  A,  B,  C,  D, 
c'est-à-dire  [ji- A(D  —  A)  (D  —  B)  (D  —  C),  et  dont 
l'autre,  développé  suivant  les  éléments  de  la  quatrième 
colonne,  est  égal  à  —  D;jL-p- ABCA  +  II  A,  en  sorte  que 
l'équation  s'écrit 

HA  —  Djj.2p2ABGA-h  [jl2A(D  — A)rD  — B)(D  — G)  =  o 

et  donne 

(6)  II 

en  posant 


E 


ABGDix2(p2-}-E), 
(A  — D)nJ-D)(G-I)) 


ABGD 


(  ^9^  ) 


De  (jj)  on  lire 


F' 


[X2+D[jl2p2 

I 

l 

DfJL2-t-0 

B 

G 

D2[Jl2_^0 

B2 

C2 

[ji2( D  -  B)  ( B  —  G)  ( G  —  D)  +  D  [i.2 p2  BG( G  —  B) 


BGD{.2(G_B) 

7 (P-  — «)) 


en  posant 


(D_B)(D-G) 
BGD 


On  a,  par  suite,  ^  et  c  désignant  les  quantités 
déduiles  de  a  par  une  permutation  circulaire  effectuée 
sur  A,  13,  C, 

„      „      .  A2B2C2D3!Jl6 


(7)      Pqr^ 


A2 
ABGD  v/D  [x3 


.(p2+a)(p2_6)(p2_c), 


/_(p2_«)(p2_è)(p2_c). 


8.    En   tenant  compte   des  formules   (6)  et   (^),  les 
équations  (B)  deviennent  enfin 


(G) 


^ 
c?^ 


v/D[^v/-(p2_«)(p2_^)(p2_c), 


A^,, 


dt 


|a(p2-|-E). 


9.  Si  l'on  ne  tient  pas  à  mettre  en  évidence  l'unité 
d'origine  des  équations  (C),  il  est  plus  rapide  de  rem- 
placer, comme  on  le  fait  généralement,  la  première  des 
équations  (A)  par  celle-ci 


f/p  _      dx  dy  dz 

^di  ^^lït'^^'di^^Tt 


(  ^9^^  ) 
qui  se  déduit  immédiatement  de  la  relation 

p2  =  3^2 -f- j2  ^_  22_OP2, 

et  d'où  se  tire  de  suite,  par  les  formules  (i)  et  (2),  la 
première  des  relations  (B). 

On  peut,  dans  ce  cas,  écrire  aussi  directement  l'équa- 
tion différentielle  de  l'herpolliodie  en  partant  de  la 
formule 

tangV  =  p— ^, 
dp 

V  désignant  l'angle  de  Vm  avec  la  tangente  à  l'herpo- 
lliodie. 

Les  cosinus  directeurs  de  cette  tangente  étant 


et  ceux  de  P/?/  étant  donnés  par  (5),  on  a,  de  suite, 

,  =  [(D-B)y/-'-(D-C)Ary']-^^... 

[(D-A)^/--(D-B)./ry'-t-(D-G)rr']2' 

Or,  en  vertu  des  équations  d'Euler  (a) 
(D  — B)<7r'— (D  — G)/-^' 

ajoutant,  dans  la  parenihèse,  (A  —  A)  (D  —  k)\p-^  et 
tenant  compte  des  équations  (|ii),  cette  parenthèse  se 
réduit  à  — H,  de  sorte  que  le  numérateur  lang-V  est 

quant  au  dénominateur,  il  est  évidenjment  égal  à 

*  2 


(  297  ) 
Ou  voit  que  fiualemeut 

'   rfp         A  pqr 

H  et  ])qr  ayant  été  calculés  en  fonction  de  p  (u"  7),  ou 
obtient  l'équation  ditrérenlielle  de  l'iierpolliodie. 


[F5aa] 

SIR  LA  MULTIPLICATION  PAR  3  »'II\E  PÉRIODE 
DE  LA  FONCTION  p«; 

Pau    m.   J.    SIRE,    à    Nancv. 


On  sait  que  si 

est  donne, 

s'obtient  par  la  résolution  d'une  équation  du  cinquième 
degré.  En  effet,  si  l'on  regarde  z  comme  une  fonction 
elliptique  aux  périodes  2w,  aw',  la  formule  de  décom- 
position en  éléments  simples  donne 

la  constante  c  étant  déiinie  par  i'équation 

Si  l'on  applique  à  chacune  des  parenthèses  la  formule 

p(  a  -t-  t^)  -i-  n(  K  —  i;  )  =^  -li i iài!\i J — [ ^  ^ 


(  298  ) 
et  si  1  on  pose 

il  vient 

■îi  ax  —  \g^_){x  +  a)  —  f^i 
(x  —  ay^ 

i{bx  —  {g^){x-^b)  —  g.i 


Z  ^=  X ICI  —  26-h 


ix  —  b)^ 

équation   du  cinquième    degré  en  x  qui    admet    pour 

racines 

4  w' 


pu,     p[u —\,      p\u 

6a)'\  /  8w' 


Je  me  propose  de  trouver  une  expression  simple  de 
la  fonction  cyclique  de  ces  racines  : 

<^{u)  ^pu^'j.  pin—  ^j  -+-a2jW  «  —  -i|i  j 

,     /          Goy\          ,      /          8w'\ 
-f-  a3p  lu ï-     +  a*P    " F-  1' 


où  a  ^  e   ^    ,  /•  désignant  un  nombre  entier  non  mul- 
tiple de  5.  Je  considère  à  cet  effet  la  fonction 

(   W,{u)=-lu--x  l^(^u-^^-'u^-i:(^u-±^ 

(>) 


,.;(„_-)_.,(„_-). 


qui  adnuît  pour  dérivée  4'(")5  ^'5  ^^ns  cette  fonction,  je 
remplace  a  par  //H ~>  j  obtiens 


('•) 


'l'i  ("  -^  ^ )  =^  ^  ''"'  ^  "  ^  —  '-'- ■'-'' 


(  299  ) 
(Ml  icMiiarquanl  que 

8w' 


Posant 

il  vient,  eu  tenant  compte  de  (2), 

*r(  zf  -+-  -V^  )  =  y.  ^V(u)  -H  /<(i  —  y.) —  ir,'. 

Si  la  constante  h  est  déterminée  de  telle  façon  (|ue 

I  —  a 
il  en  résulte 

(3)  w(u-^'^'\=ocW(u) 


\^a  =  e   ^    ,  /•  non  multiple  de  5/.  D'ailleurs 

(4)  T(?f -f-2œ)  =  ^^(«); 

ceci  résulte  de  ce  que  la  somme  (i  +  a  +  a-  +  a^  H-  a^) 
des  résidus  qui  figurent  dans  (i)  est  nulle. 

Les    relations   (3)    et    (4)    montrent   que    ^^(«)    est" 

dans  le  premier  parallélogramme  des  périodes  2to,  — t-j 

une  fonction  à  multiplicateurs  constants  i  et  a;  elle 
admet  dans  ce  parallélogramme  comme  pôle  simple  de 
résidu  — i  le  point  h  =  o,  puisque  W,  (t/)  possède, 
d'après  (i),  dans  le  premier  j)arallélogramme  des  pé- 
riodes 2to,  2to',  comme  pôles  simples  de  résidu   — i, 

les  points  h  =  2  A -^  (/»•  =  o,  i ,  2,  3,  4)  ;  on  a  donc 

{3)  W(u)  =  e9"     \     ^      > 

0  et  ^'  désignant  des  constantes  que   je  vais  déterminer. 


(  3oo  ) 
Pour  rendre  le  calcul  plus  clair,  je  poserai  -^  =  to', 

et  je  désignerai  par  r/,  ce  que  devient  r/  quand  on  rem- 
place w'  par  10 ',  5  utilisant  des  formules  bien  connues 
relatives  à  (^(w  |  oj,  to',  )  on  a 

W(a-t-2w)    =  e2(pa)-r,i')\ir(„)^ 
W{u-h2ui'i)  ~  e2Cpw', -r/i c.)  qr (  jf  j  j 

pour  que  la  fonction  e'^"  — ^  admette  les  mullipli- 

caleurs  i  et  a,  il  suffira  de  poser 


pw    —  r^v 

=  o, 

pto;  —  t/i  P 

5 

ce  qui  donne 

3 

•2  /•  r, 

P=     5 

en  remarquant  que 

r.w'i  —  r/  oj 

-i' 

On  a  donc  finalement 


2 


Celte  relation  permet  de  se  rendre  compte  que  W-*  (u) 
admet  les  périodes  aco,  ato',  ;  comme  cette  fonction 
admet  l'origine  comme  pôle  d'ordre  5,  on  a  donc 

W5  (  «  )  =  «0  -+-  «1  P  W  +  «2  P'  "  -t-  «3  P"  «  +  «4  P'"  «, 

où   j)//,    comme   dans    ce    qui   suivra,    est   la  fonction 
construite  avec  les  périodes  2  0),  210',.  En  remarquant 

que  '['"(u)  s  annule  [)our  u  =  v  (  v"  =  ~?~"  )  '  ^>"S'  fl"'' 


(  3oi   ) 
ses    quatre    premières    dérivées,    on    en     déduit    avee 
M.  Kiépert, 


Wô(u)  =  C 


P  "  —  P  <'  P  II  —  P  ''  P  "  —  P  "     P   tt  —  p   V 
jj't'                p"v                j)"V  p'^c 

,p"t'  p"'p  p"(^  p^t.' 

p'V  p'^P  p^'t;  p'''v 


C  étant  une  constante  qui  se  détermine  en  cherchant  la 
limite  de  [«  W(u)]^  pour  u  =  o. 
Dérivant,  il  vient 

p'u     p"u  p"'u  p'' u 

p'i'      p"p  p"'p  p'W 

p\'     p"'ç  p">  p'v 

p"'i'   P'V  p'v  p'-'ç 


5W'*{u)W'{u)  =  G 


et,  puisque  W(if)  =:  '^(u),  j'ai  ainsi  obtenu  l'expression 
de  '}(«)  que  je  nie  proposais  de  retrouver.  On  peut  en 
conclure  facilement  que  l'équation  du  cinquième  degré 
en  X  =^  p{u\  w,  (!>')  est  résoluble  par  radicaux,  quand 
en  même  temps  que  z  =  p(^u\<j)^  oj',  )  on  donne  la 
dérivée  j)'(u|a),  co',),  les  racines  5"'"'''  de  l'unité  et  les 
invariants  de  la  fonction  j3(zi  |  to,  w'^  ). 

Le  problème  que  je  viens  d'examiner  n'est  qu'un  cas 
très  particulier  du  problème  traité  par  M.  Kiépert  dans 
un  Mémoire  publié  dans  le  Journal  de  Ci  elle,  t.  76. 
L'auteur,  pour  calculer  les  Ji  valeurs  de  p(^u  \  oj,  to')  qui 

to,  —  )>  part  de  la  fonction 

Il  /     ^ 


correspondent  à  p(u 

f{u) 


ou 


(jUdV 

2X10 

-i-  2  (J.(0' 

n 

2X7] 

H-  2  |a-ri' 

(  3o2  ) 
X  et  a  désignai) l  des  entiers,  sans  indiquer  coninient 
il  a  été  amené  à  considérer  cette  fonction.  La  méthode 
que  j'ai  suivie,  dans  le  cas  où  «  =  5,  montre  sufGsam- 
ment  de  quelle  manière  on  peut  introduire  la  fonc- 
tion f{u). 


SIR  LA  TRANSFORMATION  DES  FONCTIONS 
DUNE  VARIARLE; 

Pau   m.   E.    [AGGI. 


SECOND    MEMOIRE. 

8.  Nous  avons,  dans  notre  premier  Mémoiie,  étudié 
les  propriétés  des  substitutions;  nous  terminons  et  com- 
plétons ce  travail  par  la  détermination  des  fonctions  F 
et  $,  lorsque  les  groupes  de  transformation  (F<ï>) 
et  (^l'F)  sont  donnés.  Si  l'on  remarque  que  les  substi- 
tutions s  de  (F)  et  d  de  (O)  sont  déterminées  par  les 
groupes  donnés  (F$),  (*Ï>F)  (propriété  T),  les  équa- 
tions différentielles  linéaires  dont  nous  avons  parlé  ne 
sont  autres  que  celles  qu'on  peut  former  avec  les  5  et  G* 
de  (F)  et  de  (<I>). 

Mais  nous  allons  les  former  directement  au  moyeu 
des  i  et  T  et  cette  formation  constituera  une  première 
méthode  de  détermination  des  fonctions  F  et  $  dont  les 
groupes  de  transformation  sont  donnés. 

Première  méthode.  —  Nous  nous  placerons  dans  \v. 
cas  de  deux  fonctions  complètes  uniformes  F  et  <I>  ; 
(|Uoi(|U(î  la  méthode  s'appli(ju('  h  certains  cas  de  fonc- 


(  3o3  ) 
lions  multiformes  ponctales,  et  même  linéales  et  aréales, 
ces  derniers  cas  sont  soumis  à  certaines  conditions  que 
nous  ne  pourrons  déterminer  que  dans  la  suite. 

Supposons  d'abord  qu'il  existe  des  fonctions  entières 
des  groupes  donnés;  nous  poserons,  en  supprnnant  les 
accents  pour  simplifier, 

t  =  x-\-r,         -û  =:  a?  -f-  p. 

Les  fonctions  /■,  o  sont,  comme  les  fondions  /,  t,  ra- 
cines simples  des  équations 

^   ^{x)  =  F(0  =F(.-rM-r), 

les  fonctions  t  et  les  fonctions  t  ne  sont  en  elTet  racines 
multiples  de  ces  équations  que  lorsque  x  est  en  un  point 
multiple  des  groupes. 

Les  fonctions  F  et  <E>,  étant  supposées  entières,  sont 
développables  par  la  série  de  Taylor  dans  une  région 
que  nous  supposerons  comprendre  tous  les  transformés  t 
etxdex.  Les  équations  (22)  prennent  alors  la  forme 
suivante  : 

¥"{x) 
i  *(.-r)-- F(^)-+-/-F'(.r) -+-'-— ^ ^-•••' 

(^3)  '  <î>"(:r) 

Les  racines  de  ces  équations  sont  les  fonctions  /■,  p, 
supposées    données,    et    ce   sont    des    racines   simples 
x  étant  un  point  ordinaire  autre  qu'un   point  multiple 
des  groupes  de  transformation. 

Si,  dans  chacune  de  ces  équations,  on  réunit  tous  les 
termes  dans  un  même  membre,  on  obtient  une  fonction 
entière  de  ;•  et  une  fonction  entière  de  p,  dont  on  con- 
naît les  zéros,  (,ui   est  décomposable  en  un  produit   do 


(  3o4  ) 
facteurs  primaires  et  qui  donne,  par  conséquent  ('  ), 

F' 


(M) 


S'-^hi^ 


^ 


2  O-i 


I  \         *' 


où  les  fonctions  /  et  les  fonctions  X  sont  certaines  fonc- 
tions qui  rendent  convergentes  les  séries    indiquées  et 

qu'on  peut  annuler   lorsque  ^  -  et  ^  -  sont  conver- 


gentes. 
Posons 


(25) 


A'  F'  B'  *' 


A        F  —  *  B        *  —  F 

On  a  alors 

A'       B'       F'-*' 


A     '    B         F  —  * 

d'où 

F  — <!>  =  cAB, 

c   étaut  une   constante.    Les   équations  (aS)   s'écrivent 
alors 

(2G)  F'=cBA',         4>'  =  — cAB', 

d'où,  avec  deux  constantes  c,  c', 

(27)     V{x)~c-+-cl\ik'dx,  <\>{x)  —  c' —  c  j  k\i' dx, 

où  les  limites  sont  les  niêtnes  dans  les  deux    intégrales, 
car  F  et  ^  se  correspondent. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  de  deux  fonc- 


(')   Voir  noire  Note  :  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  {Nouv. 
Ann.,  1902). 


(  3o5  ) 
lions  uniformes  méromorplies,  et  posons 


F{x)  = 


^{x)  =  f^ 


9i(a") 


?2(^)' 


f\i  Al   ?ij  T^  étant  des  fonelions   entières.  Les  équa- 
tions (22)  sont  alois 


(28) 


91(37) 

Oo{x) 


fi(-r)  ^  'fi(^  +  p) 
J\{x)  ^  o.{x-h?) 


Les  /■  et  les  0  sont  des  racines  simples  de  ces  équa- 
tions, x  n'étant  pas  un  point  multiple  des  groupes.  Sup- 
posons les  fonelions  entières  /  et  cp  développables  en 
séries  de  Tavlor  dans  une  région  contenant  tous  les 
transformés  /  et  -:  de  x;  on  aura  alors,  en  écrivant  sim- 
plement/,/',  ...,  'f,  'f',  ...  pom-f{x),f'{x),  ...,  o{x), 

I  o,( x)  f.Jx  —  r)  ^  ri^ii x)  f,{x  ^  r)  =  o 

=  I  91/2—  ©2/1,)  -+-  ^•(?l/-2—  'f2/i  ) 


(29) 


/,  (^)cp2(^-+-  P)  —  /2(.2^)?l(^-+-  P)  =  O 
=  (/l  ?2  -  ?l/2  )  +  p(/l  92  — /2  ?i  ) 

-Ç(/l92-/2?l)-Ç(/l?2-/2'f';')- 


Les  premiers  membres  sont  des  fonctions  entières 
de  /•  et  de  p  respectivement  dont  on  connaît  les  zéros  et 
auxtjuels  la  décomposition  en  facteurs  primaires  est  ap- 
plicable. Par  consécjuent,  si  nous  posons 


(io) 


Ann.   de  Mathemat.,  4'  série,  l.  III.  (  Juillel  iQoS.) 


A,=2('- 

t)' 

B,=2().,- 

-D' 

A.^2(.- 

■h} 

B.=2('-.- 

-?)' 

A,=2(''- 

) 

B,=-^(l,- 

-?)• 

(  3o6  ) 

où  les  fonclions  /, ,  /o,  . . .,  Àj ,  Xo;  •  •  •  icndent  conver- 
gentes les  séiies  iiidiquées  formées  avec  les  fonctions  r 
el  les  fonctions  p  données,  on  aura  (^loc.  cil.) 


(3i) 


?l/2  —  ?2/i 
?l/2  — ?2/l 

?l/2  —  ?2/i 

=  2A3+3A,A,  + A^, 

<Fi/2—  «fa/i 

<F./2-?2/;" 

?l/2—  O2/1 

/.?2-/2'^l 

R 

/l?2— /zfl 
/l?2— /2?'i 

=  B3-FB|, 

=  263+38361  +  6^ 

/i?2— .AtT 

/l?2— /2ÎI 

Or  les  équations  écrites  sur  la  première  ligne  donnent 


?l/2—   ?2./l 

posant  pour  un  instant 

\  a   =eJ         .  p    = 

-=A„ 


A,+  Bi; 


(3-2) 

on  aura  donc 

(33) 


B., 


?i./2—  ?2/i  =  a;^^, 


la  constante  d'intégration   pouvant   rentrer  dans  a  ou  j^ 
qui   ne  sont  déterminés  (pi'à  un   lacteur  constant  près. 


(  3o7  ) 
Les  équations  (3i)  s'écrivent  alors 

(34)  ^./•2-?2/',  =  ^?A,  =  a'?, 

(35)  ©1/2  — ?2/'i  =  a?(A2+ Af), 

(36)  cp,/^'-o./,"=a3(2A3-f-3A,Ai-f-AJ), 

(3;)  ?iy2-ï;/i  =  ^3B,  =  a^', 

(38)  ç';y;-cp^/,  =  a3(B,-f-B?), 

(39)  ç';'/2-o';7,  =  a^(2B3+3B2B,H-Bî), 


Les  équations  (33),  (34),  (35),  linéaires  par  rapport 
à  .i),  C22î  donnent  l'équation 


(40) 


.A    /i         I       I 

/;    /i  A,         1=0. 

Il    f'[     A.+  A'ï  I 


Dérivant  (34)  en  tenant  compte  de  (35),  on  trouve, 
en  remarquant  que  -j- '^-^^  =  aji(A,  +  B,  ), 

(4i)  <f;.A-o;/;  =  «3(AiBi-v-A;-A,). 

En  dérivant  (37)  et  tenant  compte  de  (38)  ou  aurait 
une  antre  expression  de  la  même  fonction,  qu'on  peut 
obtenir  en  permutant,  dans  la  précédente,  les  A  et  les  B 
de  même  indice;  on  en  conclut  la  relation  nécessaire 
suivante  entre  les  t  et  les  t  données  : 


i'x-i.) 


\\  —k.y=  B'i  -  B, 


Cette  remarque  faite,  dérivons  (35)  en  tenant  compte 
di^  (36);  on  trouve 

'^'^     i       =a?(B,(A24-An-v-A'2+'^A,A'i-'2A3— 2A2A,). 


(  3o8  ) 

Les  équations  (3y),  (40'  i'^^)-'  linéaires  par  rapport 
à  'j>\  et  cp'j,  donnent  l'équation 


(44) 


/;  /;  b,a,  +  a;-A2 

/:    /;'     Bi(A2  +  Af)-f-A'2+ 2A1A;  — iAs— 2A2A1 


Si  l'on  développe  les  déterminants  {4o)i  (44)?  P^^ 
rapport  aux  éléments  de  la  troisième  colonne,  et  si  l'on 
élimine  le  mineur  {/!,/'[ — f\fl)i  o'i  obtient  l'équation 

/2/ï  — /1./2        '-*  ^ I  (  A',  —  A 2  )  -4-  A,  —  2  A3 


(4.5)       < 

/./;- 

=  2 

A ,  -  A, 

A'2  — 2A3 

^'^  a;-A2- 

Poson 

s  pour 

un  instant 

j      2  A,  H )  (il- 

u  =  eJ  ^           Al  —A,  y 

Nous 

aurons 

alors 

(46) 

/2/i- 

-/l/2=   ". 

(47) 

/./ï- 

-/l/2=   "', 

et,  au  moven  de  l'écpiation  (40)? 

(48)  /;/;'-/;/:  =  A,  a'- (  A, +An«. 

Ces  trois  équations  sont  de  la  même  forme  que  celles 
qui  nous  ont  conduit  à  l'équation  aux  fonctions  0  rela- 
tives à  un  groupe  donné  de  substitutions  d'invariabilité. 
[Détennination  des  fonctions,  etc.  (^Nouv.  Ann., 
1902).] 

En  opérant  de  la  même  manière  que  dans  ce  cas,  on 
trouve  l'équation  suivante,  à  la(juelle  satisfoniy, ,  f<^  et 
toutes  les  fonctions  /=  À/i  +  a/o  dont  les  quotients 


(49) 


(  3o9  ) 
sont  les  fonctions  F  cherché(\s, 

uf—  u'f^  (Al  u  -  (  Aï  +  A|  )  u)f  =  o 

ou,  en  vertu  de  la  valeur  de  u  écrîle  plus  haut, 

On  obtiendrait  de  même  l'équation  aux  fonctions  'f  : 

Dans  le  cas  où  nous  nous  sommes  placé,  où  F  et  $ 
sont  fonctions  complètes  uniformes,  et  où  les  fonctions  / 
et  'f  sont  uniformes  entières,  les  fonctions  /  sont  iden- 
tiques aux  fonctions  entières  0  qu'on  peut  déterminer 
par  les  substitutions  de  (F)  et  qui  sont  les  intégrales 
d'une  équation  de  la  forme  {loc.  cit.) 

$0"_cï>'0'+(*"— *^')0  =  o, 

où  <t>  et  W  sont  formées  au  moyen  des  substitutions 
de  (F)  :  il  s'ensuit  que  cette  équation  est  identique  à 
l'équation  (49)  et  l'on  obtient  par  cette  identification 
deux  relations  entre  les  quantités  r  =  t  —  x  prove- 
nant du  groupe  de  transformation  (F<I>)  et  les  pé- 
riodes p  =  s  —  x  provenant  du  groupe  (F).  Les  fonc- 
tions '-P  conduisent  à  des  relations  analogues  entre  les 

quantités  p  =  x  —  x  et  les  périodes  r.  =  d  —  x  de  (4)). 
On  peut  obtenir  une  inlinité  de  relations  entre  les  t 

et  les  X  de  la  forme  (42)  par  des  moyens  analogues  à 

ceux  qui  ont  servi  à  établir  celle-ci;  nous  n'y  insistons 

pas. 


(  3.0  ) 
Tleinarquons  encore  que  l'iiypotlièse  faite  que  F[x) 
et  (^(jc)  soient  uniformes  n'est  pas  Jiécessnire,  car  cette 
hypothèse  ne  nous  a  servis  qu'à  mettre  F  et  $  sous 
forme  de  quotients  de  fouctious  entières  aux(juelles 
notre  théorème  sur  les  zéros  des  fonctions  entières  est 
toujours  applicable  (JYoïw.  Ann.,  1902);  mais  nous 
avons  vu  {loc.  cit.)  qu'il  existe  des  fonctions  complètes 
multiformes  (ponclales,  linéales  ou  aréales)  qui  se 
mettent  sous  forme  de  quotients  de  fonctions  pseudo- 
entières (fonctions  qui  ne  deviennent  infinies  pour 
aucune  valeur  finie  de  x),  auxquelles  la  décomposition 
en  facteui's  et  le  théorème  sur  les  zéi'os  sont  applicables. 
Dans  tous  les  cas  où  les  groupes  (F<I>)  et  (<Î>F)  sont 
tlonnés,  on  pourra  donc  appliquer  les  équations  (49) 
et  (5o);  on  doit  observer  seulement  c|ue,  lorsque  les 
séries 

2ày  Z?^'  2dV^' 

11'  Ir  If, 

ne  sont  pas  convergentes,  il  reste  une  ambiguïté  dans 
le  choix  des  fonctions  /,  À  à  introduire  (3o);  ce  n'est 
que  lorsque  ces  séries  sont  convergentes  que  tous  les 
coefficients  de  (49))  (5o)  sont  bien  déterminés.  Cepen- 
dant, dans  le  cas  où  ^—  est  convergente  sans  que  \  - 

le  soit,  on  peut  le  plus  souvent  (Joe.  cit.)  annuler  A|  et 
faire 


A.>  = 


l'équation  (49)  <-'st  alors 


A'.,—   ■>.  A;, 


(  3ii  ) 
Le  cas  que  nous  avons  traité  d'abord  où  il  existe  des 
Ibuctions  entières  F  et  $  des  groupes  donnés  est  com- 
pris dans  le  cas  général  résolu  par  les  équations  (49) 
et  (5o);  les  fonctions  /"et  cp  sont  alors  elles-mêmes  des 
fonctions  F  et  4>  et  les  équations  (49)  et  (5o)  doivent 
èlre  satisfaites  par  y=:const.,  cp  =  const.,  d'où  les 
relri  lions 

/   . ,      V        a; —  2  A3 

(-^'-^^^+-vr=Âr-^'='^'    . 

conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que,  parmi 
les  fonctions  F  et  <I>  des  groupes  donnés,  il  y  en  ait  qui 
soient  entières. 

Seconde  méthode.  —  Posons 

a,)  -f-  «  1  a;'  -+-  a.2  r-  -+- .  .  . 


(5'2) 


\   z  =  b  (x)  =  -. 7 -j 5— 


Les  équations 


s  eciivcut 


(53) 


«0^-  «1  ^-r-  «2^ 


èo  H-  61  «  +  62  <- -H  .  .  . 

ap+otix  +  g-2-w^H-.  ■  . 


Ces  équations,  qu'on  peut  mettre  sous  forme  entière 
par  rapport  à  ^  et  t, 

«0  —  po--+-(a,  —  piz)--+-(a,  —  ^2^)--^-l-...=^o 
ont  pour  racines  simples  les  substitutions  t  et  t  données. 


(  3.2  ) 
Si  l'on  pose 


1     Jl,  =2   (',»!_  I^,  ili,,  ^2   (;^1  -  ^y  : 


(54)      <    ^       ^  / 

dis  2  ■ 


=2  (-2-^).    ^^,=26^^-.- 


où  les  fonctions  ///...,  |x .  .  .  rendent  convergentes  les 
séries  indiquées,  on  aura 


(55) 


(56) 


a-,  —  boX 
ao—boZ 

= 

a,— |3,^ 

= 

■2         '          -2         ' 

ao—  [io-s 

Toutes  les  fonctions  cherchées  étant  les  transforma- 
lions  linéaires  de  :;  et  de  ^,  on  peut  prenche  pour  fonc- 
tions F  et  $  les  fonctions  déterminées  par  les  seconds 
membres  d'une  équation  (55)  et  d'une  équation  (56); 
toutefois  il  restera  à  déterminer  les  coefficients  d'une 
transformation  linéaire  de  l'une  au  moyen  de  l'autre, 
pour  que  les  deux  fonctions  obtenues  se  corres- 
pondent ('  ). 

La    méthode    que    nous    venons    d'indiquer    et    qui 


(')  Les  quantités  «i,,  mj,  ...,  ]j.,,  \u,  ...  peuvent  èlrc  telles  pour 
que  ^Ao,,  et  1)!),,  al.j,  el  l)^,  ...  se  coricspondcnl;  c'est,  par  exemple, 
ce  qui  arrive  lorsque  les  quantités  m,  [jl  sont  toutes  nulles. 


(3.3  ) 
est  analogue  à  la  seconde  niélhode  que  nous  avons 
donnée  [Nom'.  Ann.,  i9o3)  pour  déterminer  les  fonc- 
tions F(.r)  de  groupe  (F)  donné,  donne  lieu  à  une 
discussion  analogue.  Pour  ne  point  trop  allonger  cette 
Note,  nous  prions  le  lecteur  de  se  reporter  à  la  Note 
précédente  et  nous  ne  rappellerons  que  cette  remarque  : 

s'il  existe  un  nombre  to  tel  que  2, —  ^^it  convergente 
et  que  les  séries    ^—   (/î  =  i,  2,  .  .  . ,  oj  —  i)    soient 

divergentes  ou  constantes,  on  a  l'une  des  fonctions  s 
clierchées  du  groupe  de  transformation   (^F)  par  la 

fonction  2^1^'  '^  "i^"i<^  remarque  s'applique  aux  séries 
en  T. 

Les  deux  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  pour 
la  recherche  des  fonctions  F  et  <ï>  dont  les  groupes  de 
transformation  sont  donnés  présentent  les  mêmes  avan- 
tages et  aussi  les  mêmes  difficultés  que  les  deux  mé- 
thodes que  nous  avons  données  précédemment  pour 
déterminer  les  fonctions  F(j:)  dont  on  donne  le  groupe 
de  substitutions;  pour  la  comparaison  de  ces  méthodes 
il  suffit  de  se  reporter  à  la  Note  précédente.  On  ap- 
pli(|uera  facilement  ces  méthodes,  à  titre  d'exercice, 
aux  substitutions  qui  transforment  sinx  en  cosa:,  ou 
réciproquement,  et  à  celles  qui  transforment  snx 
en  sn(K.  -h  x)  ou  réciproquement. 

La  théorie  générale  que  nous  avons  indiquée  briève- 
ment a  de  nombreuses  et  importantes  applications; 
nous  verrons  notamment  dans  la  suite  comment  elle 
conduit  aux  transformations  de  Lie  pour  les  équations 
différentielles. 


(  3i4  ) 

CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHMOIE  M  1903. 
COMPOSITION  DE  MATIIÉMATIOIIES. 

SoLUTiox  PAR  M.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


Deux  points  P,  P),  rapportés  à  un  système  cVnxes 
rectangulaires  0.r,  Oy,  Oz,  ont  pour  coordonnées  rt, 
/>,  c  et  <7,,  b^,  c,.  De  ces  points  partent  respectivement 
deux  droites  [D]  et  [î^i]  ayant  pour  cosinus  direc- 
teurs a,  [^,  V  e£  7-1 ,  |3| ,  V, .  Laxe  des  z  est  r>erticai. 

Deux  points  pesants,  placés  d^ihord  en  P  ef  Pi ,  sont 
abandonnés  à  eux-mêmes,  au  même  instant,  et  des- 
cendent sur  les  droites  [D]  et  [D|],  suj-  lesquelles  ils 
occupent,  au  bout  du  temps  t,  les  positions  M  et  M| . 

I.  Exprimer  les  coordonnées  des  points  M  et  M|  en 
fonction  du  temps. 

Les  masses  des  deux  points  étant  [j.  et  ]J.^ ,  déterminer 
le  mouvement  de  leur  centre  de  gravité  G. 

En  supposant  Cj  ^=^  c,  ^i  =  Y>  trouver  à  ijuelles  con- 
ditions doivent  satisfaire  a,  ai,   ,3,   |3|,   et  quelle  doit 

être  la  valeur  du  rapport   --  pour  que  G  décrive  une 

dioite  verticale. 

II.  Ces  dernières  conditions  étant  remplies,  former 
V équation  de  la  surface-lieu  de  la  droite  iMMi,  quand 
le  temps  varie. 

Mettre  en  évidence  les  génératrices  rectilignes  de 
cette  surface. 

Calculer  les  coordonnées  de  son  sommet. 

III.  Le  mètre  étant  pris  pour  u/iilé  dt^  longueur,  on 


(  3io  ) 


suppose  que  l'on  ait 

a  =  b  =  o,             c  =  1 , 

«I  =  o, 

'                      0 

a  =  7  =  — = ,         ;i  =  o, 

a,=-^ 

ft,=  Tt,         Ci  =  r, 

•    /i -^       ^'  =  °'     '""î- 

Dans  ce  cas  patticulier,  calculer  le  rapport  -^—,  de 
telle  sorte  (jne  G  parcoure  une  droite  verticale  :  cal- 
cule]-, en  outre,  sa  vitesse  v  à  l'instant  oii  il  vient  ren- 
contrer l'axe  des  y^  ainsi  que  la  durée  t  de  sa  chute 
jusijuà  cet  instant.  Ces  valeurs  seront  calculées  en 
secondes  pour  le  temps,  en  mètres  à  la  seconde  pour 
la  vitesse,  en  prenant  C),8  pour  valeur  de  l'accélé- 
ration due  à  la  pesanteur-. 

N.  B.  — ■  //  est  bien  entendu  qu'on  ne  tient  aucun 
compte  du  frottement,  ni  de  la  résistance  de  V air  dans 
le  mouvement  des  points  M  et  M| . 

SOLUTION     ANALYTIQUE. 

I.  Ou  sait,  d'après  la  théorie  du  [)laii  incliné,  que 
cliacuu  des  points  M  et  M,  décrit  la  droite  correspon- 
dante d'un  mouvement  uniformément  varié  dont  l'accé- 
lération est  égale  à  la  projection  de  l'accélération  de  la 
pesanteur  sur  cette  droite. 

Si  donc  on  suppose  l'axe  Oz  dirigé  du  bas  vers  le 
haut,  l'accélération  du  point  M  sur  la  droite  D  est  égale 
à  — ji^y,  et  ses  projections  sur  les  trois  axes  sont  respec- 
tivement 

--^«Y,     —  ^Pï-     —  ^T% 

ce  qui  donne  immédiatement,   pour  les  coordonnées  du 
point  iM  au  bout  du  temps  ?, 

(•)  .  -y  =  o-  '-é'hi\ 


(  3i6  ) 
et,  de  même  pour  le  point  M,, 


/  I 

I  ^ 


Les  coordonnées  du  cenlre  de  gravité  G,  égales,  comme 
on  sait,  à 

lXX->rlJ.iXi                               [^X-f-(^,JKl                  r,           [XZ-^lXiZi 
A  =    j  1    =   j  Zi  =   y 

[A  -h  ja,  [JL  -F  ;ii  [^+1^1 

sont  donc  données  par 

l     "  [JL  -t-   [J-i  2  *  [JL  -1-   [J-i  ' 

(2)  ;  Y  =  '-^^^i-^i^'  _  L  ^!^i^Y+  'M^r(i  f, 

\  ix-i-  ixi  1  I-Jt  -f-  jJtl 

équations  de  même  forme  que  les  précédentes,  qui  défi- 
nissent par  suite  aussi  un  mouvement  rectiligne  unifor- 
mément varié. 

La  droite  décrite  par  le  point  G  sera,  d'ailleurs,  ver- 
ticale si  X  et  Y  sont  indépendants  de  /,  c'est-à-dire  si 

Dans  l'hypollièsc  où  y  =  v, ,  ces  égalités  peuvent  s'écrire 

iL  —  -L  —  _  ^ 
^i  ""  i^i  "     i-i  ' 

et,  puisque  les  égalités 


(  3i7  ) 
donnent  ici 


-7-  a,  -^  Pi  V   «?+?? 

Or,  les  masses  [jl  et  pi,  étant  essentiellement  positives, 
la  valeur  —  i  seule  convient.  On  a  donc  finalement 

(3)  a=— ai,  p=— pi,  i-t  =  !^i. 

En  d'autres  termes,  les  droites  D  et  D,  également  in- 
clinées sur  Oxy  le  sont  en  sens  contraire,  leurs  projec- 
tions sur  ce  plan  étant  parallèles,  et  les  masses  des 
points  M  et  M,  sont  égales. 

Si,  en  outre,  on  tient  compte  de  l'égalité  c  =  c,,  on 
voit  que  les  coordonnées  du  point  G  se  réduisent  alors  à 


H.   Si,  dans  les  équations  de  la  droite  MM, 

X  — ^  _  Y-r  ^  z-^ 

:r  —  xi'~  y— ri        z  —  zi 

on  remplace  x,  j,  z,  x,,yo  -1   P^r  leurs   valeurs  (en 
tenant  compte  des  hypothèses  c  =  Ct,  y  =  y,  ),  et  si  l'on 

pose  rg'Y'-=  ^,  on  a 


a— ai— ?.6cî       6  — 61  — îOp 

Éliminant  8  entre  ces  équations,  on  a,  pour  la  surface 
décrite  par  la  droite  MM,,  l'équation 

.^(X  — a)-a(Z  — c)     ^    y{\  —  b)—^iZ  —  c) 
Y(a  — ai)-+-2a(Z  — cj        ^{{b  —  bi) -h -ipiZ  —  c) 


(  3.8   ) 
fju  on  peut  écrire 

(4)    '  -y|^(6-6,)(x -^j 

Celle  équation  définit  un  paraboloïde  hyperbolique.  Ou 
voit  imniédiatenieut  qu'elle  se  simplifie  beaucoup  lors- 

,                                ,,      .    .                    .       / a  -+-  ai     b  -h  Oi       \ 
qu  on  transporte  1  origine  an  point  (  — ,  — ■ >  c j, 

cenlre  de  gravité  des  points  P  et  P,.  Elle  devient  alors 

(î  bis)     -iZ'i^X'  —  ol\")  -i-  -([[b  —  bi)\'  —  (a  —  ai)\']  =  o. 

Les  plans  directeurs  de  ce  paiaboloïde  sont 
Z'=o,         fiX'— aY'=o, 

et  ses  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes 

{  pX'-aY'=).[(6  — 6,)X'— (a-«i)Y'], 


(l-^J 


.Z'=  ii[{b  —  bi)X'-(a-ai)Y'], 


r^es  plans  directeurs  étant  rectangulaires,  le  parabo- 
loïde  est  équilatère,  et  son  sommet  est  à  la  rencontre  des 
deux  génératrices  respectivement  peipendicnlaires  aux 
deux  plans  directeurs. 

La  génératrice  ([j.)  perpendiculaire  au  plan  Z'=  o  est 
celle  pour  laquelle  |j.  =  oo,  c'est-à-dire 

(5)  X'=o,         Y'=o, 

et  la  génératrice  ().)  perpendiculaire  au  plan 

pX'— aY'  =  o 


(  3.9  ) 
est  celle  pour  laquelle 

[(0  —  bi)l  —  ^]3  -+-  [la  —  ai)l  —  a]a  =  o; 

dOii 
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X  =  ■ ■- '    ■ , 

'jj{  b  —  bi  )  -h  'x{a  —  ai) 

ce  qui,  porté  dans  la  seconde  équation  (a),  donne 
Y   a('a  — «i)~  <^(b  —  bt  ) 

J^e  sommet  étant  défini,  par  rapport  aux  nouveaux  axes, 
jiar  les  équations  (5)  el  (6),  ses  coordonnées  rapportées 
aux  anciens  seront 


_  a  -h  ai 


Y=  ^.^^1 


_  ^i  oi(a  —  ai)  ^'^{b  —  bi) 


111.  Avec  les  données  de  1  énoncé,  les  formules  (3), 
où  l'on  remplace  par  0  le  rapport  —,  deviennent 

X  =  — --^^ ^— ^f^,         Y= ,         Z  =  i '■ fft^. 

8(p  +  ij*     '  p^i  8(p-i-ij* 

Pour  (pie  le  point  défini  par  ces  cooi'données  décrive 
une  verticale,  il  faut  et  il  snflît  (jue  X  soit  indépendant 
de  t  (Y  l'étant  déjà),  ce  (pii  donne 

■2p  =  v  6  ou  =  • 


On  a,  dès  lors, 


4(/3-+--2J 


(  3p^o  ) 
Lorsque  le  point  renconire  l'axe  Oy,  son  Z  est  nul. 
et  le  temps  de  la  chute  est,  dès  lors,  donné  par 


I ~ r    X9,8?2_o; 


d'où 


V      9,8(i  +  /3) 


ou,    en    multipliant    haut    et    bas   sous    le    ladical    pu- 
v/3-i, 


V         9,1 


,^=o.,;46. 


Si  nous  représentons  le  mouvenient  vertical  du  point 
par  l'équation 

•2 

/     ,       ,  v/3  +  l         \  j 

(  ou  £:^  =  —.—- r  i^    ,   nous  venons  de  trouver,    pour 

le  temps  de  la  chute, 

D'autre  part,  la  vitesse  est  donnée  en  valeur  absolue 
par 

On  a  donc,  pour  la  vitesse  à  l'instant  considéré, 

^  =  f  \/ j. -=  s/^ 
et,  par  suite, 

Vt  =  '2. 

Donc 

V  =    -    =    —   =  2'»,  678. 

t  0,746 
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SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE. 

I.  Les  segments  parcourus  dans  le  même  lemps  par 
M  et  M,  sur  les  droites  D  et  D|  à  partir  des  points  P 
et  P,  sont  proportionnels  aux  projections  de  l'accélé- 
ration g  sur  ces  droites.  Ces  points  engendrent  donc  des 
ponctuelles  semblables,  et  la  droite  qui  les  joint  décrit 
un  paraboloïde  hyperbolique.  Comme,  d'autre  part,  le 
centre  de  gravité  G  divise  le  segment  MMi  dans  un  rap- 
port constant  (inverse  de  celui  des  masses  [Ji  et  u.,),  il 
décrit  une  génératrice  A  de  ce  paraboloïde,  de  même 
système  quti  D  et  D,,  el,  de  plus,  il  engendre  sur  cette 
génératrice  une  ponctuelle  semblable  aux  ponctuelles  (M) 
et  (M,  ).  Le  mouvement  de  G  est  donc;  rectiligne  et  uni- 
formément varié. 

Si  A  est  verticale,  le  plan  diiecteur  correspondant  est 
vertical,  et  les  droites  D  etD,  étant  alors  parallèles  à  un 
même  plan  vertical  ont  leurs  projections  horizontales 
parallèles.  Leurs  inclinaisons  supposées  égales  (y  =  v,) 
doivent  étie  de  sens  contraire,  sans  quoi  le  paraboloïde 
se  réduirait  au  plan  des  deux  droites  parallèles  qu'on 
obtiendrait  alors,  et  A  ne  saui-ait  être  verticale  tant 
que  D  et  l),  ne  le  seraient  pas. 

Sur  ces  droites  inclinées,  M  et  M,  parcourent  des 
segments  égaux  entre  eux  dans  le  même  temps.  Donc, 
la  projection  horizontale  de  Mi\l,  passe  par  un  point 
fixe,  milieu  de  la  projection  horizontale  de  PP|,  et  li; 
centre  de  gravité  G  ne  peut  décrire  une  verticale  qu'au- 
tant qu'il  se  [)rojctle  horizontalement  en  ce  point  fixe, 
ce  qui  exige  ([ue  G  soit  au  milieu  de  iMIM,,  cest-à-dire 
(jue  [j.  =^  IX I . 

IL  Lors<jue,  eu  outre,  c  :=  c'i ,  c'est-à-dire  lorsque 
les   points  de  départ  P  et  P,  sont  au  même  niveau,  la 

ylnn.  de  Malkémat.,  \'-  série,  l.   lll,  (.liiillcl  ujoo.)  21 
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droite  MM|  reste  conslainniciit  liorizontale  et  engendre, 
par  suite,  en  s'appuyant  sur  DetDi,  un  paraboloïde 
liyperbolique  dont  un  plan  directeur  est  liorizontal, 
l'autre  étant  parallèle  à  D  et  D(,  par  suite  vertical.  Ce 
paraboloïde  est  donc  équilatère. 

Les  génératrices  du  premier  système,  qui  ne  sont 
autres  que  les  droites  MM|,  rencontrent  toutes,  comme 
nous  venons  de  le  voir,  la  verticale  A  décrite  par  G. 

Les  génératrices  du  second  système,  parallèles  au  se- 
cond plan  directeur,  rencontrent  toutes  la  perpendicu- 
laire commune  t:  à  D  et  I),,  qui  est  évidemment  une 
génératrice  du  premier  système,  puisque  liorizontale. 

Les  génératrices  A  et  t:  res[)ectivement  perpendicu- 
laires aux  deux  plans  directeurs  déterminent  un  plan 
tangent  perpendiculaire  à  Taxe,  celui-ci  étant  paral- 
lèle à  l'intersection  des  plans  directeurs.  Leur  point  de 
rencontre,  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  à  D 
et  D,,  n'est  donc  autie  que  le  sommet  du  paraboloïde. 


lt!ULIOGRAf'll!E. 


Dk  l'expérietsce  e]v  géométrie  ^  ])ar  M.  C.  de  Frey- 
cinel.  —  ln-8°.  Paris,  Gautbier-\  illars  ;  190.3. 

La  Gconiétrie  est-elle  uiiiqueinenl  rationnelle,  ou  bien 
a-t-elle  une  orif^ine  expérimentale? 

Telle  est  la  question  que  M.  de  Freycinet  traite  dans  son 
dernier  Ouvrage  avec  son  talent  habituel.  On  lit  avec  plaisir, 
et  sans  fatigue,  cette  discussion  pleine  d'aperçus  originaux  et 
faite  avec  une  netteté  et  une  précision  remarquables. 

La  réponse  à  la  question  dépend  évidemment  du  caractère 
que  l'on  reconnaît  aux  axiomes.  S'ils  sont  d'ordre  purement 
logique,  s'ils  rentrent  dans  la  catégorie  des  vérités  évidentes 
par  elles-mêmes,  la  Géométrie  est  uniquement  mathématique 
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comme  l'Arithmétique.  Au  contraire,  si  ces  axiomes,  dépourvus 
du  caractère  de  nécessité,  doivent  être  recherchés  dans  les 
enseignements  de  l'expérience,  la  Géométrie  se  rapproche  de 
la  Physique  mathématique. 

L'auteur  se  rattache  à  cette  dernière  manière  de  voir,  tout 
en  précisant  le  sens  de  la  notion  expérimentale  en  Géométrie. 

Dans  les  sciences  naturelles,  l'expérimentation  porte  sur 
des  choses  concrètes  et  se  réduit  à  la  constatation  d'un  fait 
matériel.  En  Géométrie,  les  expériences  existent  aussi  à  l'ori- 
gine; mais  elles  sont  idéalisées  et  généralisées. 

Les  axiomes  géométriques  correspondant  à  des  réalités,  il 
ne  nous  appartient  pas  de  rejeter  arbitrairement  ceux  dont  la 
forme  ne  convient  pas  à  notre  esprit. 

Aussi,  sans  nier  l'intérêt  des  Géométries  abstraites,  M.  de 
Freycinet  s'attache  à  la  seule  Géométrie  euclidienne,  où  le 
rôle  de  l'expérience  apparaît  sans  restriction. 

Le  premier  Chapitre  comprend  l'étude  des  principaux  con- 
cepts de  la  Géométrie.  Ces  notions  fondamentales  ont  leur 
origine  dans  l'expérience  universelle  ;  elles  nous  sont  suggérées 
par  la  vue  du  monde  extérieur. 

La  raison  intervient  pour  compléter  l'expérience  presque 
inconsciente  :  elle  épure  l'image  reçue  et  ci'ée  un  type  idéal 
dont  les  qualités  ne  procèdent  pas  de  notre  entendement,  mais 
nous  sont  dévoilées  par  l'observation  de  la  nature. 

L'auteur  examine  successivement  les  notions  relatives  à 
l'espace,  la  distance,  le  volume,  la  surface,  la  ligne,  le  point. 
Pour  ces  dernières,  on  voit  apparaître  nettement  le  travail 
d'abstraction  qui,  de  l'étude  des  corps  de  la  nature,  nous  con- 
duit à  la  conception  des  figures  géométriques. 

La  notion  de  parallélisme  est  ensuite  développée. 

Après  avoir  rappelé  les  définitions  classiques  et  signalé  les 
inconvénients  qu'elles  présentent,  M.  de  Freycinet  propose  la 
formule  suivante  :  Deux  droites  sont  parallèles  quand  elles 
sont  partout  à  la  même  distance  l'une  de  l'autre.  Il  restera, 
bien  entendu,  à  montrer  la  possibilité  d'un  tel  système  de 
droites,  et  à  préciser  l'idée  de  distance;  mais  ceci  fait,  la  nou- 
velle définition  présente  sur  les  autres  deux  avantages  :  le 
parallélisme  ainsi  dépeint  est  susceptible  d'une  vérification 
ex|jérimenlale  ;  en  second  lieu,  il  n'introduit  pas,  à  la  base  de 
la  Géométrie  élémentaire,  la  nutioii  de  l'infini. 

Le  second  Chapitre  comprend    TiHuile   tics   axiomes    géomé- 
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triques.  L'auteur  signale  eu  passant  un  certain  nombre  d'entre 
eux,  qui  sont  d'ordre  purement  logique,  et  n'appartiennent 
pas  en  propre  à  la  Géométrie. 

Les  autres,  que  l'on  nommera  lois  naturelles,  se  réduisent 
à  un  petit  nombre  de  propriétés  essentielles  du  point  et  de  la 
droite;  la  logique  est  impuissante  à  les  établir  et  M.  de 
Freycinet  s'attache  à  en  montrer  l'origine  expérimentale. 

1°  La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un 
autre. 

Cet  axiome  peut,  il  est  vr<ii,  s'établir  logiquement,  en  par- 
lant de  certaines  propriétés  de  la  ligne  droite  et  en  s'aidant  de 
considérations  analytiques.  Mais  la  démonstration  est  fort 
longue. 

De  cet  axiome  fondamental  résulte  naturellement  la  notion 
de  dislance  :  dislance  de  deux  points,  distance  d'un  point  à 
une  droite,  etc. 

2"  D'un  point  à  un  autre,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule 
ligne  droite. 

C'est  là  une  vérité  qu'on  présente  souvent  comme  une  évi- 
dence que  la  raison  proclame.  Mais  l'expérience  est  nécessaire 
pour  établir  la  coïncidence  de  deux  droites  qui  ont  deux  points 
communs. 

3°  Une  ligne  droite  peut  être  prolongée  indéfiniment  dans 
les  deux  sens. 

Cette  propriété  est  celle  qui  paraît  la  plus  évidente  par  elle- 
même  et  l'on  peut,  dit  l'auteur,  se  demander  s'il  est  nécessaire 
d'en  faire  une  loi  naturelle. 

iMais  le  concept  de  la  droite  n'est  que  la  résultante  de  nos 
impressions  physiques  et,  ici  encore,  c'est  l'expérience  qui,  en 
deiriière  analyse,  prononce. 

4"  La  ligne  droite  peut  servir  d'axe  de  rolation. 

L'expérience  seule  nous  apprend  qu'une  figure  invaiiable 
peut  tourner  autour  dune  droite  sans  subir  aucune  défor- 
mation. 

5"  Une  ligne  droite,  qui  a  commencé  |)ar  s'éloigner  d'une 
autre,  ne  peut  pas  ensuite  s'en  rapprocher. 

La  vérification  expérimentale  est  aisée.  Jl  est  à  remarquer 
que  l'axiome  se  borne  à  la  constatation  du  phénomène  de 
divergence  dans  sa  généralité.  La  loi  de  vaiiation  de  la  distance 
d'un  point  de  l'une  des  droites  à  l'autre  est  inutile. 

Gel  axiome  est    la   base   d'une   nou\elle   théorie  des  droites 
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parallèles.  On  en  déduit  immédiatement  l'existence  des  droites 
parallèles,  et  Ton  démontre  ensuite  sans  difficulté  que,  par  un 
point,  l'on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une  droite. 

Ainsi,  l'auteur  évite  le  postulatum  d'Euclide.  Sans  se  refuser 
à  admettre  ce  principe,  il  regrette  de  ne  pas  le  voir  se  pré- 
senter à  nous  soHS  ces  apparences  de  simplicité  et  de  clarté 
que  nous  confondons  si  volontiers  avec  l'évidence,  et  qui 
achèvent  d'entraîner  notre  adhésion. 

6"  Dans  un  plan,  on  peut  tracer  des  lignes  droites  dans  tous 
les  sens. 

Cet  axiome  fondamental  du  plan  est  encore  reconnu  par  le 
témoignage  des  sens. 

Le  Chapitre  est  complété  par  quelques  remarques  sur  les 
types  élémentaires  de  la  Géométrie. 

La  Géométrie  ordinaire,  qui  prend  pour  types  fondamentaux 
la  droite  et  le  plan,  est  en  harmonie  avec  les  faits  naturels  et 
avec  nos  propres  concepts. 

Une  Géométrie  abstraite  basée  sur  d'autres  éléments  peut 
être  susceptible  d'un  développement  logique;  mais  elle  est 
nécessairement  artificielle  et  imparfaite. 

Le  dernier  Chapitre  a  pour  titre  :  Du  problème  géomé- 
trique. 

On  peut  définir  la  Géométrie  :  l'élude  des  propriétés  des 
figures.  Elle  fournit  par  voie  de  conséquence  la  mesure  de  cer- 
tains éléments  à  la  faveur  des  relations  qui  expriment  ces  pro- 
priétés. 

L'auteur  partage  la  Géométrie  concrète  en  Géométrie 
ancienne  ou  spéciale  et  Géométrie  moderne  ou  générale. 

La  première  se  borne  à  l'étude  individuelle  des  types. 

La  Géométrie  moderne  prolonge  et  élargit  la  Géométrie 
ancienne,  sans  la  remplacer.  Elle  fournit,  pour  l'étude  des 
formes  et  des  questions  qu'elles  soulèvent,  une  méthode  plus 
sûre. 

M.  de  Freycinet  examine  successivement  la  méthode  do 
Descartes,  qui  permet  de  substituer  la  notion  dégroupes  géné- 
raux à  celle  de  spécimens  particuliers,  puis  l'invention  de 
Lcibnilz,  qui  arriva  à  point  pour  suppléer  à  l'insuffisance  du 
calcul  purement  algébrique. 

La  Géométrie  moderne,  qui  a  pris  tant  d'extension,  ne  dif- 
fère pas,  malgré  son  caractère  d'abstraction,  de  la  Géométrie 
ancienne.  Elle  emprunte  les  mêmes  notions  expérimentales,  et 
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vit  des  matériaux  que  celle-ci  a  amassés  et  lui  fournit  libé- 
ralement. 

Dans  ce  résumé  du  beau  Livre  de  M.  de  Freycinet,  nous 
avons,  le  plus  souvent,  reproduit  exactement  le  texte  de 
l'auteur.  Ces  quelques  extraits  suffiront  peut-être  à  montrer 
que,  suivant  son  habitude,  M.  de  Freycinet  sait  rendre  attrayants 
les  sujets  les  plus  abstraits,  et  que  son  impeccable  logique 
n'est  pas  dépourvue  d'agrément. 

Les  mathématiciens  ne  sont  pas  les  seuls  qui  liront  avec  in- 
térêt et  profit  cet  Ouvrage  sincère.  H.  Deroide. 


CfcRTIFICATS  DE  .MÉCAMQIIE  RATIOWELLE. 


Besançon. 

Epreuve  écrite.  —  Mouvement  d'un  mobile  sollicité  d'un 
m        n 


centre  fixe  par  une  force  fi  ~  -^  -^A  et  animé  d'une  vitesse 
initiale. 

SoLUTIOX. 

On  peiU  supposer  la  masse  du  mobile  égale  à  i.  On  appliquera 
les  théorèmes  des  aires  et  des  forces  vives.  I-es  intégrales  obte- 
nues sont  trigonométriques  ou  logarithmiques.  Soient  /'o,  Vq,  cpo 
le  rayon  vecteur  initial,  la  vitesse  initiale  et  l'angle  de  la  vi- 
tesse initiale  avec  le  vecteur,  il  y  a  deux  cas  principaux  à  dis- 
tinguer : 

1°  Si 

'■u<'o  sin2cpo>  «, 

les  intégrales  qui  se  présentent  sont  trigonométriques  et  les 
résultats  se  rapprochent  de  ceux  que  donne  la  loi  de  Newton.  Si 

2  fni        n 

'0  '  0 

on  a  une  courbe  présentant  un  rayon  vecteur  minimum  et  des 
branches  infinies.  Si 

a  fni        II 
^'o-  <  -—  +  ,.,  ' 

'0  '  0 
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la  courbe  a  un  rayon  vecteur  maximum  et  un  rayon  vecteur 
minimum. 

•2"  Si 

'■o<'o  sin2'^o<  «, 

les  inlégrales  sont  logarithmiques;  la  courbe  admet  l'origine 
comme  point  asymptote.  Si 

'1  fin         n 

il  y  a  un  parallèle  maximum.  Si 

•2  fin         II 

''^>-7-  +  7i' 

la  courbe  s'étend  à  l'infini. 

Epreuve  pratique.  —  Tracé  d'une  came. 

(Novembre  1901.) 


Épreuve  écrite.  - —  i"  On  considère  un  système  matériel 
soumis  à  des  liaisons  moyennant  lesquelles  le  système 
admet  une  fonction  des  forces;  démontrer  que  toute  posi- 
tion du  système  pour  laquelle  la  fonction  des  for-ces  prend 
une  valeur  minima  est  une  position  d'équilibre  stable; 

1°  On  considère  le  système  d'un  solide  invariable  pesant 
tournant  sans  frottement  autour  d'un  axe  vertic.\l  xy  et 


d'une  masse  pesante  glissant  sans  frottement  sur  la  sur- 
face d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  xy  et  qui  est 
lié  invariablement  au  solide. 
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Déterminer  le  mouvenienl  de  ce  système  et  les  valeurs 
MAXiMA  et  MiNiMA  de  la  somme  des  réactions  des  appuis  de 
l'axe  estimées  parallèlement  à  cet  axe. 

Achever  ce  dernier  calcul  dans  le  cas  où  la  vitesse  ini- 
tiale de  la  petite  masse  pesante  est  perpendiculaire  au  plan 
de  cette  niasse  et  de  l'axe  xy.  (INovembre  1902.) 


Gaen. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Etant  donnés  deux  axes  rectangu- 
laires OX,  OY  et  la  chaînette 


a  [    -        -- 
y  =  -  \e"-  —  e    " 

un  triangle  ABC,  dont  l'angle  A  est  égal  à  90°  et  le  cô/e  AB 
à  a,  glisse  sur  OXY  de  manière  que  AC  reste  tangent  à  la 
chaînette  et  que  le  sommet  B  parcoure  OX  avec  une  vitesse 
constante  aX.  Trouver,  pour  une  position  donnée  de  ABC, 
le  centre  instantané,  le  cercle  des  inflexions,  le  lieu  des 
points  où  l'accélération  tangentielle  est  nulle.  Déterminer 
l'accélération  du  point  X  en  fonction  de  l'angle  a  de  AC 
avec  OX. 

Le  centre  instantané  est  au  point  où  AC  touche  la  chaî- 
nette, l'accélération  de  A  a  pour  composantes 

-;-A2acos-a,  —   =  A^'rt  sinat  cos  a. 

dt  p 

II.  Mouvement  d'an  point   iM  assujetti  à  rester  su/-  une 

sphère  et  attire  vers  un  diamètre  LL   par  une  force — j 

X  étant  une  constante,  u  la  distance  de  M  à  1,1! .  Pression 
sur  la  sphère. 

Cas  où,  à  l'instant  initial,  Al  est  sur  le  grand  cercle 
perpendiculaire  à  ZZ',  sa  vitesse  faisant  un  angle  de  4 5" 
avec  cet  axe. 

La  pression  est  constante 

(  X^ 
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dans  le  cas  pai-ticulier,  équations  de  la  forme 

dt  =± 


y/w2-+-(A'^  —  -2  u>-  )  cos-  0 

oj  r/6 
sin"2ô\/w2-}-(X'^—  oj2)cot-0 

((o  =  0;  =  .y„). 


Épreuve  pratique.  —  Calculer  le  poids  de  l'air  en  équi- 
libre relatif  dans  un  cylindre  droit,  de  i™  de  hauteur, 
de  2""  de  rayon  de  base,  faisant  5o  tours  par  seconde  autour 
de  son  axe  et  communiquant  avec  V atmosphère  par  deux 
trous  aux  centres  des  bases.  Pression  atmosphérique  :  l'^s 
par  centimètre  carré;  poids  de  i'  d'air  :  1^,29;  ^=9™,8i. 

Le  poids  cherché  est  74718^.  (Juillet  1902.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  contenu 
dans  un  plan  et  dont  chaque  élément  ds  est  repoussé  d'une 
droite  OX  du  plan  par  une  force  perpendiculaire  à  OX  et 
égale  au  quotient  de  ds  par  le  carré  de  sa  distance  à  la 
droite. 

Solution. 

Les  équations  connues,  avec  j'  >  o,  donnent 


/ 


dy^  ^   ( l  _i\       '!/!  ^^j^  _  "^"-y     —  _ , 

ir2        "  l  y        c  )  '  dx'-        y'  c      '^  c' 


a  el  c  étant  des  constantes  dont  la  première  est  >  O:  —  <loit 

r  , 

être    >    la   plus   grande   des   valeurs,    - -,    qui   annulent  -1—^', 
si  a>  0,  ^  devra  être  compris  entre  O  et  a,  forme  rai)pelant 

la  cvcloïde;  si  a  <  0,  on  a  une  courbe  infinie;  pour  -  =  0, 
'  '  c 

on  a  un  cercle. 

II.  Dans  un  plan  vertical,  un  disque  circulaire  pesant  de 
centre  A  est  assujetti  à  rouler  sans  glisser  sur  un  disque 
fixe  et  égal  O  :  l'angle  de  OA  avec  la  verticale  ascen- 
dante OZ  ayant  pour  cosinus  ~,  le  disque  A  est  abandonné 


(  33o  ) 

sans  vitesse'à  l'action  de  son  poids;  déterminer  son  mouve- 
ment. 

Solution. 
Ou  trouve  aisément  : 


MR'-x4^  =  4M^/'^  —  cosoV      N  =  ?M^/'cosO 


III.  Mouvement  d'un  cube  homogène,  soustrait  à  toute 
action  extérieure,  autour  d'un  de  ses  sommets. 

(  Novembre  1902.) 

Grenoble. 

Epreuve  écrite  .  —  Une  circonférence  homogène  de 
rayon  R  et  de  masse  i\^ m  peut  librement  tourner  autour 
d'un  diamètre  vertical  fixe. 

Un  point  matériel  M  pesant  et  de  masse  m  peut  librement 
glisser  sur  cette  circonférence  sans  pouvoir  la  quitter. 

A  l'instant  initial,  la  circonférence  est  animée  d'une 
rotation  w  autour  de  son  diamètre  fixe  et  la  vitesse  rela- 
tive du  point  M  sur  cette  circonférence  est  nulle. 

Etudier  le  mouvement  du  système,  indiquer  les  diffé- 
rentes  formes  de  la  trajectoire  sphéricpie  décrite  par  le 
pointai  et  calculer,  en  fonction  de  la  position  du  système, 
la  réaction  de  la  circonférence  sur  le  point  M. 

SOLUTIOX. 

En  (Icfinissant  la  position  de  la  circonférence  par  un  angle  0 
cl  celle  du  point  M  par  l'angle  ca  du  rayon  avec  la  verticale 
descendante,  appliquant  le  théorème  des  forces  vives  et  le  prin- 
cipe des  aires,  on  a  deux,  intégrales  premières  qui  donnent 
immédiatement 


/.^^^ 


'■—■  cos  cp  -+-  A  1  (X--+-  sin^o)  —  C2 

_      R  / 

\dt  J  1'^ -{- sh\- 'f 

M  _  G 

d~t  ~  l^-i-  sin^'cp' 

Si  l'on  pose  u  =  costp, 
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la  discussion  se  ramène  à  l'étude  du  signe  de  F(h)  qui,  en 
vertu  des  conditions  initiales,  admet  la  racine  Uo;  la  substi- 
tution des  valeurs  zt^/X^-t-i  montre  que  les  trois  racines  sont 
réelles,  l'une  d'elles  étant  inférieure  à  —  i;  quant  à  la  troisième, 
elle  est  forcément  comprise  entre  — i  et  -+-  y/X^-hi;  elle  peut 
donc  être  comprise  dans  l'un  quelconque  des  trois  intervalles 


',     «u, 


v/X^TT, 


et  cela  dépend,  comme  on  le  voit  facilement  sur  l'équa- 
tion F(îi)  =  o  débarrassée  de  la  solution  Uo,  de  la  position 
de  (1)2  par  rapport  aux  deux  quantités 

^  ai').- 

H  =  -^  ,  H'  = 


Si  i<o<  o,  H  est  négatif  et  la  trajectoire  de  M  est  une  espèce 
de  rosace  tracée  sur  la  s[)hère  et  ayant  pour  nœud  le  point  le 
plus  bas  ou  bien  une  espèce  de  sinusoïde  sphérique  comprise 
entre  deux  parallèles  suivant  que  to-  est  inférieur  ou  supérieur 
à  H'.  Dans  les  deux  cas  la  trajectoire  est  au-dessous  du  paral- 
lèle initial. 

Si  i<o>o,  H  et  H'  sont  tous  deux  positifs  et  H  >  H'.  On 
trouve  encore  la  courbe  en  rosace  ou  la  courbe  sinusoïdale 
suivant  que  w-  est  inférieur  ou  supérieur  à  H',  mais,  dans  ce 
dernier  cas,  la  trajectoire  est  au-dessous  ou  au-dessus  du  pa- 
rallèle initial  suivant  que  w^  est  inférieur  ou  supérieur  à  H. 

Comme  cas  limites,  on  voit  que  si  m-  est  égal  à  H',  F(i<) 
admet  la  racine  -i- i  et  le  temps  devient  infini  quand  f  tend 

vers—-  La  trajectoire  est   une  sorte  de  spirale  asymptote  au 

point  le  plus  bas  de  la  sphère;  enfin,  si  oj^  est  égal  à  H,  ce  qui 
ne  peut  arriver  que  si  {<o  >  o,  c'est-à-dire  si  le  parallèle  initial 
est  au-dessous  du  centre,  la  trajectoire  est  un  parallèle  décrit 
d'un  mouvement  uniforme. 

Pour  calculer  facilement  les  deux  composantes  de  la  réaction 
normale  il  suffit  d'écrire  en  coordonnées  polaires  e,  0,  o,  les 
équations  du  mouvement  du  point  ISI  considéré  comme  entiè- 
rement libre,  puis  d'y  remplacer  /'  par  la  valeur  constante  R 
et  les  dérivées  de  0  et  «p  par  leurs  expressions  en  fonction  de  » 
déduites  des  équations  du  mouvement  du  système. 


(  332  ) 

Épreuve  pratique  .  —  On  a  un  parallélépipède  rec- 
tangle ABGD,  A'B'C'D'  solide  et  homogène;  on  considère 
les  deux  droites  indéfinies  fixes  Y)  et  \  confondues  avec  AB 
et  CE',  puis  le  plan  fixe  P  mené  par  D  perpendiculaire- 
ment à  A.  On  suppose  que  le  parallélépipède  soit  lancé  à 
partir  de  la  position  précédente  et  ne  puisse  se  mouvoir 
qu'en  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  :  i°  le  sommet  A 
reste  sur  la  droite  fixe  D;  -i"  le  sommet  G'  reste  sur  la 
droite  fixe  A;  3°  /e  sommet  B  reste  sur  le  plan  fixe  P. 

On  pose  AB  =  a,  AD  =  b,  AA  =  c,  on  désigne  par  m  la 
masse  du  parallélépipède ,  par  Cq  la  vitesse  initiale  de  A 
sur  la  droite  D  et  l'on  demande  d'exprimer  au  moyen 
de  rt,  b,  c,  m,  Vq  la  force  vive  initiale  du  solide. 

Solution. 

On  trouve  facilement  la  relation  entre  les  vitesses  initiales  Vq 
et  i<o  de  A  sur  D  et  G'  sur  A  et,  au  moyen  de  Uq,  Vq,  on  a 
immédiatement  la  vitesse  du  centre  de  gravité  milieu  de  AG'. 

Pour  avoir  la  force  vive  dans  le  mouvement  autour  du  centre 
de  gravité,  il  faut  calculer  las  composantes/?,  q,  r  de  la  rota- 
tion initiale  suivant  les  axes  du  parallélépipède. 

La  translation  du  centre  de  gravité  étant  connue,  si,  au 
moyen  des  formules  générales  des  vitesses,  on  exprime  que  la 
vitesse  de  A  est  sur  D,  que  celle  de  G'  est  sur  A  et  que  celle 
de  B  est  dans  P,  on  a  cinq  équations  linéaires  se  réduisant  à 
trois  et  déterminant  les  valeurs  de  /?,  q,  r  à  l'instant  initial. 
Le  calcul  des  moments  d'inertie  du  parallélépipède  et  l'appli- 
cation du  théorème  de  Kônig  permettent  alors  de  trouver 
l'expression  de  la  force  vive  initiale  en  fonction   des  données. 

(Juillet  1902.) 

l^i'iŒivE  liciUTE.  —  Une  tige  homogène  horizontale  AOB 
peut  librement  tourner  autour  d'un  axe  vertical  fixe  Oz. 
Une  autre  tige  pesante  GAD  normale  à  \B  peut  librement 
tourner  autour  d'elle.  Étudier  le  mouvement  du  système. 
Étudier  d'une  façon  détaillée  le  cas  où  le  système  part 
du  repos. 

Solution. 

Ln  appelant  0  l'angle  dont  tourne  la  tige  AB  et  (f  celui  que 
fait  la  tige   GD  avec  la  verticale,  on  calcule  la  force  vive  du 
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système;  elle  ne  contient  pas  G  et  il  en  est  de  même  de  la 
fonction  de  forces;  on  a  donc  deux,  intégrales  immédiates, 
l'une  par  le  théorème  des  forces  vives,  l'autre  par  l'équation 
de  Lagrange  relative  au  paramètre  0.  On  en  déduit  une  équa- 
tion de  la  forme 

et  l'étude  du  signe  de  F {o)  se  ramène  à  l'étude  d'un  polynôme 
du  troisième  degré  en  coscp,  polynôme  dont  les  trois  racines 
sont  toujours  réeJles.  Le  mouvement  de  rotation  de  CD  autour 
de  AB  est  périodique,  il  peut  être  oscillatoire  de  deux  façons 
différentes  ou  encore  révolutif. 

6  est  donné  en  fonction  de  ç  par  une  quadrature 

-j-  =R(coso; 


do 


/F(?) 


et,  à  chaque  période,  0  augmente  d'une  quantité  constante. 

Si  le  système  part  du  repos  le  mouvement  de  CD  est  toujours 
oscillatoire  et  la  constante  K  étant  nulle,  le  mouvement  de 
rotation  de  AB  est  une  oscillation  périodique. 

Ei'KKiVE  PR.\TiQiiE.  —  On  donne  une  parabole  de  para- 
mètre -  et  une   droite  Oz  issue  de  son   sommet  et  faisant 

avec  l'axe  un  angle  de  /jj''.  On  demande  de  déterminer 
complètement  l'ellipsoïde  central  d'inertie  du  solide  homo- 
gène et  de  densité  i  engendré  par  la  rotation  autour  de  0  z 
du  segment  de  parabole  limité  par  cette  droite. 

(  Novembre  1902.) 


SOLl]TIO^S  M  OUKSnOXS  IMIOPOSÉES. 
1952. 

(1902,   p.   r.7f,.l 

Trouver  toutes  les  fractions  rationnelles 

o(x  ) 
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jouissant  de  la  propriété  que,  si  on  les  développe  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x,  les  coefficients  du  dévelop- 
pement soient  égaux  à  zéro,  «  -t-  i  ou  à  —  i . 

(Laguerre.) 

solution 
Par  M.  E.  Landau. 

Sans  restreindre  la  généralité,  on  peut  supposer  que  le  déno- 
minateury(3")  ne  disparaît  pas  pour  a:  =  o;  car  si  le  dévelop- 

1     ^^^)       •        .  1  • 

penient  de  -^, — -  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  ren- 

/(.r) 

fermait  des  termes  à  exposants  négatifs 

oix)  an  «I  Gg-i 

^  '    f{x)        x"        xs-'-  X 

on  aurait 

x" o( x^ 

—7J — —  =  «0  -^  «1  ^  -1-  •  •  ■  +  «^^-^  H-  .  •  . , 

où  les  coefficients  sont  les  mêmes  que  dans  (i)  ;  on  obtient  donc 
toutes  les  fractions  rationnelles  satisfaisant  aux  conditions  du 
j)roblème  en  ne  cherchant  que  celles  où  /(o)  ^  o  et  en  les  divi- 
sant par  une  puissance  quelconque  x  à  exposant  entier  et  ^  o. 
On  connaît  bien  l'exemple  de  la  progression  géométrique 

/{x)         l  —  X 

appartenant  aux  fonctions  cherchées;  on  en  déduit  successi- 
vement ces  autres  fonctions  qui  ne  sont  guère  plus  générales  : 

77 — :  =  7.  =  I  -K  ^''  +  ^2^  -r- .  . . , 

J(x)  l  —  X>' 

/.  désignant  un  entier  positif  quelconque, 

<p(a7)  _  bo+  bix  -^. .  .-h  6/,._, 37^-1 
f{x)  ~  1    -a-* 

=  {bo-i-  bix  -i-.  ..-h  b/,-i  a?''-'  )  (  i  -+-  a:''  -f-  x-''  -+-...) 

=  bo-h  bix  -j- .  . .-+-  /^/.._i  a;''-'  -+-  ^o^''  -+■■■■ 
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où  60,  è],  ...,  bi:-Y  désignent  k  nombres  dont   chacun  égale 
soit  zéro,  soit  +  i ,  soit  —  i ,  enfin 

—  aQ-\-  axx  -h. .  . 


/(^) 


èo -T- i]  .2^ -f- .  .  . -f- 6/.._i  ^r''-' 


(2)     y  =  (7oH- «i-r-h.  .  . 

i  ■+-  «,„_ia"«-i  -1-  b^x">-+-  biX"'+^-{-.  .  . 

f  -h  bk-i  a;'"-^-^-'  -H  60^'""^*  H-  .  . . 

1  -+-  6/,-i  a?'" +2/.--  1  _^  ^,y  ,^m+2A-  -L-  .  .  . , 

OÙ  7?2  désigne  un  entier  îî  i,  /o  un  entier  ^  i ,  et  a^,  a,,  .  .  . ,  a,„—i, 
bo,  bi,  .  .  . ,  b/^.-i  des  nombres  quelconques  égaux  à  zéro,  à  -i-  1 
OU  à  —  I. 

Je  dis  maintenant  que,  inversement,  toute  série 

l  »(^) 

<  -^  )  /  (  '^-'  ) 

(a„=  o, -M,  —  1), 

si  elle  représente  une  fonction  rationnelle,  est  contenue  dans 
le  type  (2)  et  peut,  par  conséquent,  être  mise  sous  la  forme 

±^  =  G{X)  +  }1(X)- T, 

j  (x)  '  1  —  x'' 

G(x)  et  H(.r)  désignant  des  polynômes  de  degrés  m  —  1 
et  A"  —  I  respectivement. 

En  effet,  soient,  dans  (3),  p  le  degré  de  o{x),  /-celui  de/(.r); 
l'on  sait  que  les  coefficients  a,i  satisfont,  pour  tout  nombre  v 
supérieur  ou  égal  au  plus  grand-:  des  deux  nombres  o  etp — r-i-i, 
à  une  formule  de  récurrence 

(4)  «v-4-/-=  Yl«v-+-;-l-+-  Y2'<V-(-r-2-r--  •  •  "i-  Y/-«v, 

OÙ  Yi,  .  . .,  Y,,  sont  des  constantes.  On  en  conclut  que,  par  une 
succession  de  /•  coefficients  a^,  «v+ij  •  •  ■?  «v-t-r-ii  le  coefficient 
suivant  ay+,.  est   complètement    déterminé,   quel   que   soit  le 
rang  v  où  cette  suite  commence,  v  étant  li  t. 
Je  considère  maintenant  les  3'' -H  /■  nombres 
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ils  renferment  3''-i-i  systèmes  de  /•  coefficients  successifs 

(5)  «v»      ^v+i>      •••)      '''v+/-— 1) 

savoir  pour  v  =  t,  t  -i-  i  ,  . .  . ,  i  h-  3'".  Chaque  a,-  ne  pouvant 
avoir,  par  hypothèse,  que  trois  valeurs  distinctes,  un  système 
de  /'  coefficients  ne  peut  être  formé  que  du  nombre  fini 
de  3'"  manières  différentes;  parmi  les  3''-t-i  systèmes  (5),  il 
faut  donc  qu'il  y  en  ait  au  moins  deux  qui  soient  égaux  terme 
à  terme;  il  existe  donc  deux  nombres  m  et  k  {ni^i,  k^\) 
tels  que 

a„i  ^=  flni+lci  (l iil+\  ^  ^//J+A-M)  •  ■  •  1  (^f-iu+r—X  =  (^ iii+Ic+r—ï- 

En  vertu  de  (4),  on  en  déduit  successivement 

'-f'in-\-r  =  (^/ii+/i-\-rj  ^ /n  <-/•+!  =  (^ m+k-hr-hl  i  •  •  •  ; 

en  un  mol, 

«X=  «V, 
pour 

X  5s  V     ( mod  A),         l'i  m,         v^  m. 

A  partir  de  l'indice  m,  les  coefficients  se  répèlent  donc  pério- 
diquement de  k  en  A  ;  en  posant 

on  obtient 

±- — r  =  «o-f-«ia--f-..  . 

-+-  6/.._i  .r'«+2/'-i  -t-  Z>o  x"'+^''  4-  .  .  . , 

ce  qui  coïncide  bien  avec  {■!). 

La  solution  générale  du  problème  proposé  est  donc 

i^.-^  =  -^  (g  (^;  +  II  (,r  )     •'"""  ,)  {s>o,m>i,  k  >  i), 

f{.T)  X-'   \       ^       '^  ^       ^    \—xl'l  ^      -      '  -■:-)■. 

OÙ  G(a7)et  11(^7)  désignent  des  polynômes  de  degrés  m  —  i 
et  /f  —  I  respectivement,  dont  les  cocffirienls  sont  tous  égaux 
à  zéio,  à  -f-  I  on  à  —  i . 
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L'  «  ESPERANTO  »  ET  LES  lîATHÉ.liATîOiJES. 


Les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  se  rappellent 
sans  cloute  une  Lettre  de  M.  Méray,  insérée  dans  ce 
Journal  (tgoo,  p.  34),  et  dans  laquelle  l'éminent  géo- 
mètre attirait  l'attention  des  mathématiciens  sur  les 
avantages  considérables  que  présente  la  langue  interna- 
tionale Espéranto,  création  du  Docteur  L.  Zamenhof, 
de  Varsovie. 

Deux  ans  se  sont  écoulés  depuis  la  publication  de 
cette  Lettre,  et  l'Espéranto  n'a  cessé  de  se  répandre,  en 
France  et  à  l'étranger.  Des  cours  ont  été  créés  un  peu 
partout,  et  plusieurs  personnes  l'ont  adopté  exclusi- 
vement pour  leurs  relations  internationales.  Enfin,  de 
nombreuses  publications  sur  des  sujets  littéraires,  phi- 
losophiques, médicaux,  etc.,  attestent  que  l'Espéranto 
se  prête,  avec  une  souplesse  et  une  clarté  parfaites,  à 
l'expression  de  toutes  les  idées  humaines. 

S'il  est  une  catégorie  de  personnes  que  doit  louclu-r 
l'idée  de  la  langue  internationale,  c'est  assurément  celle 
des  savants  et  en  particulier  des  mathématiciens  purs, 
dont  les  sujets  d'étude  sont  internationaux  par  excel- 
lence. Et,  de  fait,  quelques  travaux  mathématiques  ont 
été  publiés  en  Espéranto.  Nous  citerons  :  le  Cadran 
solaire  de  Dijon,  de  M.  Gruky,  directeur  de  l'Obser- 
vatoire de  Besançon;  Sur  le  V*^  Postulat  d' Euclide,  de 
l'abbé  DoMBRovsKi,  de  Kovno  (Russie)^  Sur  la  con- 
struction d'un  curieux  Cadran  solaire,  du  capitaine 
PoliAjvski,  de  Khabarovsk  (Sibérie)  (<)5  une  Étude  sur 


(')  Ce  dernier  travail  a  été  inspiré  par  celui  de  M.  Gruey. 
Ann .  de  Matliémat..  \-  série,  (.  TII.  fVrnU  if)o3.)  ■il 
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lit  rcu'slniice  des  Pouf/  es,  du  Doclcur  Fedekico  Villa- 
REAL ,  professeur  à  la  Facullé  des  Scieiiees  de  Lima 
(Pérou).  Mais  ces  travaux,  il  faut  le  reconnaître,  sont 
peu  nombreux  encore.  Et  la  cause  en  doit  èlre  attribuée 
à  l'absence  d'un  vocabulaire  mathématique.  Le  Diction- 
naire du  Docteur  Zameînhof  [Universala  Vortavo')^  très 
complet  pour  tout  ce  qui  coucerne  les  idées  générales, 
contient  peu  de  termes  techniques,  et  c'est  l'obligation 
de  créer  des  néologismes  en  trop  grand  nombre  qui, 
juscju'à  ce  joni-,  a  sans  doute  effrayé  l(;s  anteurs  de 
Mémoires  mathématiques  en  Espéranto  ('). 

Convaincue  des  services  considérables  qnc  l'Espé- 
ranto est  appelé  à  rendie  à  la  Science,  la  Rédaction  des  • 
Nouvelles  Annales  a  décidé  de  publier,  dans  le  plus  bref 
délai,  un  vocabulaire  des  termes  malbémaliques  en  Espé- 
ranto, avec  traduction  dans  les  \?lx\^wq.?>  française ^  alle- 
mande, anglaise  til  italienne.  M.  Gauthier-Villars  veut 
bien  ouvrir  les  colonnes  du  Supplément  à  ce  vocabu- 
laire, dont  l'élaboration  est  due  à  M.  Hoffbaler,  ancien 
élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Nous  commencerons  celte  publication  dans  le  Nu- 
méro de  septembre,  et  nous  l'achèverons,  espérons-nons, 
dans  les  premiers  mois  de  l'année   1904. 

Jusqu'à  cette  époque,  rien  ne  sera  modifié  dans  le 
corps  môme  du  journal  :  nous  estimons,  en  effet, 
que  l'introduction  d'une  autre  langue  que  le  fran- 
çais est  subordonnée  à  l'assentiment  formel  de  nos 
lecteurs. 


(  '  )  Nous  devons  pourtant  citer  le  petit  vocabulaire  que  M.  Cerrtti 
a  publié  clans  le  Periodico  di  Malemalica  (niai-juiu  igoS).  Mais  ce 
travail,  d'ailleurs  fort  estimable,  ne  fournit  qu'un  nombre  restreint 
des  termes  indispensables  à  la  rédaction  malliéma tique  cl  ne  peut 
servir  qu'aux  personnes  connaissant  la  lanf;ue  italienne. 
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IVous  prions  donc  instanunent  ces  derniers  de  vouloir- 
hien  n'oiis  en^'oyer,  des  maintenant,  et  tant  que  durera 
la  publication  du  vocabulaire,  l' expression  de  leur 
sentiment,  favorable  ou  non,  sur  V introduction  de 
i Espéranto  dans  la  rédaction  mathématique. 

Noire  coiiduile  ultérieure  uous  sera  diclée  par  les 
résultats  de  ce  plébiscite. 

Enlîii,  nous  provoquons  de  nos  lecteurs  cs|)éian- 
tisles,  toutes  les  observations  criticjues  que  pourra  leur 
suggérer  le  vocabulaire  (omissions,  néologisines  contes- 
tables, etc.). 

Aujourd'hui  seulement,  et  à  titre  tout  à  fait  excep- 
tionnel, nous  publierons  une  courte  Note  rédigée  par 
l'un  de  nous,  eu  texte  espéranto  acf-ompagné  de  la  tra- 
duction française.  Ceux  de  nos  lecteurs  qui  ne  con- 
naissent pas  l'Espéranto  reconnaîtront,  nous  en  sommes 
convaincus,  s'ils  veulent  bicji  se  donner  la  peine  de 
jeter  les  }'eux  sur  ce  petit  travail,  la  transparence  de  la 
langue  internationale,  même  pour  les  personnes  non 
initiées.  Les  espérantisles  trouveront  au  passage  un  très 
pelil  nombre  de  néologismes^  leur  sens  ne  présente 
aucune    difficulté    et    ils    figureront   d'ailleurs    dans    le 

vocabulaiie  (  '  ). 

Lv  Rkoactioiv. 


(')  Ceux  du  nos  Icclcurs  (jui    ignorciU   les   premiers   i>iiiicipes  de 
l'Espéranto,  peuvent  les  acquérir  clans  rcxccllcntc  brochure  :  J*/c- 
nnèrex  leçons  cV  Espéranto,  par  Tu.   ('.  \r.r.   elicz  IlaclieLlc  cl  C". 
l'iiris.   Prix  :  (1^  ^li). 
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PRllVO  SLMPLA  DÉMONSTRATION  SIMPLE 

DE  LA  FERMAT  A  TEOREMO;     DU  THÉORÈME  DE  FERMAT; 


De  S°  R.  BRIGARD. 


Par  m.  R.  BRIGARD. 


Sep  estas  primo,  m  ent-  Soient  p  un  nombre  pre- 

jero  iu,lanombro  mP — m      mier,   m   un   entier   quel- 
estas  oblo  de  p.  conque  :  le  nombre  mP —  m 

est  multiple  de  p. 

Ni  skribu,  perla  sisteino  Ecrivons,    dans   le    sys- 

de   nombrofarado   //z-unia  tème    de     numération    de 

ciujn  entjerojn /^-ciferajn,  base    /«,    tous    les    entiers 

kies  nombre  (enhavanle  la  de  p  chiffres  :  leur  nombre 

nulon)  estas  mP .  (y  compris  ;;eVo)  est  f«^. 

El  ci  tiuj  nombroj,  la  m  Parmi  ces  nombres  les  m 

jenaj  :  suivants  : 

(o  o   ...   o), 

(I  1  ...  I), 


m  —  1   m  —  1 


m  —  I  ) 


konsistas  cia  i;l  unu  cifero      sont  constitués  chacun  d'un 
/7-foie  ripelita.  clii/ïre  répété  p  fois. 

Eslu  Soit 

A,=  (a  b   ...    /) 
unu    cl    la     mP — m    aliaj      l'un    des    mP  —  m    autres 


(  Ml  ) 

nombroj.  Mi  pretenclas  he      nombres.    Je   dis    que    les 
la  p  nombroj  p  nombres 

A,  =  (rt   h    ...    /), 
A,  =  {h    ...    l  a), 


A/,=  (/  a  b   ...) 


Mu]  devenas  de  A,,  per 
cirkla  s  an  g  ado,  ciuj  dife- 
vencas  iinii  de  la  alla. 

Supozinte  efektîve  ke 
(ekzemple)  A|  idenlas  A^, 
ni  p-onigu  cirklon,  kaj  je 
la  dividpiinktoj  ai,  ao,  . . . , 
a^,  ni  apudigu  la  ciferoju 
de  A,,  kiel  mon  Iras  la  jena 
figuro. 


qui  proviennent  ^e  A  i ,  par 
permutation  circulaire , 
sont  tous  différents  les  uns 
des  autres. 

Supposons  en  effet  que, 
par  exemple.  A,  soit  iden- 
tique à  A^  ;  divisons  un 
cercle  en  p  parties  égales, 
et,  à  côté  des  points  de  divi- 
sion a,,  7.3,  ...,  a^,  écrivons 
les  cliiffres  de  A,,  comme 
sur  la  figure  suivante. 


Se    Aa    identas    A,,     la  Si  A/,  est  i(h;nti(jue  à  A, , 

unua  cifero  de  A^  estas  la  \c  premier  (hilllie  de  A/j  est 

unuacifero  de  A,,  t.  e.  :  rt.  le  premier  chiffre  de  A,, 

Sed  la  unua  cifero  de  A/,  c'est-à-dire  a.  Mais  le  pre- 

estas  la    A"  cifero   de   A,.  mier  chillie  de   A/,   est  le 

Sekve,  la  A'  cilVro  (le    \,,  A"""    cliillre    de    A,.     Par 
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kiii  estas  la  A^  cifeio  de  A^,  suite,  le  A''""^  cliidie  de  A,, 

estas    a.    Sed    la    h""  cifeio  c'est-à-dire  le  A"^™*^  cliilïre 

de   Aa   estas  la    2 A"   cifero  de     \h,     est     a.    Mais     le 

de  A,,  k.  l.  p.  A'^'"'^  chifïre   de  A^  est  le 

2/i'^'""'  chiffre   de   A,,   elc. 

Videble,  oui  povas  geo-  On    voit  (jiie    I'ojj    peut  • 

UK-trie  espiinii  ci-tion,  di-  expiiiuer géométriquement 

lante  :  ce  lait,  et  dire  : 

Se  oui    aikondukas  ick-  Joignons  par  des  droites 

tojn  de  la  punkto  7.,   al  la  le  point  a,  au  point  a^,  le 

punkto  a.h,  de  la  punkto  a^  point  a^  au  point  a^A,  etc.  : 

al  la  punkto  a^A,  k.  t.  [>.,  les  cliirties,  inscrits  à  côté 

la  cifeioj,  apudaj  je  la  vei-  des   sommets  du   polygone 

tikoj    de  la  lonnita  régula  régulier  étoile  anisi  formé, 

stelmultangulo ,    estas    sa-  sont  identiques, 
maj. 

Sed,  cai-  p  estas   piimo,  Mais,   comme  p  est  un 

tiu    multangulo    estas    ne-  nondjre    premier,    (-e    po- 

cese  /^-angulo.    Sekve,    la  lygone     a     nécessairement 

nombre    A)     konsistas    cl  p    sommets.     Par    consé- 

identaj  citeroj,  kaj  ne  po-  quent    le    nombre    A,     se 

vas  esti  unu  el  la  niP —  m  conq)ose  de  cliiffies  iden- 

nombroj  nun  konsideralaj.  tiques  et  ne  j)eul  être  1  un 

des   mP —  m   nombies   ac- 
tuellement considéiés. 

De    Lio    re/ultas    luj    ke  De  là  résulte  immédiate- 

tiuj  inP  —  VI  nombroj  cslas  ment  que  ces ////'  —  ///  nom- 

p-opigeblaj.  bres  peuvent  être  repartis 

par  groupes  de  p. 

Ci   lio  povas  nur  oka/j,  Cela  ne  peut  avoir   lien 

se    mP — ni    estas    entjero  (pie     si     mP —  m    est     \\\i 

dividebla    per  p.  nombre      entier     divisible 

K.  <).  r).  I'.  par  p.                c.  Q.  v.  n. 


(  Mo  ) 

[J2a] 

m  PARADOXE  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS; 

Par  m.  g.  LEGIIALAS. 


Sous  le  lilie  qui  précède,  M.  de  IMoulesjus  a  com- 
plété d'une  façon  fort  intéressante,  dans  les  Nouvelles 
jinnales  de  Mathématiques  de  janvier  u)o3,  ce  que 
dit  Joseph  Bertrand  du  problème  : 

Quelle  est  la  piobabilité  pour  quuue  corde  quel- 
conque d' un  cercle  soit  plus  grande  que  le  côté  du 
triangle  cquilatéral  inscrit? 

Mais  il  n'a  fait  que  poursuivre  le  développement  ma- 
thématique indiqué  par  le  célèbre  professeur  sans  en 
faire  la  critique.  Or  il  nous  semble  qu'il  y  a  quelque 
chose  à  dii^e  à  ce  point  de  vue. 

C'est  avec  pleine  raison  que  Joseph  Ik'rlrand  a  dit  : 
«  L'infini  n'est  pas  un  nombre;  on  ne  doit  pas,  sans 
explication,  l'introduire  dans  les  raisonnements  »,  et 
la  raison  en  est  (jue  l'on  peut  dérouler,  pour  ainsi 
dire,  l'intini  d'une  infinité  de  manières,  conduisant 
aux  résultats  les  plus  variés. 

Si,  par  exemple,  je  prends  la  suite  naturelle  des 
entiers  et  si,  après  l'avoir  arrêtée  à  un  nombre  quel- 
conque et  avoir  groupé  d'une  façon  quelconque  les 
entiers  ainsi  cboisis,  je  manjue  l'un  d'eux  au  hasard, 
il  y  aura  toujours  (')  une  chance  égale  à  ~  pour  que  le 


(')   A|i[)i'()xiiiiali\  ciiic'iil ,  liicii    t-iilciKlii,  si   je    iiir  suis  ari'èlt'  a|ii( 
iiti   iiiiiiilirc'  iinnair. 
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nombre  marqué  soit  pair.  Si,  au  contraire,  je  considère 
la  suite  illimitée  des  entiers  et  si  je  la  suppose  classée 
de  telle  sorte  que  deux  groupes  de  deux  nombres  im- 
pairs soient  constamment  séparés  par  un  seul  nombre 
pair,  la  chance  en  question  ne  sera  plus  que  de  -|,  bien 
que  les  deux  séries  infinies  comprennent  identiquement 
les  mêmes  nombres. 

Cet  exemple  suggère  deux  réflexions.  La  première 
confirme  pleinement  la  remarque  de  Bertrand  :  du 
moment  que  l'infini  s'introduit  dans  un  problème  de 
probabilité,  celui-ci  devient  susceptible  de  multiples 
solutions,  parce  que  son  énoncé  peut  se  préciser  de 
multiples  façons.  Mais,  en  même  temps,  nous  voyons, 
dans  notre  exemple,  qu'il  peut  Tort- bien  y  avoir,  parmi 
tous  les  énoncés  complétés»,  un  énoncé  qui  réponde  seul 
réellement  à  la  pensée  de  celui  qui  le  pose  sous  sa  lorme 


générale. 


Si  pratiquement  on  ne  peut  réaliser  la  suite  illimitée 
des  entiers  sur  laquelle  nous  venons  de  raisonner,  on 
admet  qu'au  contraire  on  peut  opérer  sur  le  continu, 
qui  lecèle  l'infini  dans  ses  flancs,  et  le  problènxe  posé 
par  Bertrand  sur  les  cordes  plus  grandes  que  le  côté  du 
triangle  équilaléral  va  donner  lieu  aux  mêmes  distinc- 
tions et  conduire  aux  mêmes  conclusions. 

De  même  que,  dans  le  cas  de  la  suite  des  entieis, 
nous  disions  que  le  problème  véritable  posé  par  l'énoncé 
généial  supposait  ces  nombres  rangés  selon  leur  ordre 
naliucl,  (le  même  ici  nous  dirons  (ju'un  point  martjué 
au  hasard  sur  une  ligne  a  dégales  chances  de  tomber 
sur-  un  quelconque  des  segments  égaux  de  longueur 
(pielcon(|ue  dans  lesquels  aura  été  divisée  cette  ligiie, 
(pi  lin  point  manjué  au  liasard  sur  une  surface  a  des 
chances  égales  de  tomber  dans  un  quelconque  des  poly- 
gones ('i^aiix  d;iiis  h's([ii(ls  on  aiiia  (h'îcomposé  celte  sui- 
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face.  Scmblablement,   une  droite  tracée  à  partir  d'un 
point  a  des  chances  égales  de  tomber  dans  l'un  quel- 
conque  des    angles    égaux   faisant   le    tour   du   cadran 
autour  de  ce  point. 

Telles  sont  bien  du  reste  les  hypothèses  faites  par 
Bertrand  et  par  M.  de  Montessus;  mais  alors  l'indéter- 
mination résultant  de  la  continuité  est  levée,  et  les 
paradoxes  qu'on  fait  ressortit-  doivent  être  purement 
apparents  et  s'évanouir  devant  un  examen  attentif  des 
divers  cas. 

Pour  montrer  qu'il  en  est  bien  ainsi,  nous  choisirons 
d'abord  deux  méthodes  de  tracé  de  la  droite  dite  quel- 
conque, pour  lesquelles  la  solution  du  paradoxe  soit 
facile.  Supposant  d'abord  donnée  la  direction  de  la 
corde,  ce  qui  ne  change  rien  à  la  probabilité,  nous 
pouvons  achever  de  la  déterminer  en  prenant  au  hasard 
son  point  d'intersection,  soit  avec  une  droite,  telle  que 
le  diamètre  perpendiculaire,  soit  avec  la  circonférence 
môme  du  cercle.  Ce  point  ayant,  dans  chacun  des  cas, 
d'égales  chances  de  tomber  sur  un  segment  quelcon(|ue 
du  diamètre  ou  sur  un  arc  quelconque  du  cercle,  on  voit 
immédiatement  qu'on  obtiendra  des  probabilités  de  ^  et 
de  I  comme  réponses  au  problème. 

Or  ici  le  choix  n'est  pas  diflicile.  Si,  par  exemple, 
nous  avons  partagé  le  diamètre  et  la  demi-circonférence 
en  i8o  parties  égales,  nous  aurons,  d'une  part,  des 
parallèles  équidistantes  et,  d'autre  part,  des  parallèles 
d'autant  plus  serrées  qu'elles  sont  plus  éloignées  du 
centre.  11  est  clair  que,  en  déterminant  la  corde  par 
un  point  pris  au  hasard  sur  le  plan  et  non  sur  telle  ou 
telle  ligne,  ce  point  aura,  en  vertu  même  des  hypo- 
thèses de  15'jilrand,  d'égales  chances  de  tomber  dans 
une  quelconque  des  premières  bandes,  tandis  qu'il  en 
aura  d'inégales  de  tondjcr  dans  les  diverses  bandes  de 
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raulre  division.  11  en  serait  de  niêine  si  l'on  jt'LaiL  au 
hasard  sur  le  plan  une  droite  de  la  direction  voulue. 
Il  n'est  donc  pas  douteux  que  la  seconde  méthode  pro- 
posée doive  être  écartée. 

Si,  au  lieu  de  ne  considérei'  qu'une  direction,  on  con- 
sidérait toute  une  série  de  parallèles  faisant  le  tour  du 
cadran  et  formant  entre  elles  des  angles  successifs  de  i", 
on  obtiendrait  deux  réseaux  recouvrant  le  cercle,  l'un 
homogène  et  l'autre  à  mailles  plus  serrées  vers  la  cir- 
conlérence  que  vers  le  centre.  Le  premier  seul  peut 
mesurer  la  probahilité  de  chute  foituite  d'une  droite 
dans  une  région  ou  dans  l'autre.  Nous  pouvons  dès 
maintenant  affirmer  que^  est  la  probabilité  pour  qu'une 
corde  dépasse  le  côté  du  tiiangle  équilaléral,  et  qu'on 
devra  trouver  cette  mesure  toutes  les  fois  qu'on  ado[)- 
tera  un  mode  de  tracé  conduisant  à  un  réseau  homo- 
gène. Il  nous  reste  à  confirmer  cette  affiiination. 

Voici  un  cas  qui  nous  a  fort  embarrassé  avant  (|ue 
nous  n'eussions  reconnu  le  piincipe  des  réseaux  homo- 
gènes :  c'est  le  second  de  Bertrand.  On  mène  une  corde 
([uelconque  d'un  point  pris  sur  la  circonférence.  Comme 
le  dit  justement  Bertrand,  le  choix  du  point  n'importe 
pas. 

«  Si  l'on  trace,  continue-t-il ,  les  deux  côtés  du 
triangle  (-(piilatéral  ayant  pour  sommet  le  point  donné, 
ils  forment  entre  eux  et  avec  la  tangente  trois  angles 
de  60°.  La  corde,  pour  être  plus  grande  «pie  le  côté  du 
triangle  éipilatéral,  doit  se  trouver  dans  celui  des  trois 
angles  (jui  est  compris  entre  les  deux  autres.  La  proba- 
bilité pour  (]ue  le  hasard  entre  trois  angles  égaux  (jui 
peuvent  également  la  recevoir  la  dirige  dans  celui-là 
semble,  par  délinilion,  é'gale  à  ^  (').    » 


(  '  )   Calcul  fies  pro/jtihili/c.i,  ]>.  5. 
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Au  poiiiL  de  \  ne  où  dous  nous  sommes  plaeé,  nous  ne 
dii'ons  pas  qu'elle  semble,  mais  qu'elle  est. 

Ra[)pro<lié  (le  celui  du  premier  cas,  ce  résultai  sur- 
prend, car  le  fait  de  passer  pai-  un  point  d'une  circon- 
férence est  essentiel  à  toute  corde,  et  le  choix  du  poiut 
<'st  incontestablement  sans  influence  sur  la  probabilité. 
D'autie  part,  on  applique  bien  les  règles  du  hasard  au 
choix  d'une  coide  passant  par  ce  point.  Mais  cherchons 
à  quel  réseau  répond  cette  construction,  et  pour  cela 
lépélons-la  en  prenant  succ(issivement  toutes  les  extré- 
mités d'arcs  de  i°  comptés  successivement  à  parlii'  du 
point  primitif.  On  obtient  ainsi  idciitiqiieinenl  le  même 
réseau  que  dans  le  cas  des  paiallèles  [)assant  [)ar  des 
points  équidistants  sur  la  circonférence  :  c'est  dire 
(pi'il  n'est  pas  liomogène  et  doit  conduire  en  elïet  au 
rappoit  \. 

]M.  de  JMontessus  (et  la  chose  est  très  intéressante) 
a  d'ailleurs  étudié  le  problème  dans  le  cas  le  plus 
général  :  une  corde  quelconque  menée  d'un  point  quel- 
con(jue  du  plan.  11  semble  bien  qu'il  n'y  ait  là  aucune 
détei-mination  spéciale.  Aussi  trouve-t-il  la  j)robabi- 
litéf 

On  se  rend  du  reste  aisément  comj)te  que  la  for- 
mule (-onduit  à  un  réseau  qui,  <à  la  limite,  est  homo- 
gène, car  on  a  des  points  uniformément  répartis  sui' 
tout  le  plan  et  servant  de  centres  à  autant  de  roses  des 
vents.  Cela  ne  donne  pas  riiomogénéité,  il  est  vrai, 
entre  tous  les  éléments  du  réseau;  mais,  au  fur  et  à 
mesure  que  les  points  d'inadiation  et  que  les  rayons 
eux-mêmes  se  multiplient,  le  champ  de  l'hétéiogénéilé 
se  réduit  au  delà  d(;  toute  limite. 

Ainsi  donc  l'inlini  et  le  conlinu  troublent  bien  les 
problèmes  de  probabilité,  mais  beaucoup  moins  que  ne 
le  prétend  Bertrand.   En  ce  qui  concerne  particulière- 


(  348  ) 
ment   le   continu,    il   suffit  d'en   poser   l'homogénéité, 
comme    le    fait    Bertrand   lui-même,    pour   qu'aussitôt 
toute  indétermination  disparaisse. 


[C2h] 
m  CALCLL  EXPLICITE  DES  INTÉGRALES  DÉFÎMES  DU  TYPE 


Ur/=    I     ziûnjzdz,         Jy=    /      zicosj. 


dz, 


AVEC    OUELQUES    APPLICATIONS   A    LA    RECHERCHE    DE 
DÉVELOPPEMENTS   EN   SÉRIES   TRIGONOUÉTRIQtES; 

Par  m.  E.  ESTANAVë. 


Les  intégrales  dont  il  va  être  question  se  rencontrent 
dans  le  développement  des  fonctions  en  séries  trigono- 
m  étriqués. 

Dans  les  expressions  de  H^  et  J^,  ^  et  y  désignent  des 
nombres  entiers.  Eu  applicpiant  la  méthode  de  l'inté- 
gration par  parties,  on  a 

H«  =    /      :■">  s\njz  dz 

/     I  .  Y     m   r"" 

=  { .z'"cosiz)    H ri      z'^-U-os/z  dz: 

\       ./  Jo         J  Jo 

de  même 

J„=    /     z"  cosj'z  dz  =  (  ^.  z'^  ■r.inj'z)    — ^    /      z'^-^  i'inj  z  dz\ 
Jo  \J  h      J  Jo 


ou  encore 

tJ>'         m 

1       -        "il        • 
J 

ce  soiil  les  foiinules  de  récurrence. 
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O. 


H,  =:(_,)/+.  ^ 


T    — 


(poury  impair  seulement), 
car  J,  est  nul  pour  y  pair.  Ou  peut  écrire 


Nous   allons    d'abord    chercher  à    exprimer    H,„    en 
fonction  de  H,  et  de  J,,  qui  viennent  d'être  calculés. 
On  a  les  relations 


Hi 


(-i)yH 


H2   =TrH,+  4J, 


(0 


H.  =7:'- H, 


4J.,, 


l-l/H  —    11  111— r-       .    J/ 


J,  =—  ^Hi, 

y 


J«  = 


H«-i 


Le  calcul  direct  permet  de  reconnaître  que  les  inté- 
grales H^  et  ifj  se  divisent  chacune  en  deux  catégories, 
suivant  que  p  et  q  sont  pairs  ou  impairs. 

Occupons-nous  des  intégrales  H^.  En  posant  -  ^  X, 
on  a 

H3  =  -2Hi-2.3X2lI,, 

H4  =  Tr3H,  — 3.4X2-;:  IIi—  >..3.4â3Ji, 

H5  =  Tr4Hi— 5. 4X2-2  IIi^  2.3.4. 5X*Hi, 

Ho  =  7r5Hi  — 5. 6X2713 H, +  3.4.5. 6X*-  Hi -i- 2. 3. 4. 5.6X^1, 

H7  =  ;i6Hi  — 6. 7X2-7:* Hi-+- 4. 5. 6. 7712 XMI,  — •3.3.4.5.6.7X611,, 

et   ainsi   de   suite.    On    aperçoit   la    loi    de    formation 
des    W-ip   et   des    H2;,+|.    Nous   remarquons,    en   effet, 
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que  Ho^  est  un  polynôme  lioniogèiie  de  degié  ip  —  i 
en  t:  et  À,  dont  les  puissances  de  t:  ont  même  paiité  et 
dont  tous  les  coefficients,  sauf  le  dernier,  contiennent  H, . 
Mettons  ce  terme  en  J|  à  part,  il  a  pour  coeflicient  2/?! 
J,es    coefficients    numériques    des    autres    ternies    sont 

- — '- — '- — T.    //  étant  l'exposant   de  tt  dans  le  terme  consi- 

(  /»  -t-  1  )  I  * 

déré.  Quant  aux  signes,  en  faisant  ahstraciion  du 
terme  en  J,  et  supposant  les  H  ordonnées  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  —,  il  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  le  piemiei-  étant  toujours  positif. 
Les  signes  des  coeflicients  du  terme  en  J,  sont  alternés 
quand  on  passe  de  Ho^  à  Ho^j+o-  ^^'S  considérations,  qui 
sont  évidentes  pour  ^  :=  i ,  ^>  =  2,  /?  =  3,  ...,  vont 
nous  peiineltre,  en  supposant  la  loi  vraie  pour  />, 
d'écrire  la  formule 

Hjp  =  ^—  i)p-i ip !  Xs/*-!  Ji  +  Hi  V  (_  i)P-gT^i-^ X2(/'-7' 3-Ç-j . 

Nous  pouvons  démontrer  que  celte  loi  est  générale  en 
montrant  que  l'on  a 

H2/,+2  =  (  -  I  )/'  (  2/>  +  2  )  !  X2/'-»-l  J, 
q=p  +  \ 


".  2 


■iql 

7  =  1 


formule  obtenue  en  changeant  p  vu  p  ■+-  i.  En  etlét,  si 
Ton  multiplie  la  prcjuiére  [)ar  (2/J  4- 1)  (2/?  +  2))^-  et 
qu'on  ajoute  à  la  seconde,  on  a 

(2)  ('2/?  -i-l)(2/)-+-2)À2H2/;-^    n2p  +  o=  Tt^/'  +  lIl,, 

rj  =  p-hl 

car  le  symholc      ^      peut  se  dédoubler  eu  deux  parties  : 

'/  =  ' 
l'une  où    f/   picnd  les  xaleurs  r,    ->.,  3,    ..../'  et    1  autre 
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Or,  la  relalioii  (i)  résiille  des  foniiulcs  de  rcciurciicc. 
Si,  en  effet,  on  y  suppose 

m  =  'i.p  -t-  2,         «  =  o.p  -V-  I , 
ou  a 

H-2/,+2=   Tr-/'+nii-|-  {%p  -f-2)XJ2/,-M. 

Or 

v.w   remplaçant,   on   a  la  relation  (2)  ei   dessus  ;   ce  qui 
établit  que  la  formule  trouvée  pour  H^^  est  générale. 
On    établirait    paieillement    la    formule    qui    donne 

7  =  0 

En  la  supposant  vraie  pour  p  et  démontrant  qu'elle 
est  vraie  pour  /^  +  i  ,  on  aurait  à  montrer  pour  eela  que 

relation  qui  résulte  encore  d(;s  formules  de  récurrence. 
Transformons   maintenant  les  formules  qui  donnent 
Hop  et  H.2/,_f.i  ;   pour  cela,  renq)laçons,  dans  H^^^.!,  lli 
par  la  valeur  (Calculée,  ainsi  que  )..  Il  vient 

Si  nous  considérons  le  développement  limité  qui  se 
trouver  sous  le  signe  ^,  nous  reconnaissons  <ju"il  peut 
s'écrire 

N    (_,)«-7 


(Ml  posant  //=/;  +  y  H-  I  et  jtz  =  x. 

Or,  ceci  est  le  développement  de  ( —  i)"sin.r  sui\ant 


(  352  ) 
les  puissances  de  x,  limité  au  terme  en  x-P'^*  .  Dési- 
gnons par  le  symbole  [sinarjo/,^)   le  développement  de 
sina:  limité  au  terme  en  x-P'^* .  Alors,  avec  ces  nota- 
tions, Ho/j+i  s'écrit 

Un  calcul  semblable  conduit  à  l'expression  de  Ho;,, 
De  même  l'on  a 


jip+i 

(2/?-4-l)! 


i,,^,  =  -  ^T^  !(-  i)'^+  (-  1)"+^-^'  [cosy-TT],^!  ; 


ce  sont  les  formules  qui    p(;rmettront  de  calculer  H,„ 
et  J„. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

f      52P+1  sin  Jz  dz  =  (-  x)P^J+^      L^,      [sin y  71  ],/,+,, 
0  •' 

i     z^-P      siny^«?^  =  -1^,  i(-i)/'-4-(-i)/'+y+>[cosy7r],;,|, 
Jfi  J 

C    zU>      cosy?t/s  =  (-0'^+^+»4^[^inyTr]2,,_,, 

J    z^-i'-^^  cos  JZ  dz  =  -  ^^^^,^J^'  \  (-  i)''+  (-  1)"+^+»  [cosy7r]2p  j. 

On  trouve  dans  les  Nouvelles  Tables  d'intégrales 
définies  de  Bierens  de  Haan  (Table  218)  deux  cas  par- 
ticuliers de  ces  formules,  cas  relatifs  à  />  i=  o  et  /?  =;  i . 

ApplicaiioJis.    —   Nous  pouvons    nous  servir  de  ces 
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lurimilcs  poui' établir  des  développenienls  en  S('ri('.  Si, 
(l;iiis  la  ptemière,  on  fait  /;  =  o,  on  a 


/      -sm/;r/3  =  -. ; 

a  J 


par  siiiU; 

-    /      -  sm  /  c  <r/j  =  ( — nvt^i-. 
T^    1        ■>.  1 

•-  I)  J 

Or,    si  l'on   considère    la   fonction  ^  développée   en 
série  Irigononiélriqiie 

-  =  Al  sin^  -i-  A2  siiiî:;  -(-...  +  Ay  siiiy  :;  -i-.  . .  ; 

si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  ?,\njzdz^  et  si 
l'on  intègre  de  o  à  tt,  on  a 

par  suite 

A/=(-iK-'j.- 

On  a  donc,  en  donnant  à  y  les  valeurs  entières  i ,  2,  3,  . .  ., 

siii25        sin  iô        sin4-3 


=  ?>\XiZ  — 


3  4 


J 

développement  connu,  que  nous  retrouvons  ici  pour  la 
vérification  des  lorruules  établies. 

De  même,  si  dans  la  troisième  intégrale;  on  lait  /;  =  i , 
on  a 

f  ,  ■         f  /  ,  .  ■>.  TT 

I      z-  cosy  z  dz  =  ( —  I  )J  —7^ 
•'0  •'  ' 

Anit.  de  Malhcinat.,  4"  série,  l.  III.  (  \inil  190.].)  23 
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et,  par  suite, 

—     I        COS  l  Z  CIZ  =   -. 

Si  l'on  considère  la  fonction  ^  développée  en    série 

4 

trigonoinétrique 

^  =  Ao+  Al  cos^  -I- Ao  cos2^  -h  A3  cos3;3  -H. . .  . 
4 

on  a,  d'après  la  méthode  de  Fourier, 

A,=  -    /      —  COS / z  dz  = 


y 
d'où 

COSZ         C0S2-S         cos3-3 


—  =  Ao- 

Pour  déterminer    Ao,    on  peut   multiplier  les  deux 
membres  par  dz  et  intégrer  de  o  à  tx  ;  on  a 

Ao  =  —  j 
12 

d'où  le  développement  connu 

z-  7l2  COSZ  C0S2^  C0S3^ 


4  12  {^  22  6^ 

De  même,  si  dans  la  quatrième  intégrale  nous  faisons 
p  =  o,  nous  aurons 

/        ZCOS/zdz  ^—   -r^ll-hi—iy-^^j- 
Or,  considérons  le  déveIoppen)ent 

5  =  Aq  -+-   Al  COS  2  +  A2  COS  2 -s  -H.  .  .-f-  Ay  COS/.Ô  -I-.  .  .  , 


on  a 


2    /•" 
A  ,  =  -    /      ;;  COS  /^  ^j  = .-  f  1  -!-  (—  i  )^'-'-'  J, 

^^0  ~J' 
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ce  qui  conduil  au  développemeut 

;  =  «> 

Pour    déterminer    la   constante  Aq,    multiplions  les 
deux  membres  par  dz  et  intéorons  de  o  à  7i,  on  a 


d'où 


Ao-  Y 


"H !Lï  =  cos;:+  —  cos3^-!-  —  cos5j;-i- 

8  4  ^-  ^ 


En    considérant   la  deuxième  intégrale  pour  /:>  =  i , 


on  a 


Or,  si  l'on  prend 

5-2=  A,  sin;:-T-  A2  s'iniz  -^ . .  .-H  Aysiny^s  -+-..., 
on  a 

A,  =  îjr%.i„,/=*  =  4..[--.<-.y(.-^)]- 

On  est  ainsi  conduit,  en  donnant  à  ;  les  valeurs  i,  2, 
3,  .  . .  ,  à  la  formule 

8  /  sin  z        sin32 


l3  3» 

siti5        sin2;3        sin  3  5 

I  2  3 

ou,  eu  remplaçant  la  deuxième  série  par  sa  valeur,  à 
sin«        sin3;:        sin5;;  _  Tzzjr:  —  z) 

résultat  connu. 
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Nous    avons  ainsi,    pour   la  vérilîcalion  des  calculs, 
retrouvé  certains  résultats  connus,  en  donnant  à  p  des 
valeurs  particulières. 


[BlOa] 

^'OTK  SUR  L'ÉOIUTIO^  E\   v; 

Pau  ai.  J.  S. 


Considérons  la  foi  ine  quadratique  à  //  variables 

(i)  U-^sV; 

U  =  {S«,.r,)^         (nolation  connue), 

Soit  A  le  discriminant  de  la  forme  (i). 

A  se  déduit  du  discriminant  de  U  en  remplaçant  au 
par  au  -\-  s. 

Soient  A^yt  le  mineur  de  A  relatif  à  l'élément  ^,,;  ; 
R  le  déterminant  réciproque  de  A,  c'est-à-dire  ayant 
pour  éléments  les  mineurs  A/a  de  A. 

On  a  la  relation 

^^«  A^—  Aâ;i  =  A  X  Ao(p, 

en  écrivant  A^  au  lieu  de  Aa-^  [)Our  abréger.  A^fi  rejiré- 
sentant  le  deuxième  mineur  obtenu  en  supprimant  les 
lignes  et  les  colonnes  de  rangs  a  et  fj. 

La  dérivée  A'  de  A  par  rapport  à  ,v  a  pour  valeur  SA,^. 
On  a  donc  les  deux  relations 

i:  V-.AB-SAâs-AxSAa;'.. 


(  ->-  ) 

Eliminons  SA^Ap,  on  a 

=  A'2  -f-  AA". 
Ou  oblieiil  la  relation 

A'-2+AA"=  v^l^^.^vAlp. 

Parmi  les  conséquences  immédiaLes  est  la  suivante  : 

Théokème.  —  Une  racine  nndtiple  de  A  =:  o  annule 
tous  les  nùnew's  d'ordre  n  — ■  i. 

lieniarquc.  —  L'équation  R  =  o  est  l'équation  tau- 
genlielle  de  U-|-5V=o  dans  Pospace  à  n  dimensions. 


[D3ca] 


SIU  LES  l\TEGU\LES  M  FRES^'EL; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Dans  un  article  paru  au  mois  de  novembrt;  i8(:)(), 
iAJ.  Fabry,  voulant  bien  rappeler  la  tentative  (jue  j'avais 
laite  pour  amoindrir  une  petite  difficulté  relative  à 
cette  question,  eu  donnaitlui-nième  une  solution  simple 
et  directe,  à  laquelle  je  iue  propose  d'apporter,  à  mon 
tour,  iuk;  nouvelle  simplilicatioii.  Il  s'agit,  au  fond, 
d'établir  (pu;  l'intc'grale 


a  la  même  valeur,  quand  ou  la  calcule  eu  supposant  (jue 
la  variable  décrit  la  demi-droite  indéliuie  dirigée  sui- 
vant la  partie  positive  de  l'axe  des  x^  «pie  si  on  la  cal- 
culait en  faisant  décrire  à  la  variable  une  demi-droite 
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indéfinie,  issue  de  l'origine  et  dirigée  suivant  la  bissec- 
trice de  l'angle  formé  par  les  parties  positives  des  deux 
axes  de  coordonnées. 

Or,   si  l'on  prend  sur  celte  bisseclrice  un  point  M, 
qu'on  le  projette  en  A  sur  l'axe  Ox  et  qu'où  fasse 

OA  =  X,        z  =  X  ^  y  i, 
l'intégrale 

(i)  je^-'c/z, 

calculée  tout  le  long  du  segment  AM,  est  égale  à 

(2)  ie-^°-  I     ey'—^-'^-ydj, 

•0 

et  comme  l'intégrale  (i),  calculée  tout  le  long  du  con- 
tour du  triangle  OAM,  est  nulle,  tout  revient  à  démon- 
trer que  l'expression  (2)  tend  vers  zéro,  quand  x  est  de 
plus  en  plus  grand.  Or  celle-ci  a  un  module  inférieur  à 


•Al 


et  le  théorème  sera  démontré  si   l'on  fait  voir  que  celle 
dernière  expression,  égale  d'ailleurs  à 


\         e'  /  e-^  —  1 


teud  vers  zéro,  quand  x  est  de  plus  en  plus  grand.  Mais 
le  premier  de  nos  deux  facteurs  ayant  pour  limite  i,  il 
suffit  d'établir,  pour  toute  valeur  positive  de  a:,  l'iné- 
ijalilé 


/ 


cy'dy 
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ourinégalllé  équivaleiile 

X  f    ey"-dy  —  e'''-^i<o. 
«/o 

A  cet  ellet,  je  pose 

f(x)  =  :v  f    er'- dy  —  e^"  +  i 
• 'o 

et  j'en  conclus 

f'(x)=   C    ey'dy-xe^'-, 

f'ix)  =  — 2a7-^e»'; 

d'où  il  résulle  que  la  fonctiou  /(x),  nulle  avec  x  et  dé- 
croissante quand  x  croît,  est  négative  pour  toute  valeur 
positive  de  X.  Or  la  fonction  J\x)  est  nulle  avec  x; 
mais  elle  décroît  quand  x  auguieute;  donc  elle  est  néga- 
tive pour  toute  valeur  positive  de  x.  c.  Q.  F.  d. 


[05h] 

SUft  \m  PROPRIÉTÉ  DES  LIGXES  DE  COIRBIIRE 
DES  SURFACES; 


Fak  m.   R.   BRIGARD. 


1.  On  doit  à  iM.  Ralïy  un  tliéorènie  élégant  dont 
voici  l'énoncé  : 

Considérons  une  surface  ayant  ses  lignes  de  cour- 
hure  planes  dans  un  système.  Si  par  chaque  point  de 
l'une  de  ces  lignes  de  courhure  on  construit  le  plan 
osculateur  à  la  seconde  ligne  de  courhure  passant  en 
ce  point,  tous  les  plans  ainsi  ohlenus  sont  parallèles  à 
une  même  droite. 


(   3(3o  ) 

IM.  Rally  exprime  cei'ésullat  en  disant  qu'une  fainiiie 
de  lignes  de  eoutbure  plancîs  est  cylindrée  ('). 

Je  uie  propose,  dans  celte  Note,  de  le  rattacher  à  la 
pro[)Osition  générale  fjue  voici  : 

Soient  JH  un  point  d'une  surface  (S),  [C]  et  [C]  ses 
deux  sj  sternes  de  lignes  de  courbure ,  C  la  ligne  [C] 
et  C  la  ligne  [C]  qui  se  croisent  au  point  m.  En 
chaque  point  de  C  menons  le  plan  osculateur  à  la 
ligne  [C]  qui  ])asse  par  ce  point  :  ces  divers  j)l(ins 
osculateurs  enveloppent  une  surface  dé%>eloppable  (  1  ). 
Soit  L  la  génératrice  de  (T)  (pii  correspond  au 
point  m;  soient  enfin  (T')  la  développahle  analogue 
à  (T)  qu'on  peut  définir  au  moyen  de  la  ligne  de 
courbure  C,  et  L'  la  génératrice  de  ( T')  qui  corres- 
pond au  point  m.  Je  dis  que  les  droites  L  et  L'  sont 
rectangulaires. 

'"1.  Pour  déiiionlrer  ce  ihéorènie,  considéions  la 
représentation  spliérique  de  la  suiface  (S). 

Désignons  par  (S)  la  sphère  sur  laquelle  se  fait  la 
rejjrésentalion,  par  F  et  I'  les  eouihes  tracées  sur  (S) 
(pii  sont  les  images  des  courbes  C  et  C,  par  [F]  le  sys- 
tènu!  des  lignes  F,  par  [F']  celui  des  lignes  F'.  [F]  et  [F'] 
forment  deux  systèmes  di;  lignes  ortliogonales. 

On  sait  que  l(;s  lignes  de  conihuie  d'une  surface  et 
leurs  images  sphériques  se  correspondent  par  j)arallé- 
lisme  des  tangentes  et,  j)ar  suitt;,  des  plans  osculateurs. 
Il  résulte  de  là  que;  si  ikjus  menons  en  cha(|ue  point 
de  F  le  plan  osculaleur  à  la  ligne  [F']  (pu  passe  en  ce 
point,  la  (bh'eloppable  (0)  enveloppée  par  ces  plans  a 


(')  Voir  Comptes  rendus,  i8()(),  p.  :!8').  Tout  récoinmont.  M.  HiilFv 
a  délcnninc  toutes  1rs  surfaces  (|ui  présonlenl  un  réseau  ilnulilciucnl 
cylitidii-  !  Ihillvlin  de  la  Soc.  miilli.  de  Fnince.   i<|()3,  p.  77). 


(  '^^3.  ) 
ses  gcnéraiiiccs  parallcles  à  celles  de  (T).  En  paili- 
cLilier,  la  généralricc  A  qui  coi  lospoiul  au  poinl  [j., 
coiiiiinui  aux  couil)c;s  T  el  F',  est  parallèle  à  L.  Soient 
de  nièiiu'  (0')  la  tléveloppable  analogue  dé(ini(!  an 
moyen  de  la  courbe  V  et  A'  celle  de  ses  génératrices 
(jui  correspond  au  point  ijt.  :  A'  est  parallèle  à  L'.  Nous 
(H'ons  à  nionlrer  ijue  les  d/oites  A  et  A'  sont,  rectati- 
i^idaires. 

3.  Traçons  à  cet  eftet  la  courbe  F,,  appailenaiit  au 
système  [F]  et  intiniment  voisine  de  F.  Soit  de  même  F, 
la  courbt;  [F']  inliniment  voisine  de  F'  {voir  la  ligure). 


'\\ 


Désignons  [)ar  <j.,  y.,,  ul^,  'J-\  '^'S  somincLs  du  qnadrila- 
tèie  infiniment  petit  (orme  [)ar  les  courbes  F,  F',  F,,  F,; 
traçons  enfin  les  cercles  0,  il',  12,,  U',,  osculateuis  aux 
courbes  F,  F',  F,,  F,,  respectivement  aux  points  a,  a', 

Prenons  comme  infiniment  petit  principal  l'un  des 
arcs  api,,  ]X\x\,  supposés  de  même  ordre.  Je  dis  (jne 
l'angle  sous  lequel  l'un  tiuelcoiuiue  des  cercles  Ù,  ii, 
est  coupé  par  Vun  quelconque  des  cercles  ti',  ii',  ne 
diffère  (r un    angle   droit    que    d'un    injininient  pejit 
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d'ordre  supérieur  au  premier.  (L'un  de  ces  angles, 
celui  des  cercles  û  et  0',  est  rigoureusement  droit.) 

Considérons,  par  exemple,  les  cercles  Q,  et  0,,  et 
soit  JJI3  leur  point  de  rencontre.  Le  cercle  Q|  étant 
osculateiir  à  Y^  en  [jl,,  les  courbes  0,  et  F,  se  con- 
forident,  dans  les  environs  du  point  jji.,,  aux  infiuimeiit 
petits  du  troisième  ordre  près.  Il  y  a  la  même  relation 
entre  Q',  et  F'^,  dans  les  environs  du  point  jjt.', .  On  a 
donc,  aux  infiniment  petits  du  troisième  ordre  près, 

arc  ;jii  \x^  =  arc  .uj  \t.=,, 
arc  \j.\  ;^.3  =  arc  ;jt']  [m. 

Gela  posé,  menons  trois  arcs  de  grands  cercles, 
tangents,  le  premier  à  û,  et  F,  en  m.,,  le  deuxième  à  Q, 
en  'J.3,  le  troisième  à  Fj  en  jj-o.  Soient  fl  et  h'  les  angles 
(jue  Ibnt  respectivement  le  deuxième  et  le  troisième  de 
ces  arcs  avec  le  premier.  Si  Ton  appelle  p  le  rayon 
sphérique  du  cercle  li),  c'est-.à-dire  le  rayon  de  cour- 
hure  spbérique  de  la  courbe  F,  au  point  [j.,  ,  on  a 

arc  1^1  [JL2  =  0(  p  -i-  î), 
arc  [-ii[J(.3=  0'(  p  -+-  £'), 

£  et  t'  étant  des  inlîniment  petits.  Les  premiers  membres 
étant  égaux,  on  voit  que  l'on  peut  écrire,  en  négligeant 
les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier, 

G  =  0'. 

Autrement  dit,  l'aie  de  grand  cercle  tangent  à  F) 
eii  [Xo  et  l'arc  de  grand  cercle  tangent  à  Q,  en  UL3  font 
entre  eux  un  angle  infinimciit  petit  d'ordie  supérieur 
au  premier. 

On  voit  de  même  (jue  l'arc  de  grand  cercle  tangent 
à  il',    CM  a.,   cl    1  .lie  d<'  i;rainl   cciclc   laiii-mt  à   F'    en    <J.-, 
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font  entre  eux  un  angle  infiniment  petit  d'ordre  supé- 
rieur au  premier.  Il  en  résulte  immédiatement  que 
l'angle  en  [i.3  des  cereles  Û,  et  ù\  et  l'angle  en  jx,  des 
courbes  F,  et  F',  sont  égaux,  au  même  ordre  d'approxi- 
mation :  comme  le  second  de  ces  angles  est  droit,  notre 
proposition  est  établie,  en  ce  qui  concerne  les  cercles  Q, 

et  il\ . 

On  verrait  de  même  (et  plus  simplement  encore)  que 
l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  cercles  ù'  et  il,,  et 
celui  sous  lequel  se  coupent  Q  et  Û',  sont  droits,  tou- 
jours en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur au  premier. 

.  Gela  établi,  appelons  a  et  [i  les  points  communs  aux 
cercles  ù  et  0,,  c'esl-à-dire  les  points  où  le  cercle  Ù 
touche  son  enveloppe,  quand  on  passe  de  la  courbe  f  a 
la  courbe  F,.  Soient  a'  et  P'  les  points  analogues  rela- 
tifs au  cercle  Ù' . 

Parles  points  a  et  p  on  peut  faire  passer  deux  cercles 
(0  et  Q,  )  coupant  orlbogonalemenl  deux  cercles  passant 
par  a'  et  fj'{ù'eiù\  ).  Autrement  dit  (a,  p)  et  (a',  [ii')  sont 
les  couples  de  points  bases  de  deux  faisceaux  de  cercles 
orthogonaux  tracés  sur  la  sphère  {^). 

On  sait  que,  dans  ces  conditions,  les  droites  a^  et  a'[i' 
sont  conjuguées  par  rapport  à  la  sphère  (S)  et,  par  suite, 
rectangulaires  ('). 

Mais  la  première  de  ces  droites  est  visiblement  la 
droite  commune  aux  plans  osculateurs  à  f  et  F,,  res- 
pectivement aux  points  [x  et  [x,.  C'est  donc  la  généra- 
trice de  contact  du  plan  osculateur  à  F  en  <x,  avec  la 
surface  ((-)),  c'est-à-dire  la  droite  désignée  plus  haut 
par  A.  De  même,  a' S'  n'est  autre  que  la  droite  A'.  //  est 


(')   Des  (Umix  coui.les  (a,  ji).  (  a'.  ?')  I'i«n  csl  iKHCSsaiiciiiont  réel, 
iiiitiT  ini;i:;in;nrc. 


(  m  ) 

c/o/ic    établi  (/ne   A   et  A'   .so/i/.   reclaii^iildii  es,   ce  qui 
(le/nonlre  le  lliéorèine  énoncé  à  la  fui  du  n"  I . 

Âf.  Montions  à  présent  coninienl,  de  celle  propo- 
sition générale,  on  dédnit  iinniédiateinent  le  lliéoièiue 
tle  M.  RalTy. 

Supposons,  par  exeni[)le,  que  toutes  les  lignes  de 
(courbure  [C]  sont  planes.  Conservons  toutes  les  nota- 
lions  employées  dans  le  n"  1.  Quel  (|ue  soit  le  point  jh 
sur  C,  la  droite  désignée  par  L  est  invariable,  puisque 
c'est  la  di'oile  d'intersection  du  plan  de  C  et  du  plan 
de  C|  qui  est  la  ligne  de  courbure  [C]  inlininient  voi- 
sine de  C. 

La  droite  L'  est  donc  perpendiculaire  à  une  droite 
lixe,  c'est-à-dire  [)arallèle  à  nu  plan  iixe.  Par  suite,  la 
suiface  dévelo|)pable  (T')  esl  à  plan  directeur  :  c'est 
nécessairement  ttn  cylindre,  ce  qui  esl  le  résultai  de 
M.  Kafly. 

EnHn,  si  les  lignes  [C]  et  les  lignes  [C]  sont  toules 
])lanes,  nous  retrouvons  le  lliéorèuie  bien  connu,  dû  a 
O.  Bonnet  : 

Quand  une  surface  a  ses  lignes  de  courbure  planes 
dans  les  deux  systèmes,  les  plans  des  lignes  de  cour- 
bure, dans  chai/ue  sysfème,  enveloppent  un  cylindre; 
de  plus,  les  deux  cylindres  ainsi  mis  en  éindence  ont 
leurs  génératrices  lectangulaires . 

Note  de  la  RÉnvcxiOiV.  —  La  llédaciiou  recevrait  et 
inséierait  avec  plaisir  une  démonstration  analytique  du 
llu'oièmc  claMi  géométriquement  dans  la  iNote  [)récé- 
dente. 


(  :^>()5  ) 
(;oi(nFsi>Oi\i)\^cL 


M.  de  Saint-Germain.  —  A  [)iopos  de  rintciessant  pro- 
blème de  IMécanique  traité  par  M.  Andoyer  dans  le  numéro 
de  juin  des  Nouvelles  Annales,  je  voudrais  faire  remarquer 
avec  quelle  facilité  les  équations  générales  de  M.  Appell  con- 
duiraient aux  équations  du  mouvement. 

Conservons  les  notations  de  M.  Andoyer  et  reportons-nous 
aux  résultats  donnés  par  M.  Appell  dans  le  i*^'  fascicule  du 
Journal  de  Liouville  pour  1900  :  les  quantités  désignées 
par  P,  Q,  R  sont  :  — 0',  o,  o  et  la  partie  utile  de  la  fonc- 
tion 2  S  (énergie  des  accélérations)  est 

-!-  \(p'--{-  (/'--l-  /-'^  )  -u  2  A  <)'{>•(/'—  rjr']  -^  .  .  .  . 

■    Pour  que   la   sphère   ne  glisse   pas   sur  le  c\lindie.   on   doit 
avoir 

x'  -h  q  p  =  o,         (  R  —  p ) 0'  —  pp  =  o; 

tirant  de  làyj,  q.  />',  q'  et  |)Osanl  /•  =  À',  on  aura 

28  =  ni\x"-  +  (  R  —  p )' 0"^  I 

-^A^iii:=i^i:o"^+:^HHX"A 
\      p  p  / 

H (  .r'  A  '  —  A  .r  )-+-.... 

p 

Comme   A   est  écral  à   -ino-  et   le  travail  virtuel  du  noids  à 

^  5      '  ' 

oV  =  /»^'  [—  cos  p  o.r  -u  (  l\  —  p)  sin  p  si  m  0  oO  |, 
les  r(|ualions  de  i\I.  Appell  deviiimcnt 

t>S         7  ■>,.,, 

ss  .  /n  x" —  -  m  pk'^y  =  —  ni^  cos  '6, 
Ox  ■>  )      '  .  I  ; 

—  —  ^  „,  { \\  _  p  ,2  0"  r^  mg{  H  —  p  )  sin  [i  siu  0, 


c)0" 


,     =.  A     A'    1 1  =  o. 
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En  remellaiu  /•  pour  X'  cl  faisant  des  simplifications  évi- 
dentes, on  retrouve  les  équations  excellemment  étudiées  par 
M.  Andoyer.  Nous  n'avons  pas,  il  est  vrai,  la  réaction  nor- 
male N  du  cylindre  sur  la  sphère  :  mais  remarquons  que  le 
centre  de  gravité  se  meut  sur  un   cylindre  de  rayon  R  —  p. 

Soient 

V  sa  vitesse  à  l'instant  t; 

i  l'angle  qu'elle  fait  avec  Ox". 

Ri  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  passant  par  r. 

Une  des  équations  intrinsèques  du  mouvement  sur  une  sur- 
face donne 

-=r —  =]>-!-  niff  sin  jj  cosU. 
On  a  d'ailleurs,  eu  égard  à  la  formule  d'Euler, 


Kl        K  — p 
esint  =  (R  — p)0'; 

il  en  résulte 

N  =  /??  (R  —  p)0'- —  mff  sin^  cosO  : 

c'est  précisément  la  valeur  (2)  de  —  Z. 

Si  l'on  avait  pu  regarder  les  candidats  à  l'Agrégation  comme 
familiarisés  avec  les  équations  de  IM.  Appell  et  ses  résultats 
principaux,  peut-être  le  problème  n'eût  pas  paru  un  peu  dif- 
ficile. 


CERTIFICATS  DE  MÉCA\I01E  RATIONNELLE. 


Lille 


lilpREUVE  ÉcniTE.  —  Étudier  l'effet  ci  un  système  de  per- 
r lissions  sur  un  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe.  Théorie 

du   cru  Ire  de  /x'rcussion . 


(  ^<^7  ) 
Problème.  —  Un  point  matériel  libre  est  défini  par  ses 
coordonnées  polaires  (/•,  0,  o).  //  est  sollicité  par  une  force 


X- 

q 

M 

/ 

/      as 

dérii'ant  de  la  fonction  de  force  U 


U  =/(/•)  + 


/•-  sin-0 


les  fonctions  _/,  g^  h  ne  dépendant  chacune  que  de  la  va- 
riable mise  en  évidence. 

1°  Former  l'expression  de  la  force  vive  du  point  et  les 
équations  de  Lagrange  relatives  aux  paramètres  r,  0,  (i; 

1°  Montrer  que  ces  équations  s'intègrent  par  quadra- 
tures. 

Solution. 

L'équation  de  Lagrange  relative  à  a  donne  inimédiatcnienl 
l'intégrale  première 


(I) 


r'*  sin^  0 .  o'-  =  -2  ^  (  o  )  -+-  A. 


En  tenant  compte  de  la  valeur  de  o'-  fournie  par  cette  équa- 
tion, l'équation  de  Lagrange  relative  à  6  donne 


(2) 


/•i.0'2=2^-(6) 


sin^O 


Enfin  l'équation  des  forces  vives  s'écrit,  eu  égard  à  (i)  et  à  (a), 


(3) 


r'i=    .,,/(,-)_   il    +C, 


A,  li,  G  désignent  des  constantes.  (3)  donne  /•  en  fonction  de  /, 
(9.)  donne  0  et  h)  donne  9,  et  cela  au  moyen  de  trois  quadra- 
tures. (Novembre  i()oi.) 
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Éprklve  kcriti;.  —  I.  Distribution  tics  ncrc/é/ritio/is  dans 
le  cas  du  mouvement  i^énéral  d'un  solide.  Application  au 
cas  des  mouvements  parallèles  à  un  plan. 

II.  Les  extrémités  d'une  barre  AB  glissent  sans  frotte- 
ment :  l'une  A  sur  une  droite  verticale  Oz,  l'autre  B  sur 
un  plan  horizontal  .tOj^.  Cette  barre,  de  longueur  l.  est 
homogène  et  pesante  ;  sa  densité  est  l'unité.  Au  point  B  est 
appliquée  une  force  dirigée  suivant  BO  et  proportionnelle 
à  la  distance  BO. 

i"  En  désignant  par  ^  et  o  les  angles  OAB  et  xOB,  on 
formera  les  équations  canoniques  du  mouvement  de  la 
barre  relatives  à  ces  paramètres  ; 

2°  On  exprimera  en  fonction  de  0,  par  des  quadratures, 
le  temps  et  l'angle  ©  {conditions  initiales  quelconques )\ 

3°  On  formera  et  intégrera  l'équation  de  Jacobi  associée 
à  la  fonction  d'Hamilton  rencontrée  au  i°.  On  reconnaîtra 
l'identité  des  équations  finies  du  mouvement  obtenues  par 
la  méthode  de  Jacobi  avec  les  résultats  obtenus  au  -i". 

(Juillet  1902.) 

Ki'REL'VE  ÉCRITE.  —  Pcndule  sphérique. 

Problème.  —  Un  losange  formé  de  cjuatre  tiges  pesantes 
et  homogènes,  de  poids  p  et  de  longueur  a,  articulées  à 
leurs  extrémités,  a  un  sommet  fixe  en  O  ;  le  sommet  opposé  G 
est  assujetti  à  glisser  sur  la  verticale  de  0.  .!«  sommet  G 
est  applic^ué  un  poids  P. 

Le  plan  du  losange  est  animé  d'un  mouvement  de  ro- 
tation uniforme  autour  de  la  verticale  OG. 

i"  Mouvement  du  losange  dans  son  plan; 

•}."  Positio/i  d'équilibre  stable; 

j"  l'itesse  de  rotation  jxnii-  hiquclle,  dans  cette  position 
d'équilibre,  l'écartement  des  sommets  \  et  B  est  égal  à  a; 

i"  Durée  des  petites  oscillations  du  système  supposé  lé- 
gèrement dérangé  de  sa  position  d'équilibre  stable  dttns 
cette  dernière  hypothèse. 

Solution. 
1"  Si  ')  (".I   r;iii^l("  (riiiii'   (les   l):ii-n"<  iivi'c   ()(!.    le    temps   e>.l 
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iMiné  en  fonction  do  0  par  nue  quadrature  hyperallipiique 


pu-  V  a- 

— — -  (  ')  —  3  CCS  2 f)  )  H i  sin-  0 


^=     I     \    /   '-^ ^ dO 

■2a(P  -{-  ip)  cosO  -!-  -^ sin^O  4-  h 


3; 


9."   cosO=  — ^ si  la   valeur  de  cosO  est  plus  petite 

que  i;  sinon  la  position  d'équilibre  stable  est  6  =  o; 


3"   co-  = 


V    é'iP^'ip) 


(Novembre  1902.) 


CERTIFICATS  D'ASTROPMIE. 


Grenoble. 

Composition.  —  Résolution  du  xystèine  suivant 

atx  -f-  biy  ^  ne         (  i  =  i ,  2,  3,  .  .  . ,  jjl  ), 

par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Principe  de  la  mé- 
thode. 

Calcul  des  erreurs  moyennes  des  valeurs  déterminées 
pour  X  et  pour  y . 

Epreuvk  pitVTiQUE.  —  Calcul  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  héliocentriques  de  Mars  pour  le  i"'  mai  i888, 
à   midi  (T.   nioyen   dr   Paris). 

Soi.l'TION. 

On  a,  pour  les  éléments  de  Mars  en   1888  : 

e  =  (),og3:i()i  i , 

n  ^  1880",  5i84,         '  '•  >i.   2, 

m  =333.17.54. 
Aiin.  fie  .]faihf/nat.,  \'  série,  t.  III.  (  A.01H  i()o.i.)  ,  2.4 


(   -lo   ) 
Enfin,  pour  le  i*^'  janvier  i85o,  à  midi  (T.  moyen  de  Paris), 
on  avait,  pour  la  longitude  moyenne  de  la  planète  dans  son 
orbite, 

/o  —  83°4o'3i".  (Juillet  iQOi.) 


Toulouse. 

EpitKUVE  kcritp:.  —  1.  Dèjhiilion  du  jour  sidri-al .  Montrci- 
qu'il  n'est  pas  constant  et  expliquer  les  causes  de  sa  varia- 
t  ion . 

II.  On  a  fait  une  oi>servation  d'une  planète  noin'elle,  ce 
qui  en  a  donné  une  direction  géocentrique  définie  par  sa 
longitude  X  et  sa  latitude  p.  Cette  direction  perce  le  plan 
de  l'orbite  d'une  autre  planète  d'éléments  connus  en  un 
point  P. 

On  voudrait  savoir  si  l'obser^'ation  faite  se  rapporte  à 
la  planète  d'éléments  connus  : 

i"  Démontrer  qu'il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

q  cos^^  E  R  sin  y 

C0S2-|(/A  —  Tv-r-  £)    ""       Sinj 

1°  Donner  les  formules  cpii  serviront  à  calculer  effec- 
tivement les  angles  u,  z  et  y  en  fonction  des  données  1  et  f» 
et  des  éléments  de  la  planète  connue. 

Dans  ces  expressions,  on  a  désigné  par 

T.  la  longitude  du  périhélie  de  l'orbite  connue; 

£l  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  connue; 

q  la  distance  du  périhélie  de  l'orbite  connue; 

u  l'argument  de  la  latitude,  sur  l'orbite  connue  du  /(tjon 
vecteur  qui  joint  le  Soleil  au  point  P: 

E  l'anomalie  excentrique  du  même  rayon,  vecteur; 

W  le  rayon  vecteur  de  la  Terre  à  Véptxjue  de  l'observa- 
tion ; 

z  et  ■/  respectivement,  l'angle  en  P  et  le  supplément  de 
l'angle  à  la  Terre  dans  le  tri(in,::lc  ayant  jiour  sommets 
le  Soleil,  la  Terre  et  le  point  P. 

EpiilM  VK    l'iiSTiori:.    —    W  après   Lidande.    les  coordonnées 


(  3;.   ) 

niojeniies  de  l'étoile  y.  Boinner  étaient  en  1800.0  : 

Ascension  droile a  =  i4''G"'3i',îo 

Distance  polaire /j  =  Gg^jG' la",  3 

On  demande  les  coordonnées  moyennes  de  cette  étoile 
en  igoo,o. 

Solution. 

On  a,  d'après  Struve,  pour  i85o,o  : 

En  temps.  En  arc. 

/?i 3%  07230  n -20",  o65o 

m  et  n  désignant  les  constantes  des  formules  de  précession. 

(Novembre  1901.) 

Montpellier. 

Epreuve  écuite.  —  I.  Etablir  la  relation  qui  lie  l'ano- 
malie excentrique  u  à  l'anomalie  moyenne  p  dans  le 
mouvement  elliptique.  Résoudre  l'équation  obtenue,  ou 
équation  de  Kepler.  Exprimer  u  en  fonction  de  p  et  de 
l'excentricité  e. 

H.  De  l'interpolation.  But  et  moyens.  Formule  de 
Newton  et  formules  usuelles  c/ui  en  dérivent. 

Épreuve  pratique.  —    On  détermine  la  hauteur 
h  =  42°  21 '36",  5 

de  l'étoile  Aldébaran  à  7''28'"35%o  en  temps  sidéral. 
Les  coordonnées  équatoriales  d' Aldébaran  étant 

yR  =  4"29'"  iG%20,         (©  =  +  16°  16'  52",  8. 

On  deniçnde  :  1"  de  calculer  la  latitude  du  lieu  d'obser- 
vation; :>."  l'erreur  qu'affecte  la  latitude  si  l'erreur  de  la 
tlétermination  de  l 'an^le  horaire  =  -f-  r,o  et  si  oh  =  +  j",  o. 

(Juillet  1901.) 


(  372  ) 

Grenoble. 

Composition.  —  Théorème  de  Legendre.  Résolution  d'un 
triangle  géodésique.  Mesure  d'un  arc  de  méridien  et 
détermination  de  l'amplitude  de  l'arc  mesuré. 

EpRKiVE  PRATIQUE.  —  Détermination  de  la  latitude  À 
d'un  lieu  à  l'aide  du  temps  T  qui  s'est  écoulé  entre  le 
lever  et  le  coucher  cV une  étoile  de  déclinaison  CÔ.  Calcul 
de  l'azimut  A  du  coucher  de  cette  étoile. 

Influence  sur  la  latitude  k  et  sur  l'azimut  A  d'une 
erreur  z  dans  l'évaluation  de  la  durée  T. 

Application  numérique  : 

T  =;    9*"  io™3o*, 97  sidérales.         £=±:i% 

Cô  =  i9''4'J'o",8.  (Juillet  1901.) 

Lille. 

Épreuve  écrite.  —  I.   Théorie  des  éclipses  de  Lune. 

II.  On  considère  un  point  P  qui  décrit  une  ellipse  sui- 
vant la  loi  de  Kepler.  Calculer,  en  fonction  de  l'anomalie 
vraie,  les  projections  de  la  vitesse  de  P  sur  les  deux  axes 
de  l'ellipse. 

Vérifier,  à  l'aide  de  ces  expressions,  la  signification  des 
constantes  qui  fÏA'urent  dans  les  intégrales  du  mouvement 
et  montrer  que  l'hodographe  est  une  circonférence. 

Exprimer  les  mêmes  projections  en  fonction  de  l'ano- 
malie excentrique  de  P;  en  déduire  la  trajectoire  de  l'ex- 
trémité d'un  segment  dont  l'origine  est  fixe,  la  direction 

parallèle  à  la  vitesse  V  du  point   V .  et  la   longueur  -V; 
•'  a 

r  désigne  le  rayon  vecteur  de  P  issu  du  foyer,  a  le  demi- 

Lirand  are  de  l'ellipse  que  décrit  ce  point. 

l->pRi;uvE  PRATIQUE. —  Calculer  l'heure  sidérale  à  laquelle 
r  étoile  7.  Aigle  passe  dans  le  premier  vertical  de  Lille 
{c'est-à-dire  dans  le  vertical  perpendiculaire  au  méri- 
dien),  et    ht   distance   zénithale   de   l' étoile   a   cet   instant. 


(  ••^73  ) 

Coordonnées  de  l'étoile  : 

Ascension  droite i9"45'"54',  20 

Déclinaison  boréale 8°36'i5",o 

Latitude  de  Lille  :  5o''38'.'l  }"•  (Juillet  igoi.) 

Épreuve  théoriqce.  —  Résolution  de  V équation  de  l'iépler ; 
méthode  des  approximations  successives  ;  développements  en 
série. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  V ascension  droite  et  la 
déclinaison  d'un  astre  situé  sur  l'écliptique  et  ayant  pour 
longitude  i'' •2  5'"  30^,6. 

Inclinaison  de  l'écliptique  sur  l'équateur  :  '.'.'y'-2~'S",o'i. 

(Novembre  1901.) 


CO^COUIIS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  \ORMALE  SIPEKIEIDE 
M  1903. 


On  considère  deux  surfaces  du  second  ordre  (P),  (Q)  défi- 
nies en  coordonnées  rectangulaires  j)ar  les  équations 

(P)  J-2—  Cr  — «2  =  0, 

(Q)  2y'^  —  X- — zx  —  ay=o, 

où  a  désigne  une  constante.  Soit  (G)  la  courbe  d'intersection 
de  ces  deux  surfaces. 

I.  Former  les  équations  des  projections  orthogonales  de 
cette  courbe  (G)  sur  le  plan  des  xy  et  sur  le  plan  des  zx. 
Gonstruire  ces  courbes. 

II.  Considérant,  en  particulier,  la  projection  de  (G)  sur  le 
plan  des  zx,  on  déterminera  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x, 
la  branche  supérieure  de  la  coiirlx;  et  les  droites  qui,  dans  ce 
pian,  ont  |)nur  éipiations 

X  -=  a,         X  —  a  v/3. 


(  3:4  ) 

m.  Soit  M  un  point  de  (C);  par  ce  point  passent  deux 
génératrices  rectilignes  delà  surface  (P)  qui  rencontrent  la 
courbe  (C)  en  deux  points  !\Ii  et  ]M', ,  autres  que  M.  Quel  est 
le  lieu  (R)  de  la  droite  MiAl',  quand  le  point  M  décrit  la 
courbe  (G)?  De  quoi  se  composent  les  intersections  de  la  sur- 
face (R)  avec  chacune  des  surfaces  (P)  et  (Q)? 

I\  .  Par  le  point  Mj,  précédemment  défini,  passe  une  généra- 
trice de  (P),  autre  que  la  droite  M,  M;  soit  i\l2  le  point  d'inter- 
section, autre  que  Mj,  de  cette  génératrice  et  de  la  courbe  (G); 
par  le  point  M^  passe  une  génératrice  de  (P),  autre  que  la 
droite  M^lMi;  soit  IM3  le  point  d'intersection,  autre  que  INK, 
de  celte  génératrice  et  de  la  courbe  (G);  on  continue  de  la 
même  façon,  ....  Démontrer  que  la  ligne  polygonale  MM1M.2  ... 
se  ferme  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  ligne  polygonale 
obtenue  par  la  même  construction  en  remplaçant  simplement 
le  point  M,  par  le  point  M\. 


C0\C01US  GE^'ERAL  DE  iOO: 


Composition  de  Matliéinaticjues  spéciales. 

On  donne  une  sphère  2i  do  centre  P  et  un  paraboloïde   FI 
dont  l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 

^- li  X  —  h)  =  o, 


1 


p  —  <l 


h  = 

4 

Par  le  point  P  on  mène  un  plan  Q  perpendiculaire  à  une 
génératrice  recliligne  G  du  paraboloïde  11  et  rencontrant  cette 
droite  au  point  g.  Soit  F  le  cercle  situé  dans  le  plan  Q,  ayant 
pour  centre  le  point  g  et  coupant  à  angle  droit  la  sphère  2. 

1°  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  engendrée  par  le 
ceicle  r  rjuand  la  dioite  G  décrit  Ir  |)arab()loï(lc  II. 


(  37^^   ) 

2"  L'équation  de  coite  surface  est  de  la  forme 

+  A"z-'  4-  2  G^  -f-  -2  G' j  4-  2  G" -  ^  D  =  o, 

les  coefficients  A,  A',  A"  étant:  liés  par  une  relation. 

3"  Trouver  toutes  les  droites  qui  peuvent  être  placées  sur 
la  surface  S. 

4°  Montrer  que  la  surface  S  admet  div  familles  de  sections 
circulaires;  les  plans  des  cercles  dune  même  famille  se  coupent 
suivant  une  même  droite. 


AlillÉG\TIO\  DES  SCIEXCKS  MATIIEMATIOUES 
(COXCOIUS  M  1903). 


Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  deux  droites  fixes  D  et  D'  non  situées  dans  un 
même  plan,  un  point  (i\e  A  sur  D  et  un  i)oint  fixe  A'  sur  D'. 
Soient  (S)  une  sphère  dont  le  centre  est  situé  sur  D  et  qui 
passe  par  A,  (S')  une  sphère  dont  le  centre  est  situé  sur  D'  et 
qui  passe  i>ar  A'. 

i"  Montrer  qu'il  existe  deux  sphères  (S)  tangentes  à  une 
sphère  (S' j  supposée  donnée. 

■/■  Trouver  les  lieux  géométriques  des  points  de  contact  des 
sphères  (S)  et  (S'j,  lorsqu'elles  varient  tout  en  restant  tan- 
gentes. 

■]"  Soit  M  le  point  de  contact  d'une  sphère  (S)  avec  une 
sphère  (S).  Sur  la  ligne  des  centres  de  ces  deux  sphères  on 
porte,  à  partir  du  point  M,  une  longueur  constante  MM'=a. 
Trouver  le  lieu  du  point  M'  lorsque  les  deux  sjjhèrcs 
varieni . 

40  Sur  les  droites  1)  et  D'  on  porte,  à  partir  de  A  et  A',  res- 
pectivement, deux  longueurs  égales  AI'  et  A'I".  Trouver  le 
lieu  (lu  centre  d.;  la  spli.re  ï  tangenic  à  D  en  1'  et  à  D'  en  I", 
loi^ipie  I'  cl  V  décrivent  respectivement  D  et   D'. 


(  376  ) 

Mathématiques  spéciales. 

On  considère  une  droite  fixe  A  et  deux  droites  fixes  B  et  B' 
qui  rencontrent  A  mais  qui  ne  sont  pas  situées  dans  un  même 
plan. 

On  sait  que  si  l'on  considère  une  surface  du  second  ordre  S 
qui  passe  par  les  trois  droites  A,  B  et  B',  son  centre  G  est 
situé  dans  le  plan  P  parallèle  aux  deux  droites  B  et  B'etéqui- 
distant  de  ces  deux  droites. 

1°  Lorsque  le  centre  G  décrit  une  droite  dans  le  plan  P,  la 
surface  S  passe  par  une  quatrième .  droite  fixe  s'appuyant 
sur  B  et  B'. 

1°  Lorsque  le  point  G  décrit,  dans  le  plan  P,  une  courbe  (F) 
de  classe  /«,  la  surface  S  enveloppe  une  surface  réglées  d'ordre 
9./n  et,  par  chacune  des  trois  droites  A,  B  et  B',  il  passe  m 
nappes  de  celte  surface  Z. 

Montrer  que  la  surface  S  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  les 
deux  droites  B  et  B'  et  en  restant  tangente  à  un  cylindre  de 
classe  m  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  A.  Trouver 
l'équation  de  ce  cylindre. 

3"  Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  (F)  est  une  conique, 
la  surface  Z  est  du  quatrième  ordre  et  admet  la  droite  A 
comme  droite  double. 

Tout  plan  passant  par  A  coupe  alors  cette  surface  en  dehors 
de  A,  suivant  une  conique;  trouver  le  lieu  du  centre  de  cette 
conique. 

Que  deviennent  les  résultats  précédents,  lorsque  laconique  (F) 
est  tangente  soit  au  plan  déterminé  par  les  droites  A  et  B,  soit 
au  plan  déterminé  par  A  et  B',  soit  à  ces  deux  plans  à  la  fois? 

Nota.  —  Les  candidats  devront  traiter  le  problème  par  la 
Géométrie  analytique  :  il  leur  sera  tenu  compte  des  remarques 
géométriques. 

Composition  sur  r Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

On  considère,  avec  les  notations  de  Weierstrass,  la  f()nili(jn 

G  a-»  H 

z  i  it        <i  )  ::  \  u  —  l>  )  j  {  i(  -h  a  -h  (>  ) 
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où  G  est  une  constante  et  où  a  el  b  sont  les  alTixes  de  deux 
points  situés  dans  le  parallélogramme  des  périodes 

O ,       '2  to,       2  tu' ,       2  W  -i-  2  Oj' 

ou  sur  les  côtés  de  ce  parallélogramme  issus  du  point 
d'affixe  O. 

i"  Décomposer  cette  fonction  en  éléments  simples  et  exa- 
miner les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  suivant  les 
valeurs  de  a  et  b,  en  laissant  de  côté  les  déterminations  de  a 
et  b  pour  lesquelles  le  dénominateur  de  x  s'annulerait  en 
même  temps  que  u. 

2"  Exprimer,  dans  chacun  de  ces  cas,  la  fonction  x  en  fonc- 
tion rationnelle  de  pu  et  de  p' u. 

S'*  On  suppose  que  oj  et  -r-  sont  des  quantités  réelles  et  posi- 
tives, et  l'on  considère  en  particulier  la  fonction 

(jM-rï (I)' .  j  ( OJ  -I-  to'  )  a'-''  u 
^  i^^  — . ^ • 

3"  (  W  W  j  3*  (  «.    —  w'  j  0'  (_  «<   -H  OJ  H-  to'  j  ' 

on  désigne  de  plus  par  j'  la  tlérivée  de  cette  fonction  par  rap- 
port à  u.  Trouver  la  relation  algébrique  qui  existe  entre  x 
etjK,  construire  la  courbe  représentée  par  cette  équation,  et 
indiquer  dans  quels  intervalles  varie  u  lorsque  le  point  {x,  y) 
décrit  les  différentes  branches  de  cette  courbe.  Quels  sont  les 
points  multiples  de  cette  courbe? 

Mécaii iq  lie  ra t ioniielle . 

Une  sphère  solide  homogène  de  masse  /«  et  de  rayon  a  est 
mobile  autour  de  son  centre  0  supposé  (ixe.  Dans  la  spiière 
est  creusé  un  canal  rectiligne,  de  section  infiniment  petite, 
suivant  un  diamètre  DD';  deux  insectes  ayant  chacun  la 
même  masse  m  que  la  sphère  se  trouvent  dans  ce  canal  en  deux 
points  1  et  I'  symétri([ues  par  rapport  au  centre  O.  A  l'instant 
initial  /  =  o,  la  sphère  est  aninu'c  d'une  rotalion  ojq  autour 
d'un  axe  instantané  donné  cl,  à  partir  de  cet  instant,  les 
insectes  marchent  dans  le  canal,  suivant  une  loi  donnée,  en 
prenant  ap|)ui  sur  ses  parois  et  restant  toujours  symétriques 
|)ar  rapixjit  au  centre  O.  Trouver  le  monvcmenl  du  système, 
en  réduisant  les  insectes  à  des  iMiinl-  niali'iiel-. 


(  ^7<'^  ) 

On  prendra,  comme  axes  liés  à  la  splière,  un  axe  Oc  dirigé 
suivant  le  diamètie  DD'  et  deux  autres  diamètres  Ox  et  Ov 
formant  avec  O^  un  trièdre  trirectangle  ;  on  appellera /j,  q,  r 
les  composantes  de  la  rotation  instantanée  to  de  la  splière 
suivant  les  axes  Oxj-z;  enfin,  on  désignera  par  •:;  et — z  les 


cotes  des  deux  insectes,  en  suj)posant  que  z  est  une  fonction 
donnée  du  temps  z  r=Ji^t). 

On  traitera,  en  particulier,  les  questions  suivantes  : 

i"  Soit  O aie  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement 
de  tous  les  points  du  système  par  rapport  au  point  0;  étudier 
le  mouvement  du  point  a  dans  l'espace  absolu  et  par  rapport 
aux  axes  Oxyz. 

•j."  Montrer  que  p.  </,  /•  peuvent  être  exprimés  en  fonction 
de  t  par  des  quadratures. 

}"  Exprimer  ensuite  en  fonction  de  t  les  angles  d'Euler  0, 
o.  'i/,  en  choisissant  convenablement  les  axes  fixes. 

/j"  Etudier,  en  particulier,  le  cas  où  l'axe  de  la  rotation  ins- 
t  uitanée  initiale  de  la  sphère  est  dans  le  plan  xOy. 

■'}°  Achever  les  calculs  en  supposant  la  rotation  initiale 
quelconque,  mais  en  imaginant  (pie  la  loi  du  mouvement  des 

insectes  soit 

z  —  ag-'^', 


où  /i  est  une  constante  positive. 

Quel  est,   dans  cette  hypothèse,  le   mouvement  limite  vers 
Icinic!  lond  le  nioiivemeiil  du  s\slème? 
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1912. 

(1301,  p.   J02.) 

Étant  donnés  trois  points  fixes  Ai,  A2,  A3  et  trois  plans 
fixes  Pi,  P2,  P3,  trom-er  le  lieu  cV une  droite  G  telle  que  les 
projections  des  points  A,,  A2,  A3  sur  cette  droite  soient  res- 
pectivement dans  les  plans  Pi,  Po,  P»- 
''  [P.  Appell  (M-J 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Fontené. 

La  méthode  suivante  peut  donner  l'équation  tangentielle  tie 
la  surface,  débarrassée  du  facteur  étranger  à  l'ombilicale  ;  je 
montrerai  seulement  que  la  surface  est  de  neuvième  classe,  par 
suite  du  neuvième  ordre. 

Rapportons  la  figure  au  trièdre  des  plans  P,  et,  désignant 
par  a,  p,  7  les  cosinus  des  angles  dos  axes,  posons  pour  une 
direction  ( /,  /«,  n) 

L  =  l     -F  '{ni  -H  p/i, 
M  =-;/-*-  ni      —  an, 
N  =  p/  —  a/»   H-  «, 
Q  =  IL  -4- m  M  -r-  «N; 

soient  X,  Y,  Z  des  quantités  liées  à  x,  y,  z  comme  L,  M,  N  le 
sont  à  /,  n),  n.  Le  plan 

ax  -+-  by  -^  cz  —  d  =  o 
devant  contenir  une  droite  G,  définissons  cette  droite  en  cou- 


(I)  Cf.   buUclin  de  la  Sociclc  nuilkcnialifjue  de  France,   i()oo, 
p.   26'). 
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pant  le  plan  considéré  par  le  plan 

a  X  -h  vj'  ~  (V  z  =  o, 
et  posons 

(i)        bw  —  ce  =  /,         eu  —  aiv  =  m,         av    -  bu  =  n, 

l,  m,  n  étant  ainsi  les  coefficients  directeurs  de  la  droite  G. 

Cette  droite  coupe  le  plan  Pj  en  un  point  Mj  dont  les  coor- 
données sont  données  par  les  formules 

V  z  d 

w         —  V         l 

et  les  coefficients  directeurs  de  la  droite  AjMi  sont 
Ixi,     /j-,  —  dw,     /^i  -^  c/c, 

l'indice  i  se  rapportant  aux  coordonnées  du  point  Aj;  la  con- 
dition de  perpendicularilé  des  droites  AilMj  et  G  est 

hlxi  ^-  M(/j^i  —  dw)  -h  N(/;;i  -+  dv)  =  o 

ou 

l{Lxi^  Mjri  -H  \  ^  1  I  =  f/( M  IV  —  N  v), 

ou  encore 

On  a  de  même  les  conditions 

(3)  fn(lX.,  -4-  /«\%-H  /iZj  )  =  d{X  u  —  L  iv), 

(4)  «(/Xa—  mY.j-T-  «Z;,j  =  f/(Lc  —  Mm)- 

Il  faut  éliminer  /,  m,  n,  «,  i>,  w  entre  les  équations  hoino- 
i,^éncs  (i-4).  L'élimination  de  u,  t',  iv  donne  les  trois  équa- 
tions homogènes  en  /,  /«,  n 

(  J)  «/  -t-  b/ii  -h  en  =  o, 

\  aKlXi  -)-  /«  Y]  -t-  /iZ])  -i-  i/yM  ^X^,  +.  .  .  > 
(  G  )       ' 

(  +  (/((/Xg-h.  .  .  I  4-  </l>   =  o, 

(   /L(  /  Xi  H- //(  "S  1 -4- /<Zi  I  -t- /«  .M( /Xi  — .  .  .  I 

(  -I-    //  \(  /X3    :    .  ,  .  1  —  o; 
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on  ohlient  les  deux  dernières  en  ajoutant  les  équations  (2-4) 
multipliées  par  a,  b,  c  d'une  part,  par  L,  M,  N  d'autre  part. 
Quand  on  élimine  l,  m,  ?i,  pour  avoir  l'équation  tangentielle 
de  la  surface  en  coordonnées  a,  b,  c,  cl,  comme  les  équations 
sont  des  degrés  i,  2,  3  en  Z,  m,  n,  les  coefficients  de  l'équa- 
tion (5)  entrent  au  sixième  degré  dans  le  résultant,  ceux  de 
l'équation  (6)  y  entrent  au  troisième  degré,  et  la  relation 
entre  a,  b,  c,  d  est  du  neuvième  degré.  On  la  calculerait  assez 
facilement. 

La  relation  (6)  montre  que  le  cône  directeur  de  la  surface 
est  du  troisième  ordre  seulement;  le  plan  de  l'infini  contient 
donc  six  droites  G  :  a  priori  ce  sont  les  tangentes  à  l'ombili- 
cale aux  points  où  elle  est  coupée  par  la  trace  du  cône  direc- 
teur sur  le  plan  de  l'infini,  et  l'hypothèse  il(l,  ju,  n)  =  o 
introduite  dans  le  calcul  donne  bien  a,  b,  c  proportionnels 
à  L,  M,  N. 

Le  plan  de  l'infini  éiant  ainsi  un  plan  tangent  sextuple, 
l'équation  tangentielle  de  la  surface  renferme  d  au  troisième 
degré  seulement;  et,  en  effet,  la  seule  des  équations  (5-7) 
qui  contienne  d  est  l'équation  (Gj  dont  les  coefficients  entrent 
au  troisième  degré  dans  l'équation  tangentielle. 

Chaque  plan  P  contient  trois  droites  G,  que  l'on  obtient 
géométriquement  comme  tangentes  communes  à  trois  para- 
boles ;.  les  plans  P  sont  donc  des  plans  tangents  triples  et 
l'équation  tangentielle  de  la  surface  renferme  chacune  des 
quantités  a,  b,  c,  au  sixième  degré  seulement. 

1922. 

(1902,   p.  Olî-I 

Tou/  octaèdre  à  faces  Iriangiilaircs  dont  les  douze  arctex 
sont  lanffentes  à  une  quadrique,  a  ses  diagonales  concou- 
rantes, et,  réciproquement,  si  un  octaèdre  a  ses  diagonales 
concourantes,  ses  douze  arêtes  sont  tangentes  à  une  qua- 
drique. 

En  déduire  le  théorème  suivant  : 

«  Étant  données  deux  quadriques,  il  est  en  général  im- 
possible d'inscrire  à  l'une  un  octaèdre  dont  les  arêtes  sont 
t ((ni; entes  à  la  seconde;  si  la  construction  est  possible,  clic 
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l'est  d'une  infinité  de  manières,  et  l'octaèdre  dépend  alors 
d'un  paramètre.  » 

Il  y  a  exception  si  les  deux  quadriques  sont  inscrites 
l'une  à  l'autre  :  dans  ce  cas,  l'octaèdre^  quand  sa  construc- 
tion est  possible,  dépend  de  trois  paramètres. 

(  W.  BnicAui).  ) 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Fontenk. 

Après  avoir  rOsolu  {Nouvelles  Annales,  1899,  P-  J^)  '*^ 
problème  de  l'octaèdre  à  diagonales  concourantes  circon- 
scrit à  une  quadrique  et  inscrit  à  une  autre,  j'avais  posé 
la  question  de  l'octaèdre  inscrit  à  une  quadrique  et  dont 
les  arêtes  sont  tangentes  à  une  autre.  M.  Bricard  obtient  la 
réponse  à  cette  question  en  posant  d'abord  un  fait  fon- 
da inent  al. 

1.  Soient  AA',  BB',  ce,  les  diagonales  d'un  octaèdre  cir- 
conscrit à  une  quadrique.  La  quadrique  étant  tangente  aux 
cotés  des  deux  triangles  CAB,  C'AB,  si  les  points  de  contact 
sont  Y,  ît?  P'  ^\  ^i  ,  les  deux  droites  a^  eta'p'  rencontrent  AB  en 
un  même  point  qui  est  le  conjugué  de  y  pa'"  rapport  à  A  et  B  ; 
les  deux  droites  aa'  et  ^^'  sont  donc  dans  un  mêm.e  plan  et  ren- 
contrent par  suite  la  diagonale  GC  en  même  point.  Les  cordes 
de  contact  pour  les  quatre  couples  de  tangentes  (AC,  AC), 
(BGjBC),  (A'G,A'G'),  (B'C,B'G')  rencontrent  donc  en  un 
même  point  la  diagonale  GG';  les  points  A,  B,  A',  H'  sont  dès 
lors  dans  un  même  plan  qui  est  le  plan  polaire  du  point  consi- 
déré, et  les  diagonales  AA',  BB'  se  rencontrent.  Donc...  La 
léciproque  est  évidente,  un  octaèdre  à  diagonales  concourantes 
pouvant  être  transformé  par  homographie  en  un  octaèdre 
régulier. 

.Si  l'on  se  donne  G  et  G',  les  deux  cônes  de  sommets  G  et  G' 
circonscrits  à  la  quadrique  se  coupent  suivant  deux  coniques. 
Les  quatre  |)oints  A,  B,  A',  B'  sont  sur  une  même  de  ces  deux 
conit|nes;  les  deux  points  G  et  G'  doivent  être  tels  qu'il  existe 
des  contours  quadrangulaires  inscrits  à  l'une  des  ficnx  coniques 
et  circonscrits  à  la  <eclion  de  la  f|Madri(|ue  piii  le  plan  de  cet  te 
conifiur. 
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2.  Considérons  alors  un  octaèdre  inscrit  à  une  quadrique  S' 
et  dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  une  quadrique  S;  soit  I  le 
point  de  concours  des  diagonales.  Le  contour  quadrangu- 
laire  ABA'IV  étant  inscrit  à  la  section  a'  de  la  quadrique  S' 
par  un  plan,  et  circonscrit  à  la  section  a  de  la  quadiique  S  par 
ce  même  plan,  le  point  I  est  un  sommet  du  triangle  conjugué 
commun  aux  deux  coniques;  de  même....;  le  point  I  est  donc 
un  sommet  du  tétraèdre  conjugué  commun  aux  deux  qua- 
driques. 

Le  problème  est  réduit  à  obtenir  un  Irièdre  lA,  IB,  IC, 
tel  que  le  plan  de  chaque  face  coupe  S'  et  S  suivant  deux 
coniques  a'  et  a  admettant  des  contours  quadrangulaires  de 
I*oncelet,  tel  en  outre  que  les  arêtes  lA  et  IB,  par  exemple, 
portent  les  diagonales  du  contour  situé  dans  leur  plan. 

Les  deux  quadriques  étant  rapportées  au  tétraèdre  conjugué 
commun,  et  leurs  équations  étant 


(S) 
(S') 


ax- 
a'  x' 


b'y- 


. .  =  o. 


les  plans  ux -^  vy -^  w z  =^  o  qui  les  coupent  suivant  deux 
coniques  ayant  la  propriété  indiquée  sont  les  plans  tangents 
au  cùne 


(^) 


■  b' cd  -+-  c'  hd  —  d'bc  )  u- 


Le  triédre  lA,  IB,  IG  doit  être  circonscrit  au   cône  et  con- 
jugué au  cône 


(S') 


ax-  -h-  hy-  -I-  C5-  =  o  ; 


l'invariant  0  de  ces  deux  cônes  doit  donc  être  nul,  ce  qui  donne 
la  condition 

«'        h'        c'        3  d' 


1  d 


=  o; 


par  suite,  les  racines  du  disciiminaul  de  la  forme  X  S  -f-  S'=  o 
doivent  vérifier  la  condition 


(i)  X  ■^-X'-l-),"■ 

ce  qui  démontre  le  théorème. 


A'  .-(), 


(  m  ) 

L'équalion  (S  )  se  réduit  à  une  identité  si  l'on  a 

ci        h'        c  a'        d' 

abc  ad 

c'est-à-dire  si  les  deux  quadriques  sont  inscrites  l'une  à  l'autre 
et  vérifient  la  condition  (i);  le  trièdre  est  alors  astreint  seu- 
lement à  rester  conjugué  au  cône  2'.  On  peut  prendre  deux 
splièi'es  concentriques,  de  rayons  R  et  R  sj-i. 


OlIESTIOAS. 


1^  i97o.  D'un  point  !*  du  plan  d'une  parabole  on  abaisse  les 
trois  normales  à  la  courbe  dont  les  pieds  sont  A,  B,  C.  Par 
chacun  des  pieds  A,  B,  G  on  mène  la  droite  symétrique  res- 
pectivement de  PA,  PB,  PC  par  rapport  à  la  direction  de 
l'axe  de  la  parabole.  Démontrer  que  ces  trois  droites  con- 
courent en  un  point  P' et  que  la  projection  de  la  distance  PP' 
sur  l'axe  est  constante.  (E.-N.  Barisien.) 

^1976.  I  et  O  sont  les  centres  des  cercles  inscrit  et  circon- 
scrit au  triangle  ABC.  On  projette  sur  10  les  points  de  contact 
du  cercle  I  et  des  côtés  du  triangle  :  la  somme  algébrique  des 
rayons  projetants  est  nulle.  (G.  Fleuri.) 


ERRATA. 


l'af,'e  229,  lipne  7  en  remontant  :  ;•-  doit  être  mis  on  facteur  de 
l;i  dernière  IVaclion  do  la  ligne  précédente,  qui  se  serait  lermiiicc 
pai-  :  =  o. 
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[A3i] 

SIR  L'ÉQUATION  (^  + i)'- ^'-i  =  o; 

Par  m.  MIRIMANOFF. 


1.  On  connaît  la  dénionstralion  qu'Enler  a  donnée 
du  célèbre  tliéorènie  de  Fermât  relatif  à  la  congruence 

x'  —  X  ^^  o         (mod/), 

/  étant  un  nombre  premier. 

Elle  s'appuie  sur  ce  fait  que  dans  le  polynôme 

Y*{x)  =  {x  +  i)'  —  rr' —  I, 

tous  les  coefficients  sont  divisibles  par  /,  et  que,  par 
conséquent,  on  a  identiquement 

(a^-î-i)' — (x-fri)^sx' — X         (modl). 

On  rencontre  le  polynôme  P(jc)  dans  l'étude  de 
questions  moins  élémentaires. 

Considérons,  par  exemple,  le  quotient 

a' —  a 

Si  a  est  entier,  q  est  entier.  On  peut  se  proposer  de 
calculer  le  reste  d(;  <7(mod/).  Le  polynôme  P(x)  joue 
un  rôle  important  dans  la  solution  de  ce  problème  ('). 

On  le  rencontre  encore  dans  réliide  de  la  fameuse 
équation  de  Fermât 


(')  p.  lÎAciiMANN,  Niedere  Zahlcnlheorie,  t.  I,  p.  iGi  {Teubner's 
Saitimlung  von  I.elirbucliern). 

Ami.  de  Matkcniat.,  4°  série,  t.  lll.  (ScpU-mltrc  njii.î.)        23 
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Dans  ces  problèmes,  on  envisage  tantôt  le  polynôme 
même,  tantôt  la  congruence  identique  P(x)  ^  o,  tantôt 


la  congruence 


— - —  ^  O  {  niod  /). 


Le  polynôme  et  la  congruence  possèdent  des  pro- 
priétés curieuses  qui  sont  étroitement  liées  à  celles  de 
l'équation 

(I)  P(:r)=o. 

Peut-être  y  aurait-il  quelque  intérêt  à  faire  une  étude 
directe  de  cette  équation.  Essayons  d'en  établir  les  pro- 
priétés les  plus  caractéristiques. 

2.   Supposons  />-  3.  Obsei-vons  d'abord  que  le  poly- 
nôme P(^)  s'annule  pour  o:  :^  o  et  pour  x  =  —  i . 
IJ'autre  part,  l'équalion 


n'a  qu'une  seule  racine  réelle,  x  =^  —  -• 

Par  conséquent,  l'équation  P(^)  ^  o  a  deux  racines 
réelles  et  l  —  3  racines  imaginaires. 

L'équation  (i)  a-t-elle  des  racines  multiples? 

Toute  racine  multiple  annule  la  dérivée  P'(a:),  elle 

est  racine  de 

(x  -\-  i).r'-'  —  t' —  I  =  o 

ou  de 

.7/-1  — 1  =  0 

et  de 

{x  -t-  i  j'-'  —  1  =  0. 

Par  consécjuent,  x  et  x  -\-  \  sont  figurées  par  deux 
points  situés  sur  la  circonlerence  de  rayon  i  dont  le 
centre  est  à  l'origine,  et  l'on  voit  (jue  les  racines  mul- 
tiples de  (i)  sont  racines  de  x-  4-  x  -f-  i  =  o. 
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D'autre  part,  elles  annulent  x'~'  —  i,  d'où  l'on  con- 
clut que  /  —  I  doit  être  divisible  par  3. 

Mais  le  polynôme  P(jc)  est  divisible  par  a:-  +  x  -h  i 
pour  tout  /  >>  3. 

Si  donc  / —  I  est  divisible  par  3,  l'équation  (i)  a  deux 
racines  doubles,  P(x)  est  divisible  par 

Si,  au  contraire,  /  —  i  n'est  pas  divisible  par  3,  l'équa- 
tion (i)  n'a  pas  de  racines  multiples,  P(:r)  est  divisible 
par 

3.  Divisons  l'équation  (i)  par  /;  elle  deviendra 

l  a-'-i  -t-  ■ x'-^  H '■ — x'-^  -t- . . . 

I  1.2  1.2.3 

(3) 

f  -\ X^-h  X  =  o. 

\  1.2 

C'est  une  équation  réciproque. 

D'autre  part,  le  polynôme  P(x)  ne  varie  pas  lors- 
qu'on remplacer:  par  —  i  —  x.  Soit  aune  racine  de  (i). 
Il  résulte  de  la  remarque  que  nous  venons  de  faire  que 
l'équation  (i)  admet  aussi  les  racines 


Mais  ces  racines  ne  sont  pas  nécessairement  distinctes. 
Elles  se  réduisent  à  deux  : 
1°  Lorsque  a  est  égal  à  o  ou  à  —  15 
2°  Lorsque  a  est  racine  de  x-  -\-  x  -{-  i  =  o. 
Elles  se  réduisent  à  trois  : 

3"  Lorsque  a  est  égal  à  l'un  des  trois  nombres  sui- 
vants :  I,  —  2,  

2 

Dans  tous  les  autres  cas  les  six  racines  sont  distinctes. 
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Mais  le  troisième  cas  ne  peut  pas  se  présenter.  D'autn; 
part,    P(.a^)    est    toujours    divisible,    pour    />>3,    par 

x(x-i-i)  et  X- +  X -h  ^  ■ 
Si  donc  on  pose 

I  V(x) 


E{x) 


l  t{x  -T-  i){x'- 


l'exposant  £  étant  égal  à  i ,  lorsque  / —  i  ^  o  (inod3), 
et  à  2,  lorsque  /  —  i  ^  o  (mod3),  l'équation 

(4)  E(a-)  =  o 

n'a  que  des  racines  imaginaires  inégales  qui  peuvent 
être  divisées  en  groupes  comprenant  chacun  six  racines. 

Soit  A  le  nombre  des  groupes  ^  le  degré  de  (4)  est 
égal  à  6k. 

Si  /  —  I  ^  o  ( mod  3  ) , 

^-  ^r 

Si  /  —  I  ^  o  (  mod  3  ) , 


A  chaque  groupe  de  six  racines  correspond  un  poly- 
nôme du  sixième  degré  ei{x)  et  l'on  peut  écrire 

E(r)  =  ei(x)  eî(.T). .  .e/,{T). 

4.   Dans  l'équation  (i),  posons  x  =  —  z,  elle  devient 

(—z  -f-iV-f-  z'—  I  =  o. 

Le  premier  membre  ne  varie  pas  lorsqu'on  rem- 
place z  par  I  —  z;  de  plus,  l'équation  est  réciproque. 
Si  donc  elle  est  vérifiée  en  posant  z  =  a,  elle  admet 
aussi  les  racines 
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Posons  7.  =  A-(to),  A"  étant  le  module  d'une  intégrale 
elliptique,  w  le  rapport  des  périodes. 

Les  six  racines  du  groupe  sont  respectivement  égales  à 

A'(a))  étant  le  module  complémentaire. 

Ce  sont  les  six  valeurs  du  carré  du  module  qui  se 
déduisent  de  A"-(co)  par  les  transformations  du  premier 
degré. 

On  voit  que  la  théorie  de  l'équation  (i)  peut  être 
rattachée  à  celle  des  fonctions  elliptiques. 

Nous  nous  bornerons  à  cette  remarque. 

o.  Reprenons  l'équation  E(x):=o.  Le  coefficient  de 
son  premier  terme  étant  égal  à  l'unité,  ses  racines  sont 
des  nombres  algébriques  entiers  et  même  des  unités 
complexes,  puisque  le  dernier  terme  de  E(a:)  est  aussi 
égal  à   i . 

Il  en  résulte  que  les  coefficients  des  polynômes  e/(x) 
sont  des  nombres  algébriques  entiers.  Je  montrerai  qu'ils 
sont  tous  réels.  Pour  que  les  coefficients  d'un  poly- 
nôme ei{x)  soient  réels,  il  faut  et  il  suffit  que  les  racines 
de  ei(x)  =  o  forment  trois  couples  de  racines  imagi- 
naires conjuguées. 

Ou  en  déduit  la  condition  suivante  : 

Les  racines  de  run  des  couples  ont  V unité  pour 
module. 

Reprenons  l'équation 

P(:r-)  =  o- 

Posons 

X  =.  cos  Ci  -H  /.  si  11  Ci. 
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A  chaque  valeur  réelle  de  cp  correspond  une  racine  de 
module  i .  Le  nombre  des  couples  de  modale  i  est  égal 
à  celui  des  racines  z>  comprises  entre  o  et  ti. 

Mais  l'équation  P(x)  =  o  devient 

■2'-^    eus  -  )   =  cos  — ^ 

V  2/  JL 

OU 

2'-^  (cos  w)'  =  cos  iio, 


en  posant 


-  =  a>. 

'2 


dérons  les  courbe 


(a)  j' =  2''^'(co&a>)', 

(6)  y  =^  cos/w, 

(0  étant  l'abscisse  et  j^  l'ordonnée. 

Les  deux  courbes  passent  par  les  points  00=7,-» 
y  ^=  ~  tii  w=  ^7  j=  o.  Considérons  la  partie  du  plan 
comprise  entre  les  parallèles  10=  ^  et  to=  — • 

Lorsque  l'abscisse  co  croit  de  ^  à  ->  la  courbe  (a)  se 

rapproche  de  plus   en  plus  de  l'axe  des  w,   tandis  que 

l'ordonnée  de   (Z>)    oscille  entre  +1   et   — i  (elle  a  — 

pour  période).  On  en  déduit  facilement  que  le  nombre 

des  points  d'intersection  distincts  situés  à  l'intérieur  du 
domaine  considéié  est  égal  à  J\  -\-  u,  k  étant  le  nombre 
des  [)olynomes  e/(a:).  Mais  hîs  points  extrêmes  corres- 
pondent aux  racines  de  x  -f-  i  =  o  et  de  o:-  +  x  +  •  =  o. 
On  doit  les  écarter. 

11  en  résulte  (|ue  chacune  des  écpiations  e/(a.)  =  o 
admet  un   roupie;  de  racines  de    moduh;  1  .   On   voit  en 
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nièiue  temps  qu'il  csl  inutile  de  considérer  l'intervalle 

compris  entre  o  et  -^j  puisque  le  nombre  des  points  d'in- 
tersection situés  entre  les  parallèles    o)  =  o  et   oi  =  — 

ne  saurait  être  supérieur  à  Â -h  2.  Le  théorème  est 
démontré. 

Considérons  l'une  des  équations  ei'(x)  =  o.  Soit 

Xi  =  cosoj-f-  i  sin  t^,- 

celle  de  ses  racines  de  module  i  (|ui  est  située  dans  la 
partie    supérieure    du    plan.    D'après   ce   qui    précède, 

l'argument  cpj  est  compris  entre  -rr- et  tc.  Rangeons  les 
racines  a,  dans  l'ordre  des  arguments  croissants.  A  cha- 
cune des  racines  a,-  correspond  un  polynôme  déter- 
miné ei{x). 

Les  racines  a/  sont  situées  sur  la  circonférence  do 
rayon  i  dont  le  centre  est  à  l'origine.  On  pourra  les 
construire  à  l'aide  des  deux  courbes  (<?)  et  (b). 

Mais  chacune  des  équations  ei(x)  =  o  admet  six 
racines  imaginaires  qui  s'expriment  très  simplement  en 
fonction    de  a/.    Soient    a'    la    racine >    aj    la 

'  a,-  -H  I  ' 

a,  -1-  I 
racine  — ^• 

Menons  la  droite  D  représentée  par  l'équation 


Soit  D,  la  droite  passant  parle  point  a/ et  le  point  e'"'. 
Les  droites  I)  et  D,  se  coupent  au  point  ot.'- .  Le  point  aj 
est  le  symétri(|ue  de  a;  par  rapport  à  la  droite  D. 

Les  tiois  autres  racines  du  groupe  sont  les  conjuguées 
imaginaires  d(;  a^,  a|  et  aj . 

On  voit  ({u'il  est  facile,  à  l'aide  des  courbes  (d)  et  (/>), 
de  construire  les  6k  racines  de  l'éijualion  E(.r)  =  o. 
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6.    Quelle  est  la  forme  des  polynômes  e,(a:)? 

Ces  polynômes  appartiennent  à  la  catégorie  des  poly- 
nômes du  sixième  degré  qui  possèdent  les  propriétés 
suivantes  : 

1°  Les  termes  équidistants  des  extrêmes  ont  les  mêmes 
coefficients  ; 

2°  Le  coefficient  du  premier  terme  est  égal  à  i  ; 

3°  Le  polynôme  ne  varie  pas  lorsqu'on  remplace  x 
par  —  I  —  X. 

On  constate  facilement  que  ces  polynômes  sont  de  la 
forme 

x^-^  3a"5-!-  tx'*-\-  {it  —  5)x3-f-  tx'^-^  3a-  -h  I, 

t  étant  un  paramètre. 

A  chacun  des  polynômes  e/(a:)  correspond  une  valeur 
déterminée  /,  du  paramètre  t. 

Nous  savons  que  tt  est  un  nombre  algébrique  entier 
réel;  ti  est  lié  à  une  racine  quelconque  x  de  ei{x)  =  o 
par  la  relation 

(x^-\-  X  -^  \)^ 


(5)  ^,-6=- 


x-{x  -\-  ly'   ' 


et,  pour  X  =  OLi, 

(6)  ^,-6=- ^ 

'\  COS-  -^ 
1 

Oi  étant  l'argument  de  a/. 

Si,  dans  l'équation  ei{x)  =  o,  on  pose  x  =  —  A-(to), 
comme  dans  le  n°  4,  on  trouve 

ir-,   et    •/t   étant   les    invariants   de   ^Veierslrass   et   I(oj) 
l'invariant  de  Klein. 


(  >%'^  ) 

Supposons  que  / — i  ne  soil  pas  divisible  par  3  et  soit  a 
une  laeine  de  x- -{-  a:  +  i  :=  o.  En  prenant  la  dérivée 

du  polynôme  — '  — >  on  trouve,  pourx=  a, 

i  dP  ,  „      , 

l   clx 
or, 

On  en  conelut 

(8)  (?,-6)(«2-6)...(0.-6)  =  i; 

ti —  6  est  dans  ce  cas  une  unité  complexe. 

Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  /  —  i  ^  o  (mod3). 
On  a  alors 

(8')  (^,-^^)(^-^.)...(//,-6)=.^^. 

On  trouve  de  môme  que  dans  le  premier  cas 

et  dans  le  second 

(9')  .,=  <^iJ»iil^*. 

Pour  former  l'équation  qui  a  pour  racines  f,,  ^o,  .  .  , 
^A,  on  peut  se  servir  de  la  méthode  classique  (jui  est 
exposée  dans  leTonuîII  du  Cours  iV Algèbre  supcricnre 
de  J.-A.  Seruet  (p.  544  ^^  ^a  5''  édit.). 

7.   Une  dernière  question  se  pose  : 

L'éçuatioti  E(x)  =  o  csl-elle  réductible  [dans  le 
domaine  des  nombres  entiers  ordinaires)! 

Soil  \)(^x)  un  diviseur  irréductible  d(î  E(x).  Les 
coedicient.s  de  D(.r)  étant  entiers  et,  i)ar  consécpieni, 
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réels,    si    l'équalioii    D(j^)  =  o    admet    une;    racine    Je 
e/(x)  =  o,  elle  admet  aussi  sa  conjuguée. 

Mais  les  racines  de  ei{x)  =  o  forment  trois  couples  : 

1°  Le  couple 


I 
et     — 


(couple  de  première  espèce)  ; 
2"  Le  couple 

I 


et 


(couple  de  deuxième  espèce)  ; 
3"  Le  couple 


et 


(couple  de  troisième  espèce). 

Supposons  que  l'équation  D(x)  =  o  admette  deux 
couples  de  racines  de  ei{x)  :=  o  ;  je  dis  qu'elle  les  admet 
tous  les  trois.  Supposons,  par  exemple,  qu'elle  admette 
les  couples  i°  et  2°.  Le  polynôme 

¥{x)  =  D( —  I  —  cr) 

s'annule  pour  x  =  y.[  .  F(.r)  admet  donc  toutes  les 
racines  de  D(x)  =  o.  Par  conséquent, 

F  (a,-)  =  o, 

d'où 

D(-i-a,)  =  o, 

et  l'on  voit  que  D(.r)  =  o  admet  les  racines  de  troi- 
sième espèce.  Les  autres  cas  se  traitent  de  la  même 
manière. 

Ilesie  à  voir  si  le  nombre  des  conples  communs 
à  \)(x)  =  u  et  à  Cii.r)  =  o  peut  être  égal  à  i . 

Tonte;  raiine  de  I){,r)=o  vérilie  l'une  des  A   é(|ua- 
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lions  c/(x)=o.  Soient  e/^(^)  =  o,  <?,\,(\r)  =  (),  ..., 
e,-^(x)  =  o  celles  d'entre  elles  qui  eut  des  racines  com- 
munes avec  D(\r)  =  u,  Je  dis  que  chacune  de  ces 
771  équations  fournit  à  D(x)  =  o  un  même  nombre  de 
couples.  Si  donc  D(.x)  n'était  pas  égal  au  produit 

T.{x)  =  ei,(>)  CiJx). .  .e;„,(.r), 

le  nombre  des  couples  fournis  par  chacune  des  m  équa- 
tions serait  égal  à  i.  De  plus,  ces  m  couples  appartien- 
draient tous  à  la  même  espèce  (la  démonstration  est 
exactemeiit  semblable  à  celle  que  nous  avons  indiquée 
au  commencement  de  ce  Paragraphe). 

Le  polynôme  11  (^)  se  décomposerait  en  un  produit 
de  trois  facteurs  irréductibles  tels  que  D(a:),  correspon- 
dant aux  couples  de  première,  de  deuxième  et  de  troi- 
sième espèce. 

Considérons  celui  de  ces  facteurs  dont  les  racines  sont 
toutes  de  première  espèce.  iNous  nous  appuierons  sur 
le  théorème  suivant  : 

fjfie  unité  complexe  de  module  i  dont  toutes  les 
conjuguées  ont  l' unité  pour  module  est  une  racine  de 
V unité  ('). 

En  vertu  de  ce  théorème,  les  racines  de  notre  facteur 
sont  des  racines  de  l'unité. 

D'autre  part,  aucune  des  racines  de  E(ji:)  =  o  n'est 
une  racine  de  l'unité.  On  en  conclut  que  tout  diviseur 
irréductible  de  Y.[x)  est  égal  au  produit  d'un  certain 
nombre  de  polynômes  e/(\r). 

Si  donc  E(.r)  se  décompose  en  facteurs,  l'équation 
en  t  est  réductible. 


(')   KiiONKiiKKii,  Journal  fiir  die  icinc  ii/id  (iiigCiVandtc  Malhc- 
inati/,.  t.  I.IIl. 
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Tout  porte  à  penser  que  l'équation  en  t  [et,  par  suite, 
l'équation  E(a:)  =  o]  est  irréductible  dans  le  domaine 
des  nombres  entiers. 

8.   Exemples.  —  Suit  /  =:  i  i  : 

la  formule  (8)  donne 

^  —  (1  =  1, 

d'où 

\i{x)  =  a7fi -h  3 r5 -f-  7^'^-i-9.r3-H  -; x"- +  ix  +  i 

(le  coeflicient  de  x^  ^='iL  —  5). 

L'équation  Yj{x)  ^  o  est  irréductible. 
Soit  maintenant  /=  i3  : 

'      ^    ' ^xix-h\){x^^x^\y^\L{x). 

i3 

La  formule  (8')  donne 

d'où 

E  (  ,r  )  =  .r*^  +  3  J"5  _^  8  .r '►  -t-  1 1  J"^  +  8  j^-  -t-  3  x  -r- 1  ', 

l'équation  E(^)  =  o  est  irréductible. 
Soit  tînfin  /  =  l 'j  : 


¥Ax)  =  ei{x)e.{x). 
Les  formules  (8)  et  (9)  donnent 


{1^  —  1')^.— h)  =  I, 


L'é(juation  E(x)  =  «'  est  irréductible. 
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P.  S.  —  Je  viens  d'apprendre  que  M.  Bendz,  à  Upsal, 
s'est  occupé  du  même  sujet.  Dans  un  opuscule  intitulé  : 
Ojvev  diophantisha  ekvatioiien  x" -j- j'"  =:  z"  (Upsala, 
Lindequistska  bokliandeln,  1902),  le  géomètre  suédois 
établit  une  partie  des  résultats  que  je  fais  connaître 
dans   cette  Note.   Comme    moi,   il   considère   les  deux 

courbes _y  =  2'"'  (cos  -^  1   et  >'=  cos— ^j  mais  l'analogie 

ne  va  pas  plus  loin.  Je  tiens  à  signaler  à  l'attention  des 
lecteurs  des  Nouvelles  annales  le  travail  de  M.  Bendz. 


[L'6b] 

SlIR  LE  RAYO^  DE  COLHBURE  D'[]\E  COMOIIE; 

Par  m.  Paul-J.  SUCIIAR. 


1.   Soit 

(  1  )    y ( ^,  r )  =  A X' -t-  2 B xy  -f-  Cy- -\-  iD x  -\-  1  Ey  -+-  F  =  o 

l'équation  d'une  conique. 

Nous  allons  d'abord  montrer  que  le  discriminant  de 
la  conique  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(2) 


A  =  A/;2-2B/i/;,-t-c/;s 


où/"^,  J'y  sont  les  demi-dérivées  partielles  de  (1). 

En  efl'et,  si  h  est  le  Hessien  de  la  forme  (i)  rendniî 
homogène,  on  aura 

J  X-      Jjcy    J  jcz 

/;•..  f;^  /;. 

Jlr       .Hy      fh 


?.3 


ou  encore,  en  ayant  égard  an  lliéori'nK'  bien  connu   sur 
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Jes  roiictions  1 

loniogèues, 

^f'x'.     yfly 

-^f^z 

/;^ 

Jxy      J  X 

xyz 

^fyx     yf'yt 
^f'zx      yf'zy 

^f'x 

I 

fzx 

fr-    fy 

fzy     fy 

ou  encore 

^fl-^       ^fxy 

^/.r 

fu 

fxy     fx 

xyz-^ 

yfyx  y  f'y'. 

^fzx      Zfzy 

y/y 

^f 

I 

fxy 
fx 

fr-    fy 

fy        o 

en  ayant  égard  à  la  relation 

^fx  -^yfy  ^-  -/c  =  O 

pour  les  points  de  la  conique.  Si  donc  nous  développons 
ce  dernier  déterminant  et  nous  faisons  z  =  i,  on  ob- 
tiendra l'expression  (2),  en  remarquant  que  l'on  a 

fl-.=^K      A  =  B,       f\  =  C. 


2.   On  sait  que  le  rayon  de  courbure,    en  un  point 
d'une  courbe  plane,  est  donné  par  la  formule 


h(::5)T 


et,  d'apiès  (i)  et  ('2),  on  a 


dx 


fy 


cpy 
dx"- 


d-y 
dx'^ 


A 

17' 


donc,  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique, 
exi)rinu';  en  fonction  des  coordonnées  du  point,  est  de  la 
foiine 


(3) 


?  =  ^if:^'^f?)'^ 


fx'.  f'y  ^'*"'   '*"^  d<'nii-(l('riv('('s  partielles  de  (1). 
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3.  Celte  dernière  expression  va  nous  perinellre  dv. 
déterminer  un  certaiu  nombre  d'expressions  difTérentes 
pour  le  rajon  de  courbure,  utiles  à  connaître. 

Soit,  en  effet,  a  l'angle  de  la  tangente  à  la  conique 
avec  une  droite  fixe,  que  l'on  prendra  pour  axe  des  x. 
Nous  aurons,  en  ayant  égard  à  (2),  la  suite  des  rap- 
ports 

/;-  _     fkfy   _  /:/ 


sinacosa        sin-a 


A  cos-a  -I-  'i  B  siii  a  cos  a 


Il  résulte  donc,  d'après  (3),  pour  le  rayon  de  cour- 
bure à  une  conique  en  fonction  de  l'angle  a,  l'expres- 
sion 

Aï 

(4)  ?  =  .. 


(  A  cos^a  -f-  2  B  sin  a  cosa  -t-  C  sin^a)- 

Cette  expression  devra  être  modifiée  s'il  s'agit  d'une 
parabole,  car  alors  l'expression  entre  parenthèses  est 
un  carré  parfait. 

4.  L'expression  qu'on  vient  de  trouver  pour  le  rayon 
de  courbure  n'appartient  qu'aux  coniques.  En  d'autres 
termes,  si  en  chaque  point  d'une  courbe  plane  le  rayon 
de  courbure  est  de  la  forme 

K 


(  A  cos-a  -(-  2 B  sin  oc  cosa  -f-  C  siii-a)- 

où  K,  A,  lî,  G  sont  des  constantes  et  a  l'angle  de  la 
tangente  à  la  courbe  avec  une  droite  fixe,  les  courbes 
correspondantes  sont  des  coniques. 

En  edet,  si  j>  est  la  distance  de  l'oiigine  des  axes  à  la 
tangente  en  un  uoint  de  la  courbe  cherclH-e,  le  rayon 
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de  courbui'e  est  donné  d'après  Euler  par  la  formule 


ch^ 


-h  p  =  p; 


ou  aura  donc  l'équalion  dilTérenlielle  des  courbes  (dier- 
cliées  en  coordonnées  tangenlielles 

dip  K 

-^-^P=  \ 1- 

(Acos^a-f-aHsinacosa-i-G  sin^a)^ 

Supposons  B-  —  AG^o,  on  remarque  alors   que  la 
fonction 

^  1 

(  A  cos^a -1-2B  sina  cosa -f- C  sin-a)^ 


AC  —  B2 


est  une  solution  particulière  de  l'équation  précédente; 
par  conséquent,  l'intégrale  générale  sera 


p  =z  a  cosa  -h  b  sin 
K 


AG  — B 


-  (  A  cos^a  -t-  2  B  sin  a  cosa  -+-  G  sin^a)"-, 


où  rt  et  ^  sont  des  constantes.  Nous  remarquons  que 
cette  fonction  n'est  autre  chose  que  la  condition  qui 
exprime  que  la  droite 


a?  sin  a  —  y  cos: 


est  tangente  à  la  courbe  cherchée.  Si,  au  lieu  des  coor- 
données p  et  a,  nous  introduisons  les  coordonnées  de 
droite,  comme  on  a  l'Iiabilude  en  posant 


sina  cosa 

=  M, =  t', 

P  P 


on  aura  alors 


(i  -h  av  —  bu  y-  =  —r-r-, --— -  (  A  1^2  _  .,  l>  iiv  ^Cu-), 

(AC—  B-j- 

rchition  algébricjue  et  du  second  ordre;  donc  les  courbes 
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cherchées  sont  des  coai(|ues.  Si  B- — AC  =  o,  on  rai- 
sonnera de  la  même  manière  sur  l'équation  modiliée. 

5.  Nous  allons  niainlenanl  démontrer  quelques  ihéo- 
l'èmes  sur  les  rayons  de  courbure  d'une  conique. 

TnÉORiiME  I.  —  Si  dans  le  plan  (lime  conif/uc  ou 
prend  un  point  et  l'on  considèi  e  la  polaire  de  ce  point 
par  rapport  à  la  conique,  le  rayon  de  courbure  en 
chaque  point  est  proportionnel  au  cuhe  de  la  dis- 
lance  à  la  polaire  et  inversement  proportionnel  au 
cube  de  la  distance  du  pôle  à  la  tangente  à  la  conique 
au  point  considéré. 

En  efret,  soient  /^,  Jyifi  les  demi-dérivées  partielles 
de  la  coni(jue  (i)  rendue  homogène.  ÎNous  aurons  la 
suite  des  rapports 

sina  cosa  p 

où  p  est  supposé  lié  à  y.  par  la  relation  qui  exprime  que 

la  d  loi  te 

X  sin'x  — j'  cosa  =  p 

est  tangente  à  la  coniipie  (  i  ) ',  enlin  a,  b  et  c  les  coor- 
données homogènes  d'un  point  du  plan.  JNoiis  aurons, 
d'rqirès  (3), 

(5)  ,  ^    '  (^/'.v+h/y-^c/'z)' 

'A  (asina  —  6  cosa  —  cp)' 

L'expression  entre  pai'cnllièses  du   numérateur  n'esl 

autre  chose  (pie  \v.  [jroduit  de  la  constante  (  f î^~ -\- f i^~  )' 
par  la  distance  d'un  point  de  la  coni(]ue  à  la  polaire 
donnée,  et  c(;lle  du  dénominateur  est  le  produit  de  c 
par  la  distance  du  point  donné  des  coordonnées  a,  A,  c 
a  la  tangente  à  la  coni(]ue  au  point  considéré.  .Nous 
Ann.  de  Mdtltcnidl.,  'i"  .S€iie,  l.   III.  (Se|iteml)r(;  'Do^)  '^^ 
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auro«5  doue,  en  tlésignaiil  [)ar  D  et  d  ces  dislaiices, 

<^'^  ^  = ^^ Uj  ' 

et  le  diéorèine  est  démon tié. 

Une  première  conséquence  est  le  lliéoième  suivant  : 

En  chaque  point  d'un  cercle,  le  rapport  ~j  est  con- 
stant. 

Remarquons    encore    que    si    le   point    («,  b,  c)    est 

(  /"  "  -4-  /"' "  ) - 

sur   la   conique,   le   coefficient  -^-^ — ~^ — •   de   (6)   est, 

d'après  (3),  le  rayon  de  courbure  eu  ce  point.  Il  s'en- 
suit alors  comme  conséquence  le  ihcorème  : 

En  deux  points  quelconques  d' nue  conique,  le  rap- 
port des  rayons  de  courbure  est  é^al  au  rapport  des 
cubes  des  longueurs  des  tangentes  en  ces  j)oints. 

6.  Théorème  II.  — En  chaque  point  d' une  conupue, 
le  rayon  de  courbure  est  im'erseuient  proportionnel 
au  cube  de  la  distance  de  son  centre  à  la  tangente  à  la 
conique  tu  point  considéré. 

En  effet,  reprenons  l'expression  du  rayon  de  cour- 
Iniie  sous  la  forme  (5)  et  siq)posons  (jue  le  point 
donné  («,  Z»,  c)  coïncide  avec  le  centr(î  de  la  conique,  la 
polaire  sera,  connue  on  sait,  rcjeléeà  l'inlini  et  le  numé- 
rateur de  cette  expression  se  réduit  à 

■A  cause  <Ie   la  condition  /,^=  <>,  // =  «•   î^i  donc  nous 
faisons  z  =-  i ,  n(Mis  aurons,  (mi  ayant  ('gard  à  (i), 

(l)a  -i-  M  h  -f-  Vc  )   ; 
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mais  cette  expression  n'est  autre  chose  que  A\  Ou  aura 


donc  iiualenient 

(7) 


A2 


et  le  théorème  est  démontré.  Ou  doit  remarquer  que  la 
troisième  coordonnée  c  dans  ce  cas  a  pour  expression  la 
caractéristique  AG  —  B-  de  la  conique. 

7.  Ce  théorème  nous  conduit  aisément  à  une  con- 
struction géométrique  du  centre  de  courbure.  Suppo- 
sons la  conique  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  et 
soient  a  et  b  les  demi-axes.  On  aura  alors 


et,  par  conséquent, 


a-b- 


Nous  avons  posé  /;  à  la  place  de  d. 

Soient  0M  =  /-  {fig.  i)  le  rayon  vecteur  d  un  point 


de  la  conique  et  /'  h;  (Icnii-dianièire  conjugué  A  la  dt- 
rcction  OrVl,  enfin  -^  Tanyh.  (h-  la  tangente  avec  le  ra^'on 
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vecteur.  Le  ihéorèine  d'Apollonius  nous  donne 
;v'  sin  "J  ;=  ab 

et,  comme  on  a  ji  =  /"sin'j,  on  aura  donc 

P  =  ■ — ' 
P 

il  résulte  de  là  la  construction  suivante.  Sur  la  tangente 
en  M  on  porie  iMR'=  /■',  on  mène  la  perpendicu- 
laire R'P=:/;,  on  joint  P  à  INI  et  Ton  mène  la  perpen- 
diculaire Pt'G  à  PM,  le  point  de  rencontre  G  avec  la 
normale  ]MC  est  le  centre  de  courbure.  En  edet,  l'angle 
en  G  étant  égal  à  R'MP,  le  triangle  rectangle  R.'l\I(j 
nous  donne 

/•'  =  MC  tanir(  R'  M  P  )  =  MC  4  • 

/■ 

8.  Une  autre  conséquence  du  théorème  I  est  le  lliéo- 
rème  connu  qui  s'énonce  comme  il  suit  : 

En  chaque  point  dune  conique,  le  rayon  de  cour- 
bure est  invejsenient  propoilionnel  au  cube  du  sinus 
de  l'anqle  de  la  tangente  à  la  conique  avec  le  rayon 
vecteur  qui  joint  le  point  de  contact  au  foyer  de  la 
conique. 

Supposons,  en  elïét,  que  le  point  de  coordonnées  ft, 
b,  c  coïncide  avec  un  foyer  de  la  coni(|uc  (i),  la  polaire 
coïncidera  alors  avec  la  directrice  corriispondante.  La 
distance  D  qui  figure  dans  la  formule  (G)  est,  d'après  la 
définition  même  de  la  conique,  propoitionnelle  à  la 
distance  du  [)oint  de  la  conitpie  an  foyer  (■orr(\spondant, 
et  la  ((»rnnd(-  (6)  iu)iis  conduit  alors  à  (<;  tli;rnier  lliéo- 
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9.   Supposons  que  le  point  donné  («,  Z»,  c)  est  rejeté  a 
l'infini  dans  la  direction  -,  la  polaire  correspondante 
est  alors  un  diamètre  de  la  conique,  et  la  formule  (5) 
se  réduit  à 

^        A  (a  sina  —  b  cosa)^ 

11  résulte  de  là  le  théorème  suivant  : 

En  chaque  point  d'une  conique,  le  rayon  de  cour- 
bure est  proportionnel  au  cube  de  la  distance  du  point 
à  un  diamètre  donné  et  inversement  proportionnel  au 
cube  du  sinus  de  l'angle  de  la  tangente  à  la  conique 
avec  la  direction  conjuguée  au  diamètre  donné. 

Ou  encore,  si  le  diamètre  donné  est  un  axe  de  la 
conique,  on  aura  le  théorème  connu  : 

En  chaque  point  d'une  conique,  le  rayon  de  cour- 
bure est  proportionnel  au  cube  de  la  portion  de  la 
normale  à  la  conique,  comprise  entre  son  pied  et 
l'axe  don/lé. 

Il  résulte  de  ce  dernier  théorème,  comme  consé- 
quence, le  théorème  connu,  à  savoir  : 

En  chaque  point  d'une  conique,  le  rapport  des  por- 
tions d'une  normale  comprises  entre  son  pied  et  les 
axes  est  constant. 

10.  Il  résulte  enfin  un  dernier  théorème  du  théo- 
rème 1,  qu'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Si,  par  un  point  du  plan  d'une  conique,  on  mène  les 
deux  tangentes,  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point 
de  la  conique  est  proportionnel  à  la  puissance  f  du 
produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux  tangentes 
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et  inversement  proportionnel  au  cube  de  In  dislance  du 
point  pris  dans  le  plan  à  In  tanqente  à  la  coniipie  au 
point  considéra. 

En  effet,  l'équation  d'une  conique  bi-tangente  à  l'en- 
semble des  deux  droites, 

ax^-^  ih xy  -4-  c^-  =  o, 

pe«t  se  mettre  sous  la  forme 

ax'^-h  ibxy -^  cy-==  {dx -— ey -^f  )-, 

et  la  droite 

dx  -~-  ey  -^  f  =  i) 

n'est  autre  chose  que  la  polaire  de  l'origine  par  rapport 
à  la  conique.  On  aura  donc,  d'après  le  théorème  I,  en 
ayant  égard  aussi  à  l'équation  de  la  conique 

3 

(  a  x^  -\-  ib  xy  -f-  cy'-  )  - 
p  =  K r. » 

où  p  est  la  distance  de  l'origine  des  axes  à  la  tangente  à 
la  conique,  ce  qui  démontre  le  théorème.  Il  est  à  remar- 
quer, ce  qui  d'ailleurs  est  évident,  que,  lors  même  que 
les  deux  tangentes  sont  imaginaires,  le  produit  des  dis- 
tances à  ces  droites  est  réel. 

Une  conséquence  de  ce  dernier  lliéorème  est  : 

Le  rapport  du  produit  des  disLances  d'un  point  d' un 
cercle  à  deux  tangentes  menées  par  u/i  point  du  plan 
au  carré  de  la  distance  de  ce  point  à  la  tangente  au 
cercle  au  point  considéré  est  constant . 

11.  Les  l'éciproqucs  de  ces  théorèmes  sont  aussi 
\raies.  jNous  allons  nous  bornei-  à  tléin()nlr(  r  la  réci- 
j)ro(pie  des  lliéorèmes  I  et  11. 
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Nous  nous  proposons  donc  de  déiuonlrcr  la  proposi- 
lioii  suivaiile  : 

Si,  dans  im  plan,  on  se  doiiiw  un  point  et  une  droite- 
et  si,  en  chacjue  point  d'une  courbe  située  dans  ce  plan,. 
le  rayon  de  cou/bure  est  donné  par  une  expression  de 
la  forme 

oii  K  est  une  constante,  D  la  distance  d'un  point  de  la 
courbe  à  la  droite  donnée  et  d  la  distance  du  point 
donné  à  la  tangente  à  la  courbe  au  point  considéré,  la 
courbe  est  une  conu/ue. 

Nous  avons  besoin,  [)onr  donner  la  solution,  d'élablir 
uu  théorème  sur  les  polaires  i-éei[)ro(pies. 

Supposons  une  ('oiiihe  plane  rappoilée  à  un  svstètm; 
d'axes  polaires  (  /ig.  2)  et  soient  /•  et  H  les  coordonnées 


d'un  poiiil  !\J,  MP  la  tangente  à  la  courbe,  OV  =  p  la 
distance  du  point  O  à  la  tangente,  enlin  M,  le  point 
correspondant  de  la  [jolaire  récipro(juc  par  rapport  au 
cercle  directeur  d(î  centre  O  et  de  rayon  égal  à  i, 
]M,P,  perpendiculaire  à  OM  est,  coniiiu;  ou  sait,  la  tan- 
gente en  ]\I,  à  la  polaire  réciprofpu;;  posons  eiu:ore 
UM,  =  /-,  (•tOP,=/>,.  La  similitude  de>  triangles  OMP 
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cl  OM,P,   et   le  théorème  bien   connu  sur  les  pôles  et 
polaires  d'uii  cercle  nous  donnent 

(8)  p/i  =  pii-  =  i 

et 

(9)  p  —  r  sino,         />,  =  /j  siiicp, 

où  CD  est  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur, 
angle  qui,  d'ailleurs,  se  conserve.  Si  p  est  le  rayon  de 
courbure  au  point  M  et  p,  au  point  M,,  on  a  le  théo- 
rème suivant  : 

Le  produit  des  rayons  de  courbure  en  deux  points 
correspondants  d'une  courbe  et  de  sa  polaire  réci- 
proque par  rapport  à  un  cercle  directeur  de  rayon 
égal  à  I,  est  inversement  proportionnel  au  cube  du 
sinus  de  V angle  de  la  tangente  en  un  point  d'une  des 
courbes  avec  le  rayon  lecteur  qui  Joint  le  point  de 
contact  au  pôle  de  la  transfornialion. 

En  eilet,  le  rayon  de  courbure  en  un  point  dune 
courbe  plane  est  donné  aussi  par  la  formule 

_  rdr 
^^~dp' 

on  aura  par  analogie,  pour  la  polaire  réciproque, 
_  ri  rf/'i 

d'où,  en  ayant  égard  à  (8)  et  (9),  on  trouve 

12.   Nous  sommes  maintenant  en  mesuic  de  démon- 
Irer  le  lliéoième  du   n"  II.  Prenons  pour  oiigine  des 
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axes  le  point  donné  el  soit 

ax  -\-  h  y  =  c 

la  droite  donnée.  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  de 
la  courbe  cherchée  sera  donné  par 

K  {ax-\-hy  —  c)- 


P  = 


{^-^^rzTb^Y 


Considérons  encore  la  polaire  réciproque  des  courbes 
cherchées  par  rapport  au  cercle  de  rayon  i  et  dont  le 
centre  est  à  l'origine  des  axes.  Le  rayon  de  courbure  au 
point  correspondant  à  x  et  j'  sera,  d'après  (lo), 
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ou  encore,   en   passant   en   coordonnées  polaires  et  en 
ayant  égard  à  (8)  et  (9), 

_  (a'--\-b^y    I ^ 

''~  K  («  cos6  H- 6  sinO  —  cp^)^ 

Les  polaires  réciproques  étant  supposées  rapportées 
aux  mêmes  axes  que  les  courbes  cherchées,  si  l'on 
désigne  par  0,  l'angle  de  la  tangente  M,P,,  avec  Taxe 
polaire,  cet  angle  9,  est  lié  à  Q  par  la  relation 

0,=  --4-0; 
x 

on  aura  donc  (iualement,  en  posant 

,4 

^"^  ?'""  (asinOi-Z>cos(),-c/j,)^' 

or  l'expression  entre  parenthèses  n'est  autre  chose,  à  un 
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facteur  consLaiiL  près,  que  la  dislance  du  point  dont  les 
coordonnées  lioniog-ènes  sont  «,  b^  c  à  la  tangejite  eu  M, 
h  la  polaire  réciproque,  de  sorte  que,  si  la  récij)ioque 
du  théorème  I  est  vraie,  la  réciproque  du  théorème  JI 
sera  aussi  vraie. 

Remarquons   enfin   que   l'équation  différentielle   des 
polaires  réci])ioques  est,  daprès  Euler, 


■P\ 


rfOf      '^  (asiiiOi— A  cosOj— c/5i  j« 

Si,  dans  cette  équation,  nous  faisons  le  cliangemenL 
de  la  fonction,  en  posant 

cpi  :=  eu  ~-  a  sin  Oi  —  b  cosOi, 
léquation  précédenti;  se  transforme  en  la  suivante;  : 

d^u    ,       _       I^'    I 

"^  '^  "  ^~  '^  ^ ' 

qui  est  intégrable  par  des  quadratures  et  nous  donne 

u-  =  A  cos-61  -H  -jB  sin  Oj  cosO]  -r-  G  sin-0|, 
doù 

I  rpy  —  a  sinOi  -;-  b  cosOj  )- 

—  c-(  A  cos-O]  -r-  •>.  \i  sin  Oj  cosO|  -f-  sin'-G|  ); 

si,  dans  cette  dernière  relation,  nous  r('mj)laçons  f),  en 

fonction  0  et  /;,  par-?  (i'aj)rès  (8),  on  o!)ticndra,  pour 

les  couibes  cliercliét;s,  ré(|uation  (Tune  conicpie  ex- 
primée en  cooi'donwées  polaires  et,  [)ar  conséquent,  la 
réciproque  du  théorème  ]  est  vraie. 

La  polaire  réciproque  de  cette;  conicpie  étant  aussi 
une  conique,  la  loiiuule  (11)  et  le  lhét)rème  II  nous 
mfuitrtnt  (jue  les  coordonnées  homogènes  a,  h  et  c 
qui   figurent  dans   la   dKtilc   donnée   sont    les   cooidon- 
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nées  du  cculrc;  de  ces  coniques,  polaires  réciproques. 
Il  résulte  de  \h  la  proposiliou  géométrique  suivante  : 

Les  polaires  réciproques  de  toutes  les  coniijues  qui 
ont  un  poi/it  et  une  droite  donnés  pour  pôle  et  polaire 
par  rapport  à  un  cercle  directeur  de  rayon  i ,  et  dont 
le  centre  est  le  point  donné,  sont  des  coniques  qui  ont 
un  même  point  fixe  pour  centre. 


coRl^ESPO^'DA^'CE. 


M.  A. -H.  Couvert.  —  An  sujet  des  questions  1028 
et  1-491.  —  M.  Barisien  a  énoncé  et  résolu  la  question  1628 
dans/.  M.  S.,  iSg/J,  page  3g,  exercice  III;  une  seconde  solu- 
tion se  trouve  également  dans  /.  M.  S.,  i894'.  P^ge  i4o,  ques- 
tion 3,*)1,  §  II.  Les  deux  solutions  sont  d'ailleurs  identiques. 

La  question  [i\)[  est  étudiée  dans  /.  ,1/.  S.,  i88G,  page  Sg 
(question  d'examen  a*). 

J'ai  cru  devoir  vous  envoyer  ces  renseignements,  parce  que, 
dans  le  Tableau  de  correspondance  publié  en  1900,  les  ques- 
tions li91  et  1628  sont  considérées  comme  non  résolues  et  que 
depuis  aucune  solution  n'en  a  été  donnée  dans  les  N.  A. 

A  un  abonné,  à  la  Bourhoule.  —  Prière  de  vouloir  bien 
me  faire  connaître  votre  nom  et  votre  adresse  :  il  vous  sera 
ré|)ondu  par  Lettre  particulière.  R.  B. 


tEKTin(;\TS  irAWLVSE  IXFlMTt'SIMALE. 


Marseille. 


iM'niCL'VK  KCRiTi:. —  i"  Evaluer  la  longueur  d'une  tangente 
comnuine  à  deux  sphères  Jlxes  en  fond  ion  de  l\(ngle  0  que 
fait  fti'cc  la   ligne  des  centres  le  rayon  aboalissant  à  l'un 

des  points  de  cntilact. 
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2°  Si  cette  tangente  touche  une  courbe  C  sur  l'une  des 
sphères,  l'arc  de  cette  courbe,  compté  depuis  une  origine 
convenable,  est  égal  à  la  longueur  de  la  tangente  com- 
mune. 

3°  La  tangente  commune  touche  la  seconde  sphère  en  un 
point  qui  décrit  une  courbe  Gj  développante  de  G. 

4°  Le  plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe  G  est  le 
plan  tangent  à  la  seconde  sphère  au  point  correspondant 
de  Gj. 

5°  Calculer  le  rayon  de  courbure  de  G  au  moyen  du 
théorème  de  Meusnier. 

6°  Calculer  le  rayon  de  torsion  de  G. 

SoLtTION. 

1°  ^2+ /-^  =  OM' =  a2-h /-î— 2«/-cosO, 

t-  =  a--\-  r-  —  r^  —  lar  cosO. 


2°  MMi  étant  la  tangente  en  M,  l'angle  avec  O^  est 

dz 


Mais  MMj  est  aussi  la  projection  de  OOi  sous  l'angle  Yj  donc 
aussi 

MM,        t 
cosY  = 

On  a  donc 


00,        a 


dz        t  ,        a  dz 

-y-  =  —         ou  ds  =  • 

ds        a  t 


Or  on  a 

donc 
d'où 


(    \^-^   ) 

t  clt  =^  -+-  ar  sinO  <-/0, 

z       =  /■  cosG, 

dz    =  -  /-sinOf/O; 

t  dt  =:  —  a  dz, 

ds  =  —  dt,         s,)  —  s  =  t. 


3°  Il  résulte  de  la  seconde  question  que  Mi  décrit  une 
courbe   Ci   développante  de  G. 

4°  La  développante  Mj  est  une  trajectoire  orthogonale  des 
génératrices  de  la  surface  développable  engendrée  par  IMlMi 
tangente  en  1\1  à  la  courbe  G.  Le  plan  osculateur  à  la  courbe  G 
est  le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  i^LMi.  On  peut  le 
déterminer  comme  plan  tangent  à  la  surface  développable  au 
point  Mj.  Il  contient  en  ce  point  : 

a.  La  généiatrice  Mi  M  ; 

b.  La  tangente  à  la  courbe  IMi. 

Les  deux  tangentes  sont  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère 
en  Mj.  Donc  le  plan  tangent  à  la  sphère  en  Mj  est  le  plan 
osculateur  au  point  AI  à  la  courbe  G. 

■j°  Gherchons  l'équation  du  plan  tangent  à  la  sphère  en  Mi. 
La  sphère  est 

^î  -+-^1  -f-  (-1  —  «  )-  —  '"i  =  o. 

Le  plan  tangent  au  point  (.riyi  -i)  est 

Xxi-\-  Yj)'i-T-  (Z  —  a)  {zi~  a)  —  ri  =  o, 


où  l'on  a 


dj; 
Xt  —  X  -h  t  -i- 


ds 


^'=•^-^^7/, 


dy 

dz 
'dJ 


La  distance  de  ce  plan  à  l'origine  est  donnée  par 

r         ,              ,          ,  ,,        (a(z  —  a)-hat'-^-hrl] 
^f,^  \—a{z\--a)~r\Y'  ^   \ ds  '/ 
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mais  on  a 

'Il  -  L 

ds        a 
donc 

dz 
at  -y-  =  t-  =  a--T-  }■- —  /•?  —  2rt/-  cosO  =  a--î-  /-^ —  rx  —  la z. 
ds  '  ' 

M 


Donc 

,,  _  {az  —  «--+-  7-\  +  a--\-  J-' —  r\  —  la  z)'-  _  { r- —  az)- 


D'après  le  théorème  de  Meusnicr 


_  ( /Vi  -!-/•-  —  az)  ( r/'i  —  r'--h  az) 
-  ^  ■■ 

on  peut  remplacer  si  l'on  veut  z  par  /cosO. 

6°  On  a  pour  la  torsion 

,      „  dK  I  I    dK  dz 

d  =  T-j-         ou  = 

ds  Ad    dz   ds 

Tout  est  connu.  On  a 


R  = 


dR 
dz 


d 

I-  — 

az 

s/'- 

'•!-(/• 

■^  — 

azy^ 

a{r-- 

-  a 

-) 

'■i  V 


/r-?-\—  (  r- —  az)- 


d^  _   t  _  \/a'^-\-  r^ —  r'I  —  laz 
ds        a  a 


(  1'^"  ) 


Donc 


T        r-  —  az  I 


/ 


a-  -+-  /■-  —  rV  —  -jaz 


"1   \/i--'r\  —  {ri—azf 


_      /a^--^r- — r\  —  iaz 
On  peut  remplacer  si  l'on  veut  z  par  /•cosO. 


ÉpnEuvE  PRATiQVE.  —  Calculer 


Ç    /si ni 
.  /       cosO 


S). 


Soi.CTlOX. 


^inf) 


On  pose   /      — ^-— •  cos6^9,  et  Ton  fait  sinO  =  x-^  il  vient 
'  '       cos-(J 


/ 


2  3--  dx 


On  remarquera  que 


I  —  x^        I  —  X-         I  -t-  .r- 


<et  l'on  obtient  rapidement 

.6 


Jf      /sin 
0       ^*^^^ 


f)  I  i-f-i/'^inO  1—. — 

-  rfO  =  -  lo2; "         —  arc  tang  v/sinO. 

0  2      %_^sinO 

(Juillet  KjoS.) 


Montpellier. 

EiMUiuvii  ÉCRITE.  —  I.  Déterminer  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle 

X*  —r-r  -T-  ^x^  —r^ •> X-  -^ 2 xv  =  (x  -\-  a)-. 

dx-^  dx-  dx  -^  ' 

11.   On  considère  la  sphère 

x--\- y--\-  z-  =  K- 


et  l'ellipsoïde 


sin-  a  „  cos-  a 

sin^ji       -^    cos-fi 


(  4.C  ) 

où 

o<a<3<  -• 
1 

On  demande  de  calculer  la  portion  de  volume  comprise 
à  l'intérieur  de  Vellipsoïde  et  de  la  sphère. 

Éprelve  pratique.  —  On  demande  de  trouver  les  sur- 
faces S  qui  coupent  orthogonalement  toutes  les  surfaces 
représentées  en  coordonnées  rectangulaires  par  Véquation 

y 
z  =  /i  arc  tanir  -  -• 

Trouver  celles  des  surfaces  S  qui  contiennent  la  droite 
y  =  o,         z  =  7.. 

Ces  dernières  surfaces,  quand  a  varie,  forment  une  sur- 
face S;  trouver  les  surfaces  S  qui  coupent  orthogonale- 
ment  toutes  les  surfaces  de  la  famille  S. 

rJuillet  i9<)3.) 

Grenoble. 
l"2pRElVE  ÉCRITE.  —  Etant  donnée  l'équation 
97(1  — V)^.r'-=  2  — 3j^  : 

1°  Déterminer  les  lieux  des  points  d'inflexion  et  des 
points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales  ainsi  que 
l'enveloppe  de  ces  courbes. 

1°  Intégrer  cette  équation  et  vérifier,  à  l'aide  de  l'inté- 
grale générale ,  les  résultats  précédemment  déduits  de 
Véquation  différentielle. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  l'intersection  S  du 
cône  x--\-y-  =  z-  et  du  cylindre  parallèle  à  Oz  qui  a 
jjour  trace,  sur  le  plan  des  xy^  la  courbe  /•  =  Ae^K  On 
demande  de  déterminer,  pour  un  point  quelconque  M 
de  S'  :  la  tangente,  le  plan  osculateur  et  sa  caractéris- 
tique, les  rayons  de  courbure  et  de  torsion,  et  enfin  le 
rayon  de  la  sphère  osculatrice.  On  cherchera  en  outre  le 
lieu  S]  de  la  trace  .Mj  de  la  tangente  à  la  courbe  S. 

(.Iiiillct  if)()3.) 


(  4.7  ) 


Lyon. 

Éprkuve  éciute.  —  I.  Formel-  et  intégrer  V équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  qui  définit  les  fonc- 
tions homogènes,  à  n  variables,  du  degré  m  d'homogé- 
néité. 

II.  Intégrer  fA-^q'-  =  x+y,  ou  p  =  ~,   '^  ^  'd^' 

Solution. 
On  écrira 

/)2 —  X  ^^  —  ^'-^ y  =  5t  =  const.  arbilr., 

d'où 

i  ± 

p  =  i X -\-  t)"- ,  q^iy  —  iY, 

et  l'intégrale  complète 


III.    z    étant    une  fonction    donnée    de    r  =  {x--\-y^)'^  et 

y 

de   0  =  arctan£r  — >    calculer  l'expression 

X 

iPz        O'-z 
^^  =  -T^  -^  1—7- 


SoLliTION. 


_    d^^    _^      I      ()2  -  i     OZ 


IV.  O/i  a  la  su/ face 

Calculer  f  de  façon  qu'en  projection  sur  le  plan  des  xy 
les  deux  lignes  asymplotiques,  issues  d'un  point  de  la  sur- 
face, se  coupent  à  angle  droit.  Etudier  ces  lignes  asynip- 
to/iques  et  montrer  que  la  torsion  en  un  point  ne  dépend 
que  fie  r. 

Ami.  de  Mathémat.,  \"  serin,  t.  III.  (  Scptciiiljrc  njoS.)         27 


(   i'8  ) 

Solution. 

On  a  évidemment 

A^  =  o, 

c'est-à-dire,  tenant  compte  de  la   solution  du  problème  III  et 
tout  calcul  fait  : 

o  =  A^  =  /-4  (/■"-!-  4/ j         et        /"=  —  4/, 
/■(  0  )  =  K  cos'2(0  —  0„)         (K,  Oo=  const.  arbitr.). 

Il  suffira,  pour  l'étude  géométrique,  de  faire  K  =  i,  Ou  =  o; 
alors 

cosaO  X-  —  y'- 

Les  lignes  asymptotiques  sont  des  cubiques  gauches  qui  se 
projettent  suivant  les  cercles 

x--\- y-  —  ■i\^{x  ±jk)  =  o         (  k  =  const.  arbitr.), 

etc.  .  (Juillet  igo'S.) 


CEUTIFIC4TS  D'Ai\ALYSE  SLPERIELUE. 


Grenoble. 


KpiŒLVii  ÉcitiTK.  —  On  considère  la  fonction  p^  de  Weier- 
slrass  construite  avec  les  périodes  2w,  2w';  on  suppose  to, 

-T-  réelles. 
I 

i"  Montrer  rju'à  deux  valeurs  imaginaires  conjuguées  de 
l'argument  z  correspondent  deux  valeurs  imaginaires 
conjuguées  de  la  Jonction. 

•1°  On  pose  Z  =  j)^.  Lorsque  le  point  z  décrit,  dans  son 
plan,  une  ligne  c,  le  point  Z  décrit,  dans  son  plan,  une 
ligne  correspondante  C. 

Démontrer  fjue  si  c  est  une  parallèle  ou  une  perpcndicu- 


(  4i9  ) 
laire  à  Vaxe  des  quantités  réelles  du  plan  des  z,  la  ligne 
correspondante   G   est    une   courbe   algébrique,    les   coor- 
données d'un  point  d'une  pareille  courbe  étant  fonctions 
elliptiques  d'un  paramètre  u. 

Ces  courbes  algébriques  sont,  en  général,  du  quatrième 
degré;  indiquer  les  cas  d'exception. 

3°  Trouver,  dans  le  cas  général,  les  asymptotes  de  ces 
courbes  algébriques,  et  les  tangentes  parallèles  à  ces 
asymptotes. 

4"  Lorsque  Z  décrit  l'une  des  courbes  précédentes,  les 
distances  n,   r.,,   r.^   de  ce  point  aux  points  d'à  (fixes 

e,  =  p  (0,         c,  =  p  (  (o  -f-  w' ),         fc'3  =  p f.j' 

sont  fonctions  du  paramètre  u  du  i" . 

,    Trouver  ces  fonctions  en  employant  successivement   les 

notations  de  IVeierstrass  et  celles  de  Jacobi. 

EpRKUvii  Pit.VTiQUE.  —  Les  axes  O.r,  Ojk,  Os  étant  rectan- 
gulaires, on  considère  la  surface  de  révolution  admettant 
pour  axe  ()  j,  et,  pour  méridienne,  la  courbe 

<jâz- — .\x'i^o,         y  =o. 

Les  géodésiques  de  cette  surface  tangentes  à  l'un  des 
parallèles  de  rayon  /q  se  projettent  sur  le  plan  xOy  sui- 
vant des  courbes  que  l'on  appelle,  dans  la  suite  du  pro- 
blème, courbes  (G). 

1°  Soient  r  et  6  les  coordonnées  polaires  d'un  point  M  du 
plan  xOy,  O  étant  pris  pour  pôle.  Former  la  relation 
différentielle  qui  lie  r  et  0  lorsque  M  décrit  l'une  quel- 
conque des  courbes  (G).  Indiquer  sommairement  la  forme 
de  ces  courbes. 

2"  Exprimer  les  coordonnées  polaires  r,  0  d'un  point  M 
d'une  courbe  CG)  en  fonction  cV un  paramètre,  en  utilisant 
les  transcendantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
{notations  de  IVeierstrass).  Même  question  pour  les  coor- 
données rectangulaires  de  M. 
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SOLITIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1895. 

[  IPOO,    p.  5-J 


On  considère  l'hyperbole  éqiiilatère  (H)  ayant  pour 
sommets  les  foyers  d'une  ellipse  (E).  D'un  point  quel- 
conque P  de  cette  hyperbole  on  abaisse  une  des  normales 
dont  le  pied  est  en  A.  Du  centre  O  de  (E)  on  abaisse  la 
perpendiculaire  OS  sur  la  tangente  en  A  et  OQ  sur  la  nor- 
male en  A.  On  obtient  ainsi  le  rectangle  OQAS.  Montrer 
que  le  produit  des  aires  des  quatre  rectangles  analogues 
correspondant  aux  pieds  des  quatre  normales  est  une  quan- 
tité constante.  (E.-N.  Barisiex.) 

SOLUÏIOX 
Par  M.    V.-H.  Couvert. 

Soit  «coso,  usines  le  point  A.  Les  distances  de  O  à  la  tan- 
gente et  à  la  normale  en  A  sont  : 

OS  "^ 


OQ 


v/a^sin'^fp  -f-  ô^cos^cp 

c-sin  cp  cos<p 
\/a-  SI n2  o  -I-  b- cos"^  p 


On  a  donc 


aire  OQAS  =  OS  x  OQ 


sincs  cosco  ,    , 

=  abc-      ,   ■    , — * r-* :^  =  (ibc- 


rt^gin^o -H  i^cos-ç  a'-t-^b' 

en  posant  langç  =  t.  Si  ti,  t=,,  t-i,  t^,  sont  les  valeurs  de  t  cor- 
respondant aux  pieds  des  quatre  normales  issues  d'un  point  de 
coordonnées  37,  ^,  nous  nous  proposons  donc  de  calculer 

I j  _  /     ,    „  y  ^1  h  h  t't 

-^aoc-)    (^,2fl^b-i)(aitl-r-b''}{aUl^b-n(a-^f^  -^  b-')' 


(  42>  ) 

Or  les  quatre  valeurs  de   t  sont  fournies  par  t' équation 

'\  a-x^t'* — labxyt^ 

\  -h  ( a- X- -r- b- j- — c'')t- — -labxyt -^  b-y-=  o 

(voir,  par  exemple,  Théorèmes  et  problèmes  sur  les  normales 
aux  coniques,  par  Desboves,  p.  i6). 
Dès  lors 

b'-  v^ 

Le  dénominateur  de  P  est  le  produit  des  quatre  détermina- 
tions de  0  =  «2^2^_  {ji^  quand  on  y  remplace  successivement  t 
par  les  quatre  racines  de  (i).  Pour  avoir  ce  produit,  il  suffit  de 
former  la  transformée  en  0  de  (i).  Or  la  transformée  de 

correspondant  à  la  relation  0  =  a'-t-A-  b-  est 

+  [a'*E  —  b-HCa''-—Xb'-)\i+  aib'-{V>b'- —  Da-^y^  =  o.' 

Nous  n'avons  indiqué  que  les  termes  extrêmes,  les  seuls 
utiles.  Le  produit  des  quatre  racines  de  celte  équation  est 

[a^E  — i2(Crt2— A^>^)]2+«2  62(B/;2— D«2)2 

Si  nous  appliquons  à  la  transformée  de  (i),  nous  avons 

i  [rt*  b- y-  —  b^- (  a'*x~  -f-  a-  b- y-  —  a^ c'*  —  a-  b- x-  )]-  / 
I  -i-a-b'( — lab^xy -\- -îà^bxy)-  \ 


Cette  expression  simplifiée  devient 

x'* 
C'est  le  dénominateur  de  P.  On  a  donc 
a'^b'*c^  b- y-  x'' 


b  '  r  '*      a i  T'^  { x-  —  y-  —  0-  )^  -f-  \x'-  y 


(    -132     ) 
OU 

P  =  a"-  b'-  c-i — --^ 

{X-  — y- —  c-)--i-  ^X^ y^ 

Le  point  x,y  étant  sur  (Hj,  on  a 

a?2  — J'2_c2=  O. 

Donc 

a"-  b-  c'* 


P 


Le  produit  est  donc  constant. 

D'une  manière  générale,  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit 
des  aires  des  quatre  rectangles  considérés  soit  constant  est  la 
quartique 

(x'^^y-y- —  Ix-y^-—  ic-{x-  —  y-)-^  c'*  =  o, 

oîi   \  désigne  une  constante.    On   voit   que   pour   À  =  4   cette 
quartique  est  l'hyperbole  H  prise  deux  fois. 

La  forme  générale  de  cette  courbe  est  facile  à  indiquer,  son 
équation  étant  bicarrée  par  rapport  à  chacune  des  coordonnées. 

1913. 

(  1901,  p.  ic\2.) 

Trouver  en  nombres  entiers  les  solutions  de  l'équation 

237^=   3j/2  —  1. 

(H.-J.  KnANTz.) 

SOLUTION 
Par  le  P.  F.  Pépin,  S.  J. 

•I.  Il  s'agit  de  trouver  en  nombres  entiers  les  solutions  de 
ré(|uation 

(i)  ix^  ==  ^y"'  —  I- 

Comme  je  n'ai  pas  la  prétention  de  résoudre  complètement 
cette  question,  je  me  contenterai  d'indiquer  deux  méthodes 
din'érentcs  pour  chercher  les  solutions  demandées.  Nous  par- 
viendrons à  la  solution  x  =  Ç)\,  y  =  889.  On  parviendrait  peut- 
être  à  d'autres  solutions  en  poursuivant  les  calculs  indi(|ués. 
.Mais  il  resterait  toujours  à  décider  si  le  nombre  des  scdutions 
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est  Uni  ou  mlini.  Je  suis  convaincu  que  celui  qui  résoudra  celte 
difficulté  aura  trouvé  quelque  chose  de  nouveau  dans  la  théorie 
des  nombres. 

2.  Première  méthode.  —  On  ramène  la  question  |)rù|>osée 
à  celle  de  rendre  rationnelle  la  racine  carrée  d'un  polynôme 
du  quatrième  degré  au  moyen  d'une  valeur  ralionnelle  de  la 
variable. 

D'abord  on  déduit  immédiatement  de  l'équation  (i)  que  x 
etjK  doivenfêtre  impairs  et  positifs.  Puisque  3  est  résidu  qua- 
dratique des  diviseurs  de  .r,  on  conclut,  par  le  théorème  de 
Legendre,  que  ces  diviseurs  sont  compris  dans  les  deux  for- 
mules i?./-T-r,  r2/-f-ii.  Quant  au  nombre  a7,  il  doit  être  de 
la  forme  i'2/  +  i.  En  effet,  le  produit  2^"^  étant  représenté  par 
la  forme  (3,  o,  — f)  ainsi  que  le  facteur  2,  il  faut  que  l'autre 
facteur  soit  représenté  par  la  forme  (i,  o,  — 3),  laquelle  ne 
convient  qu'aux  nombres  de  la  forme  r^/  -t-  i.  Le  cube  x-^  et  sa 
racine  x  sont  donc  l'un  et  l'autre  de  la  forme  12/  -f-  i.  Posons 

X  ^  \iz  -^-  \. 
Par  cette  substitution,  ré([ualion  (i)  devient 

(2)  _;k2=  1-4-  243  -V-  ■}.  144^2-1-  8.; 44 3-5=  ©(,-). 

Cette  équation  admet  la  solulion  évidente  x;  =  o,  j)--  =  1.  Elle 
admet  aussi  une  infinité  de  solutions  en  nombres  rationnels. 
On  peut  obtenir  ces  solutions  au  moyen  des  formules  que  j'ai 
publiées,  en  1877,  dans  les  N.  L.  M.  Les  solutions  en  nombres 
entiers  s'obtiennent  alors  comme  cas  particuliers  des  solutions 
rationnelles. 

3.  Nous  chercherons  d'abord  une  solution  de  l'équation  (2) 
par  la  méthode  de  Fermât,  en  posant 

j'  =  I  -f- 1 2  5  -;-  A  ^"- 

et  en  déterminant  h  de  manière  à  donner  trois  racines  nulles 
à  l'équation 

Cl  -f-  \-i.  z  -\'  h  Z'Y  —  0(^1 

=  ( 2 A  —  1 44 ) --  +  8 (3 A  —  1 44 )  -"' -;- 1(- -■'  =^  o. 
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On  y  parvient  en  prenant  A  =  -■>.  et  en  supprimant  le  fac- 


leur  z^  on  trouve 

I 

"  ~       9' 

.( 

'       I  ' 
.      9/ 

/              81 

=  y"-- 

Connaissant  deux  sol 

lutions, 

-s  =  0,        y. 

=  1: 

Z:= 

I 
9' 

y  = 

5 

— » 
9 

nous  pouvons  employer  les  formules  (II)  (n»  3)  du  Mémoire 
cité  : 

/-+-g^i-^hzl  =  t\/o{zi),         (£=±:ij, 

(II)         l  :    ,        Jl^, 

\  g-^'ihz^^       I— ' 

1  i\/o{z^) 

\       ^  ^  i^ih  —  8.144  _  j.^  _  _^  , 
\       "*  —  }ih 

Prenant  z^^  =  o,  on  a 

0(^0  )  =  I,  <p'(-0)  =  24,  /=I:  g^l'i- 


La  deuxième  équation,  pour  ^1  = 7  devient 

9 

—  =  ±: IH ,  //  =  —  1 8,  h  —  -1. 

«'  9  9 

Pour  h= —  18  1  expression  de  z  devient 


24.18  -f-  8. 144  _  I        44    ,    I 


=  5. 


18.18  9         9         9 

On  obtient  ensuite  y/o (  5 )  par  la  formule 

i-f-i2.5  —  18.25  =:±:  v/oi  i),  v/cp(5)  =  38(j. 

La  formule  x  =  125 -+-  1  donne  la  valeur  correspondante 

a;  =  61 . 

La  seconde  valeur  de  //,  /*  =  ■;>.,  donne  pour  c  l;i  valeur  pri- 
mitive z  :^  o. 
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4.  Connaissant  trois  solutions  : 

?(o)  =  r,         o(—Lj  =  l.,         ^,^5)=^38g-2^ 

on  peut  appliquer  les  formules  (I)  du  Mémoire  cité  : 

(I)  //+ ^^2 -*-/»-!=£'/?( -2),  (£'  =  ±l), 

8.-44 -j^'      ,       ,       ^     . 

-s  =  -J^, (-0-^-1  +  -52), 

f+gz  +  hz'-  =  ±s/^^)- 

Les  quatre  premières  formules  font  connaître  une  quatrième 
solution,  z.  la  cinquième  formule  donne  la  valeur  rationnelle 
de  ^^(z).  A  raison  des  quatre  combinaisons  de  z  et  de  e',  trois 
solutions  données  Zq,  Zi,  z^  en  font  connaître  quatre;  mais 
quelques-unes  de  ces  solutions  peuvent  s'identifier  avec  des 
solutions  déjà  calculées.  J'ai  montré  dans  le  Mémoire  cité 
(n°  dO)  comment  le  théorème  d'Abel  sur  les  sommes  d'inté- 
grales elliptiques  donne  l'explication  de  ce  fait. 

5.  Sans  nous  arrêter  aux  applications  de  ces  dernières  for- 
mules, reprenons  le  système  précédent  (11)  pour  indiquer  une 
méthode  simple  qu'on  peut  en  déduire,  pour  obtenir  successi- 
vement une  suite  indéfinie  de  solutions  de  l'équation  (i). 

Prenons  Zq—  o,  désignons  par  Si  une  solution  connue,  diffé- 
rente de  o,  et  par  z,  les  solutions  qu'on  en  déduit  par  les  for- 
mules (II)  en  y  prenant  t=±i.  La  première  équation  et  la 
troisième  donnent /=  i,  ,.;'  =  12,  de  sorte  que  l'on  a 

8. 144  —  '^4  II 

l     I  -f-  12^1  -1-  «^t  =  £  l/Cûl  Zi  ),  Z  = 

(III) 


IH-  12^  -h  hz-  =±  /cp(-3). 


La  première  formule  donne  la  valeur  de  l'inconnue  auxi- 
liaire, /t  ;  la  seconde  détermine  la  nouvelle  solution  z  et  lu 
troisième,  la  valeur  correspondante  dc_/=  \/'-f(-)-  l'ienons 


I 

—  j 
0 


^)  =  î 


(  4 

2(i    ) 

Nous  trouvons 

/l  =±45  -f-  I2.(J  — 8l, 

/(  = 

w2. 

h  =  - 

Pour  /(  =  72,  on  a 

__  8.144-24.72 

1 

4-  -  = 

—  I 

I 
\ —  =  0, 

72.72 

9 

9 

9 

On  retrouve  la  solution  primitive. 
Pour  A  =  —  18,  on  a 

8. 144 -4- 24. 18  ^  i  ^  44  _^  J^  ^  3 
18.18  9         9         9^' 

H-r2.5  — 18.25  =dz  \/ç.(5j,  v/cp(5)  =  889. 

Pour  ^3]  :^  5,  on  a 

I  -i-  12.5  -+-  A.25  =  ±  389. 

Avec  le  signe  inférieur  on  retrouvera 

A  =  —  18  et  z  = 

9 

Avec  le  signe  supérieur  on  obtient 

(8. 14  1-25  —  308.24V25 


25  A  =  3o8, 


3o8.3o8 


G.  Dans  les  deux  applications  que  nous  venons  de  faire  des 
formules  (111)  une  seule  des  deux  valeurs  de  e  donne  une  solu- 
tion nouvelle,  l'autre  ramène  une  solution  déjà  calculée.  On  se. 
rend  compte  de  ce  fait  en  remarquant  que  les  solutions  déter- 
minées par  ces  formules  sont  les  nombres  rationnels  z  que  l'on 
peut  associer  à  des  nombres  rationnels  h  de  manière  à  vérifier 
l'équation 

(3)  h-z'^-h  i'J.fih  —  8.  i44)^  +  (  2//  —  144  )  =  o. 

A  chaque  valeur  convenable  de  h  celle  équalion  fait  con- 
naître deux  solutions  z,  Zi  dont  la  somme  est  exprimée  par  la 
formule 

8.144  —  ■>.4./( 
(a)  z  +  z,=  j^^ 


(  43-  ) 

Si  ^i  et  h  sont  deux,  nombres  rationnels  vérifiant  l'équa- 
tion (3),  la  nouvelle  solutions;  est  aussi  rationnelle.  De  même, 
à  chaque  valeur  rationnelle  de  ;:  l'équation  (3)  fait  corres- 
pondre deux  valeurs  de  h  dont  la  somme  est 

(b)  /<-f.A,=  -^L_ 


Si  l'une  des  deux  valeurs  de  /i  est  rationnelle,  l'outre  le  sera 
également.  11  suffit  donc  de  connaître  deux  nombres  ration- 
nels h,  z  vérifiant  ensemble  l'équation  (3)  pour  former,  par 
l'emploi  alternatif  des  formules  (a)  et  {b),  une  suite  indéfinie 
dans  laquelle  chaque  valeur  de  z  sera  comprise  entre  les  deux 
valeurs  de  h  qu'on  peut  lui  associer  de  manière  à  vérifier 
l'équation  (3). 

On  voit  immédiatement  la  solution 


La  formule  (a)  donne  ensuite 

8.144  —  i2.i44_        4    _        ' 

"  ^  ~      3G.I44  ~  "  36  ~~  9' 

La  formule  {b)  donne  ensuite 

,  -f-24.9  —  2.81 

h  -h  72  =  ^^-^ ,  /<  =  54  —  72  =  —  1 8. 

Avec  les  valeurs   correspondantes  .^i  = ?   /'i  =  —  '-^j   '^" 

9 
déduit  de  la  formule  {a)  une  nouvelle  valeur  de  A,  et  ainsi  de 
suite.  Nous  retrouvons  ainsi  la  méthode  posthume  d'Eulcrque 
j'ai  exposée  dans  le  n°  8  du  ]\Iémoire  cité  de  1877. 

7.  Seconde  méthode.  —  On  considère  l'équation  proposée 
comme  cas  particulier  de  l'équation 

(4)  -ix^^^y^'—zK 

On  exprime  d'une  manière  générale  toutes  les  solutions  de 
l'équation  (4)  en  nombres  premiers  entre  eux.  On  arrive  à  cette 
conclusion  que  : 

TiiiioHK.Mi;.  —    Toales    les   sol  niions   de    l\''«iualion  (4)  en 
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nombres  pr'emiers  entre  eux  sont  exprimées  par  les  deux 
systèmes  : 


Il  reste  à  trouver  les  systèmes  de  valeurs  de  f  et  de  ^,  en- 
tières et  premières  entre  elles,  qui  déterminent  pour  z  des 
valeurs  égales  à  ±  i. 

On  se  trouve  ainsi  amené  à  chercher  les  solutions  en  nombres 
entiers  de  chacune  des  deux  équations 

z  =-  5p  ^  i:p  g  -  'ôfg'-  ^  1-  g^  =  ±i. 

Le  lecteur  trouvera  dans  le  §  XV  de  la  Théorie  des  nombres 
de  Legendre  (  I'''  Partie)  la  méthode  à  suivre  pour  résoudre 
ces  équations.  D'après  un  théorème  de  Lagrange,  les  valeurs  du 

f 
rapport    ±  —  qui  correspondent  aux  minima  des  formes  cu- 
biques indiquées  se  trouvent  parmi  les  fractions  convergentes 
vers  les  racines  des  deux  équations  auxiliaires 

t'^ —  9^- H-  9'  —  9  =  o,         j/' —  ij/'-H  4 J^  —  27  =  o. 

Gomme  ces  développements  peuvent  se  prolonger  indéfini- 
ment, et  que,  passé  le  second  degré,  leur  loi  est  inconnue,  on 
ne  peut  pas  affirmer  que  le  même  minimum  ne  se  représentera 
plus  au  delà  d'une  certaine  limite.  On  peut  trouver  par  cette 
méthode  tous  ceux  des  nombres  /,  g  inférieurs  à  une  limite 
donnée  qui  satisfont  à  la  question,  mais  on  ne  peut  pas  démon- 
trer qu'il  n'y  a  plus  de  solution  au  delà  de  cette  limite. 

1924. 

(  1902,  p.  1)1..  I 

Si  la  tangente  en  un  point  I\I  d'une  hyperbole  rencontic 
une  des  asymptotes  au  point  T  et  si  la  droite  (jui  joint  !M 
à  l'un  des  foyers  V  renconi rc  la  même  asymptote  en  A, 
on  a 

\'\  =  AI". 
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Déduire  de   là  le    lieu  des  foyers  des  hyperboles   dont 
on  connaît  une  asymptote,   une  tangente  et  son  point  de 
contact.  (  M.  d'Ocagxi:.) 


SOLUTION 
Par  M.  Frizac. 


1.  Les  tangentes  issues  de  T  à  Thyperbole  sont  l'asymptote  et 
la  tangente  MT,  par  suite  TF  est  la  bissectrice  de  l'angle  lAIFII, 


FH  étant  la  parallèle  à  l'asymptote  menée  par  le  foyer.   Donc 
MFT  =  TFH; 


TFII  =  FTA 

comme  alternes  internes;  donc 

FTA  =  ÂFT, 

le  triangle  AFT  est  isoscéle  et 

A  F  =  AT. 

2.  Menons  par  M,  point  de  contact  de  la  tangente,  une  droite 
qui  coupe  l'asymptote  en  A  ;  on  obtiendra  les  foyers  des  hyper- 
boles satisfaisant  à  l'énoncé  par  l'intersection  de  la  droite  MA 
et  d'un  cercle  ayant  son  centre  en  A  et  pour  rayon  AT  d'après 
le  n"  1.  On  engendre  ainsi  une  strophoïde  oblique  passant 
par  yi  et  ayant  le  point  T  pour  point  double  (T  est  le  point 
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d'intersection  de  la  tangente  et  de  l'asymptote)  et  le  lieu  des 
foyers  est  cette  strophoïde. 

Solution  analytique  de  M.  E.-N.  Harisien. 


1925. 

(1902,   p.   1.14. 1 

L'hyperbole  équilatère  ayant  pour  diamètre  une  corde  KH 
quelconque  d'une  conicjue  G  et  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  aux  axes  de  celte  conicjue  passe  par  les  extré- 
mités du.  diamètre  de  G  symétrique  par  rapport  aux  axes 
du  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  AB. 

(M.  D'OcAGXt:.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.-M.  Milxe.  . 

Soit  PP'  le  diamètre  de  G,  qui  est  symétrique  par  rapport 
aux  axes  du  diamètre  conjugué  de  AB.  La  tangente  à  G  en  P 
fait  avec  les  axes  le  même  angle  que  AB  :  le  cercle  circonscrit 


au  triangle  iVPB  touche  donc  G  en  P.  Il  suit  de  là  que  PA 
et  PB  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  G,  c'est-à-dire 
sur  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère.  Donc  enfin  P 
et  P'  appartiennent  à  cette  courbe,  en  vertu  d'une  propriété 
bien  connue. 

Autre  solution  gconiclri(|uc  cl  solution  analyli(|uc  de  M.  raiZAc. 


(  4^'  ) 
QIIESTIO\'S. 


''  1977.  On  donne  dans  un  plan  cinq  droites  «,  6,  c,  d,  d'  et 
deux  points  Di,  A»  sur  une  droite  qui  passe  par  le  point  d'in- 
tersection D  des  droites  d  et  d' . 

On  projette  du  point  Di  les  points  (6c),  (ca),  {ab)  (')  sur 
la  droite  c/,  et  du  point  A.>  les  mêmes  points  sur  la  droite  d' . 
Soit  a'  la  droite  qui  joint  les  deux  projections  du  point  {bc)\ 
soient  de  même  b'  et  c',  .... 

Les  huit  droites  «,  6,  c,  d^  a\  b\  c',  d!  forment  une  configu- 
ration jouissant  des  propriétés  suivantes,  dont  on  demande  la 
démonstration  : 

i"  On  peut  former  huit  groupes  de  six.  droites,  les  droites 
d'un  même  groupe  passant  par  un  même  point,  et  cela  confor- 
mément au  Taljleau  suivant  : 


\    {ab){c'd')  {bc)(a'd']  i^ccnyh'd')    ) 

\    {a'b')(cd)  {b'c'){ad)  {c'a'){bd)    ) 

\     {ab)(cd)  (bc')(a'd)  {c'a){b'd)    i 

\(ab'){cd')  (b'c)(ad')  (ca')(bd')    \ 

(    (ab')(c'd)  {b'c){a'd)  (ca){bd)     1 

(    {a'b){cd')  {bc'){ad')  (c' a' )  (  b' d')  \ 

(    (ccb'){cd')  (b'c')(n'd')  ic'a){b(l')    ) 

I   (a'b){c'd)  {bc)(ad)  {ca'){b'd)    ) 

^    {ab')(cd)  {b'c'){a'd)  (c'a){bd) 

)  {a'b){c'd')  {bc){ad')  {ca')(b'd') 

\    (a'b){cd)  {bc'){ad)  {c'a')(b'd)   | 

'(  (ab'){c'd')  {b'c)(a'd')  (ca){bd')    \ 

(    (ab)(cd')  {bc')(ad')  {c'a){b'd')    ) 

\(a'b'){c'd)  (b'c){ad)  {ca'){bd)     \ 

\    {ab)(c'd)  {bc){a'd)  {ca)(b'd)    | 

(  (a'b'){cd'}  (b'c'){ad')  (c'a'){bd')   ) 


passent  par  un  même  point  Aj 
»  B, 

).  G. 

»  D-, 


D, 


(')  (bc)  est  le  point  (rinterscclion  dus  droites  b  et  c. 


I 
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a"  Désignons  respectivement  par  A,  B,  C,  D  les  points  {.(ici ), 
(bb'),  {ce'),  (dd').  Les  trois  points  appartenant  à  l'un  quel- 
conque des  seize  groupes 

A  A,  A,,  ABiBo,  ACiC,,  ADiD., 

BB1A2,  BA1B2,  BD,G.2,  BG,  D2, 

G  G,  A.,  GD,Bo,  G  Al  G,,  G  B,  D., 

DDiAo,  DGiB,,  DB,G,,  DAiD^ 

sont  sur  une  même  droite.  (L.  Klug.) 

1978.  Nous  dirons  que  les  quatre  pieds  des  normales  abais- 
sées sur  une  conique  d'un  point  quelconque  de  son  plan 
forment  un  quadrangle  d' Apollonius. 

Quatre  points  pris  arbitrairement  dans  un  plan  ne  forment 
pas  en  général  un  quadrangle  d'Apollonius. 

Démontrer  que  si  quatre  points  forment  un  quadrangle 
d'Apollonius,  il  en  est  de  même  des  orthocentres  des  quatre 
triangles  qui  ont  pour  sommets  les  points  donnés  pris  trois 
à  trois.  (R.  Bricard.) 

1979.  On  considère  une  quadrique  et  un  point  O  sur  cette 
quadrique.  Par  O  passe  un  plan  variable.  On  prend  le  point 
de  Frégier  de  la  section  relatif  au  point  0.  Lieu  de  ce  point? 
Ce  lieu  est  en  général  une  surface  du  quatrième  ordre.  Dans 
quel  cas  se  réduit-elle  à  une  surface  du  troisième  ordre  ou  du 
deuxième  ordre? 

Quel  est  le  lieu  du  même  point  en  supposant  que  le  plan 
variable  soit  astreint  à  passer  par  une  droite  fixe? 

(E.  Gaiien.) 

1980.  Déterminer,  de  la  manière  la  plus  générale,  une  courbe 
(plane  ou  gauche)  telle  que  toutes  ses  conchoïdes  par  rapport 
à  un  point  de  l'espace  convenablement  choisi  soient  des  courbes 
spliériques.  (R.  BiucAUD.) 

1981.  Toutes  les  coniques  réelles  qui  passent  par  le  point 
double  d'un  limaçon  de  Pascal  et  lui  sont  tritangentcs  sont 
des  ellipses  égales  entre  elles.  (H.  BniCAiU).) 
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[05j]  [06g] 
SUR  LES  ASYMPTOriQlES  DES  SURFACES  PSEUDOSPUÉRIQIES 
DE  RÉYOLLTIO\'; 

Par  m.  Henri  PIGGIOLI. 


Dans  une  JNoLe  insérée  clans  ce  Journal  ('),  partant 
des  formules  qui  lient  les  moments  des  directions  prin- 
cipales d'une  courbe  gauche  par  rapport  à  une  droite 
fixe,  j'en  ai  déduit  le  théorème  cpie  voici  : 

Toute  courbe  dont  les  normales  principales  ren- 
contrent une  droite  fixe  jouit  de  la  propriété  que  le 
moment  de  ses  tangentes  par  rapport  à  cette  droite 
est  constant. 

Ce  théorème  est  applicable  aux  géodésicpies  des  sur- 
laces de  révolution  et  l'on  peut  aisément  reconnaître 
(pie  ce  n'est  autre  chose  que  le  théoième  de  Clairaul. 
En  eiïc't,  si  nous  calculons  le  produit  du  ravoa  d'un 
parallèle  au  [>oint  de  rencontic  de  celui-ci  avec  la  géo- 
désique,  par  le  sinus  de  l'angli;  sous  lequel  la  géodé- 
sique  coupe  le  méridien,  nous  tiouverons  pour  lé- 
sultat  M,. 


(')    Voir  '|°  série,  t.  II,  1902,  p.  177. 

Je  |)roliLc  de  l'occasion  pour  l'aiic  reinarqucr  (|ue  les  rcsulLals 
obtenus  par  M.  Duporcq  clans  la  remar(|ue  qui  l'ail  suite  à  ma  Note 
(p.  iSi)  avaient  clé  déjà  trouvés  par  .M.  Pirondini  :  Retlifica  di 
un  tcorema  e  dirnoslrazione  di  alcuni  tcoreini  gcometrici  (  Gioi- 
nale  di  Maleniatiche,  t.  XXVIII,  i<S8'),  Napoli). 

Ami.  de  Mulliëniat.,  '1°  série,  l.  III.  (Oclobre  iyo3.)  28 
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Écrivons  les  formules  qui  lient  les  momenls 

i    dl  p    ' 

1  ^M.2  IMi        M3 

I     as  p  'z 

— 7—= COS62. 

\     as  z 

el  supposons  qu'il  s'agisse  des  asyniptoliques  d'une  sur- 
face de  révolution.  Faisant  W3  nul  dans  la  troisième  des 
formules  (i)  on  trouve 

M2=  -rcosOa 
ou  bien 

I2  tangO,  =  -t. 

Il  s'ensuit  pour  la  courbure  totale  de  notre  surface 
l'expression  que  voici  : 

^~       (/2tang02)2" 

En  particulier,  si  t  est  une  constante  réelle  (ce  qui 
est  le  cas  pour  une  surface  pseudospliérique,  comme  ou 
sait),  on  a  l'énoncé  suivant  : 

JEn  tout  point  dUine  ligtie  asj  niptotique  d'une  sur- 
face pseudospliérique  de  jéi^olution,  le  produit  de  la 
plus  courte  distance  entre  la  normale  principale  à  celte 
ligne  asj  niptotique,  au  point  considéré,  et  l'axe  de  la 
surface,  par  la  tangente  Irigonoviétrique  de  l'angle 
de  ces  directions,  est  éeal  au  rayon  de  torsion  x  de 
Vasyniplotique. 

L'éliiniiialion  de  M,,  IMo,  IMj  des  formules  (1)  nous 
conduit  à  la  relation 

p  COSO3  =  consl., 
c:'esl-;i-diie  : 

Le  long  d'une  asyinpfoUque  d'une  su/ face  pseudo- 
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sphériqiie  de  l'é^'olutlon,   le  produit  de  son  rayon  de 
première  courbure  par  le  cosinus  de  l'angle  que  sa 
hinorniale  {^normale  à  la  surface)  fait  avec  l'axe  est 
constant. 

Au  moyen  de  celle  propriélé  on  pourrail  calculer 
les  équallons  inuinsèques  des  asymploliques  des  Irois 
types  de  surfaces  pseudospliériques  de  révolulion.  Elles 
rentrent  dans  la  classe  de  courbes  définies  par  l'équation 

"P5?-(pj-^^^'         (cconst.), 

le  rayon  T  élant  une  constante.  Celle  équation  se  déduit 
des  formules  de  Serret  entre  lesquelles  on  élimine  les 
cosinus. 


Sl'U  IJ\E  CERTAINE  COURUE  GAUCHE  DU  SIXIÈME  ORDRE; 

Par  m.  Gii.  BIOCHE. 


J'ai  été  conduit,  à  l'occasion  de  mes  recherclies  sur  les 
surfaces  du  lioisièuie  ordre  qui  admettent  pour  ligne 
asymptolique  une  cubique  gauche  ('),  à  considérer  la 
courbe  d'intersection  de  la  surface  cubique 

XYZ4-K2(X  +  Y-hZ)  =  o 

avec  le  c6n(; 

YZ  +  ZX  -h  XY  =  o. 

Cette  couibe  constitue,  avec  les  trois  droites  à  l'infini 
sur  la   surface  cubique,   rinterscclion   de   cette  surface 

(')  Bull.  Soc.  Mcilli.  (le  France,  l.  XXVH,  1899. 
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avec  son  hessieii;   elle  possède  des   propriétés   simples 
qu'il  me  semble  iiiléressaut  d'indiquer.. 

1.  On    voit    iinmédialeinent    que    la    courbe    est    du 

sixième  ordre,  et  qu'elle  possède  quatre  points  doubles  : 

l'un  à  l'oiigine,   les  autres   à  l'infini    sui-   les    axes   de 

coordonnées.    Les    surfaces   dont  elle  est   l'intersection 

avant  pour  centre  l'origine   et  pour   plans  de   symétrie 

les  [)lans 

Y  =  Z,         Z  =  \,         X  =  Y, 

la  courije  admet  ces  symétries.  Comme  les  plans  passent 
par  le  centre,  elle  admet  comme  axes  de  symétrie  les 
perpendiculaires  à  ces  plans,  autrement  dit  les  trois 
droites  d'intersection  du  plan 

X  -f-Y-^Z  =  (. 

avec  les  plans  de  coordonnées. 

2.  On  peut  obtenir  facilement  les  expressions  des 
coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  d'un 
paramètre  arbitraire  en  remarcjuant  que  les  équations 
des  surfaces  considérées  peuvent  s'en  ire 

II        '','"'_ 
Y  Z  "^  Z  X  ^  X  Y  ""  K^  ""  '^' 

I  I         I 

_  _^  _  +  _  -  o. 

On  a  entre  y'  v'  7  '-^'^'^  relations  analogues  à  celli's 
qui  existent  (;ntie  les  racines  qui  donnent  eos  ^  en  fonc- 
tion de  i.osa.  Un  calcul  fac  ile  conduit  alors  aux  ioiiuulcs 

K  cos  -^  K  cos  ^  K  oos  -r 


•)  ^os(^o-^^~) 


2t:\  /  r 

cos  (OH —  -  -      -- 
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'y  elanl  un  paramèlro  variable.  On  déduil  de  Jà  imnié- 
diatenicnl  que  les  asympiotes  de  la  courbe  sont  les 
droites 

^  Y=3      K,  (  Y  =—  K,  ^  Z  =       K, 

(  Z  3.  -  K,  i  Z  =      K,  i  X  =  -  K, 

i  Z  =.-K,  j  X=      K,  ^  X=-K, 

I  X  =       K,  j  Y  =:  -  K,  i  Y  =       K. 

Ces  six  droites  sont  situées  sur  la  quadrique 
YZ  -^  ZX  -f-  XY  -4-  K2  =  o  ; 

elles  appartiennent  trois  par  trois  aux  deux  systèmes  de 
génératrices. 

3.    On  peut  obtenii'  très  facilement  les  résultats  pré- 
cédents en  remarquant  que,  si  l'on  ctTeclue  la  tiansfor- 

niation 

XX' =  YY'=  ZZ'=  K2, 

on  obtient,  comme  transformées  de  la  surface  cubique  et 
du  cône,  la  quadrique  de  révolution 

Y'Z'+Z'X'+X'Y'-j-K2  =  o 
et  le  plan 

X'^Y'-t-Z'  =  o. 

La  courbe  considérée  a  pour  transformée  un  cercle; 
elle  admet  les  symétries  de  la  (igure  formée;  par  ce 
cercle  et  les  plans  de  coordonné(;s  ;  et  l'on  njtrouve 
l'expression  des  coordonnées  au  moyen  d'un  ])aramètre 
variable  en  remaifpjant  que  les  coordonnées  triin  point 
du  cercle  sont  données  par 

X     _  Y  Z  _      K 

COSCp  /  27r\  /  4'ir\  TC 


(^^t)    '''{"^-^t) 


cos  • 
6 
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[M-3h:i] 

SIR  LES  SIRFACES  Dl  TROISIÈME  ORDRE 
A  QIATRE  POINTS  DOIBLES; 

Par  m.  Cii.  BIOCHE. 


On  sait  que  le  lieu  des  points,  tels  que  leurs  projec- 
tions sui'  les  côtés  d'un  triangle  soient  en  ligne  droite,  est 
le  ceiele  circonscrit  à  ce  triangle.  Le  lieu  des  points  de 
l'espace  tels  que  leurs  projections  sur  les  faces  d'un 
tétraèdre  soient  dans  un  plan,  est  inie  surface  du  troi- 
sième ordre  ayant  pour  points  doubles  les  sommets  de 
ce  tétraèdre;  cette  surface  n'est  pas  la  surface  la  plus 
générale  du  troisième  ordre  à  quatre  points  doubles,  on 
peut  la  caractériser  par  une  propriété  simple  que  je  vais 
indiquer  après  avoir  fait  sur  les  coniques  circonscrites 
à  un  triangle  et  les  surfaces  du  iroisième  ordre  à  quatre 
points  doubles  cjuelques  remarques  qui  peuvent  donner 
lieu  à  des  exercices  intéressants. 

1.  L'équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un 

triangle  peut  s'écrire,  si  l'on  prend  ce  triangle  comme 

triangle  de  référence, 

a         S         Y 
(F)  _  +  ^  +  l=o. 

Les  tangentes  aux  sommets  coupent  les  côtés  opposés  en 
des  points  situés  sur  la  droile 
X        Y        Z 

(A)  -4-  -  -4-    -  =  O. 

a        p        Y 
La  connaissance  de  la  droile  A  entraine  celle  de  la  co- 
nique r.   Si  X,   Y,  Z   représentent   les  distances  d'un 
point  aux  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  de  référence, 
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si  «,  b^  c  sont  les  côtés  de  ce  triangle,  la  droite  A  coupe 
le  côté  AB  en  un  point  M  tel  que 


MA 


eux 


MB         ^? 

En  particulier,  la  conique  V  est  le  cercle  circonscrit  au 

triangle  si 

«_  _  p  _  Y 
abc 


—  j 


c'est-à-dire,  si  A  divise  chaque  coté  du  triangle  dans  le 
rapport  des  carrés  des  côtés  qui  aboutissent  à  ses  extré- 
mités. 

2.  L'équation  générale  des  surfaces  du  troisième  ordre 
à  cjuatre  [loints  doubles  peut  s'écrire,  si  l'on  prend  pour 
lélraèdre  de  référence  le  tétraèdre  formé  par  les  points 

doubles, 

a         3         •'         0 

Le  plan  tangent  en  un  point  pris  sur  une  arête  du 
tétraèdre,  les  sommets  exceptés,  est  fixe  cjuelle  que  soit 
la  portion  du  point  sur  l'arête  5  par  exemple,  le  long  de 
l'arête  X  =  Y  ==  o,  le  plan  tangent  est 

X       Y 

a         p 

Les  plans  tangents  correspondant  à  deux  arêtes  opposées 
se  coupent  suivant  une  droite  située  sur  la  surface;  on 
obtient  ainsi  les  trois  droites  cjui,  avec  le  système  des 
arêtes  du  tétraèdre,  constituent  l'ensemble  des  droites  de 
la  surface  S.  Ces  trois  droites  sont  situées  dans  le  plan 
X       Y       Z       T 

ce  soiit  les  diagonales  du  (piadrilatère  conq)let  (jue  le 
tétraèdre  détermine  sur  ce  plan. 
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La  connaissance  du  plan  (II)  eniraîne  celle  de  la  sur- 
face S.  Si  X,  Y,  Z,  T  représentent  les  distances  d'un 
point  aux  faces  BCD,  ACD,  ADC  du  tétraèdre;  si  a,  b, 
c,  d  sont  les  aires  de  ces  faces,  le  plan  n  coupe  l'arête  AB 
eu  un  point  M  tel  que 

MA  _  a^jL 
MB  ~  ¥f 

3.  Cela  posé,  on  peut  démontrer  (pie  la  surface  lieu 
des  points  tels  que  leurs  projections  sur  les  côtés  du 
tétraèdre  de  référence  soient  dans  un  plan  correspond 
au  cas  où 

a        b        c        d 

c'est-à-dire  si  II  divise  chaque  arête  du  tétraèdre  dans  le 
rapport  des  carrés  des  faces  qui  aboutissent  à  ses  extré- 
mités. Il  suffit  de  former  l'équation  de  la  surface  S  lieu 
des  points  considérés  et  de  leconnaiire  la  signification 
géométrique  des  coefficients  de  celte  équation. 

Tl  serait  facile  de  faire  quelques  autres  rapprochements 
entre  les  propriétés  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
et  de  la  surface  de  troisième  ordre,  lieu  des  points  dont 
les  projections  sur  les  faces  d'un  tétraèdre  sont  dans  un 
même  plan.  Par  exemple,  si  dans  un  triangle  on  con- 
sidère le  point  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  dis- 
tances aux  côtés  est  minima  (point  de  J^cîmoine),  les 
droites  qui  joignent  ce  point  aux  sommets  coupent  les 
côtés  aux  conjugués  des  points  situés  sur  A.  Si  dans  un 
tétraèdre  on  prend  le  point  tel  que  la  somme  des  carrés 
de  ses  distances  aux  faces  soit  minima,  les  jilans  passant 
par  les  arêtes  et  ce  point  coupent  les  arêtes  opposées  aux 
conjugués  des  points  situés  dans  U. 
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[05h] 

SIR  l]\E  PROPRIÉTÉ  DES  L!G\ES  DE  COURBURE 
DES  SURFACES; 

Par  m.  Feux  GODEY, 
Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Sous  ce  lilre,  M.  Bricard  a  établi  récemment,  par  la 
voie  géométrique,  un  lliéorème  relatif  aux  plans  oscu- 
laleuis  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  quelconque 
[voir  l'énoncé  dans  !e  numéro  d'août  des  N.  A.,  p.  36o), 
Suivant  le  désir  exprimé  par  la  Rédaction,  je  vais  donner 
une  démonstration  analytique  du  même  théorème. 

Je  suppose  la  surface  S  rapportée  à  ses  lignes  de 
courbure 

u  —  const.,         V  —  const.; 

nous  avons  donc  par  iijpotlièse  : 

1° 

F  =  x'„  t'^  -+-  y,,  y\.  +  z-'„  -;  =  o  ; 

1'^  .^'i  j)',  z  vérifient  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre 


A(?<,  v) H  B(i<,  v) 


du  dv  du  âv 

Ceci  posé  le  plan  osculateur  aux  courbes  u  =  consl.  aux 
différents  points  d'une  même  courbe  »  =  const.  aura 
pour  é(jualion 

(  X  —  -T-  )  (/„  -«-  —  *'„  r",-:  )  -I-  (  V  —  j  )  (  z'„  xU  ~  K  -»5  ) 

H-  (  Z  —  s  )  (;r'„ jk'%  —j'u  -r",.^  )  =  o. 

Ce  plan  contient  un  paramètre  variable  «'5  il  enveloppe 


(  U2  ) 

donc  une  développable  et,  pour  avoir  la  génératrice  T 
correspondant  au  point  m,  il  faut  simplement  chercher 
la  caractéristique  de  ce  plan;  en  dérivant  par  rapport 
à  p»  l'équation  ci-dessus  on  a 

Par  suite,  les  cosinus  directeurs  de  l'intersection  de  ces 
deux  plans,  c'est-à-dire  les  cosinus  directeurs  de  la  géné- 
ratrice T,  seront  proportionnels  à 

a  =       (  -'„  -z:",,,  —  x'„  zl'. )  ( x"^ „y"n'-  -1-  x'„ /,',-.,,  —/„ ^ x,^-  —  /„ ^^".'v ) 


INlais  de  la  relation 

0'L.=  A0'„-4-B6', 

on  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  u, 

O;;.,  =  A  C-  +  AB  0'„  +  B2 6;  +  a;  6'„  +  B'„  0',  ; 

d'où,  en  remplaçant  xl^^„  y[^^,^  z[^^,^  x",^^,^  J'u^v^  -«^^  par 
leurs  valeurs, 

a  =  (B'„-+-  B)  \{z'ax"n-^—x'„  40  (a^',/^— j'«3V) 

—  (  ^-ayn-  —  y  H  ^■""'  )  (  5'„  X'^  —  X'„  z'^  )] 

-4-  B[{z'„x,r.—  ^u^"-)  (^i,7«^--JV.î-»0 

—  (  x'^y,,'- — y,  x"n-  )  (  -['  ^"k-- — a\.  z','r.  )]. 

Développant  et  sinijjlifiant,  on  obtient  par  un  calcul 
régulier 


a  =  [  n  x!,.  -  (  B2  -h  B'„  )  A-'„  ]  X  D, 


ou 


D  = 


j;:»  y>  y 
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et,  par  pcrniutatiou  circulaire, 

6  =  [B7;,-(B2+b:jj,;]xD, 

Nous  aurons  de  même,  pour  cjuaiitités  proportionnelles 
aux  cosinus  directeurs  de  la  génératrice  T', 

c'  =  A4-.  —  (A2+A:,)4• 
11  suffit  donc  de  démontrer  l'identité 

S  [  B  :^■^-  —  (  B2  4-  B'„  )  x\,  ]  [  A  xU  —{PC--v-M^)x'^^  =  o; 
c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de 

^'u^'v + r'uy'v  +  -«  ^'v  =  o. 

l'identité 

Q.  =  ABS(^;',=40  -  A(B2-t-  W,,)Z{x[,x'U) 

—  B(A2-h  K)^{<  ^"0  =  o. 

Nous  allons  déduire  de  la  relation 

^'uxl-^y'uj'v  +  -«  -w  =  O) 

les  valeurs  de  I,xl,xi,;  Y.x\^x^^\  ^x\,x[,..\  pour  cela  déri- 
vons cette  égalité  par  rapport  à  «,  on  obtient 

Y.x'^,Xu^~—  AE, 

où  E  =  Sx,'i2. 

On  a  de  même,  en  dérivant  par  rapport  à  v^ 

S.r,>":  =  — BG, 
où  G  =  Sx^2. 

Dérivons  encore  par  rapport  à  v  la  première  des  deux 
équations  ci-dessus,  on  a 

il  a;v5 r' jî  -t-  2  a"^  a?,, v  =  —  A  ^  E  —  AE^ , 
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(Voù,  loul  calcul  régulier  fait,  en  remplaçant  xj";^,  par  sa 
valeur  obtenue  précédemment, 

i.xUx"„.  =  -  (  B^  +  b;, ) G  —  A2  E  -  a; e. 

Remplaçons  enfin,  clans  li,  les  trois  S  par  les  valeurs  qui 
viennent  d'être  obtenues,  il  vient  : 

Q  =_  AB[(B2-i-B;jG-t-(A2-+- A:,)E] 

+  A(B2+B;,)BG-hB(A2-i- a;,)AE  =  o. 

C.     Q.     F.     T). 

Note  de  la  Rédaction.  —  Nous  avons  reçu  ée:alement 
de  M.  Jamet  une  démonstration  analytique  à  peu  près 
identique  à  la  précédente,  et  de  ^I.  Genty  une  démon- 
stration fondée  sur  l'emploi  du  calcul  vectoriel. 


[I22a] 

SUR  wm  mn  m  m.  fo\'te\é 

RELATIVE  AIX  EXTIERS  ALGÉBRIQUES  DE  LV  FORME 

■^  -f-  y  V' —  5  ; 
Par   m.    E.    GAHEN. 


M.  Font(>né,  dans  une  Note  publiée  dans  ce  Recueil 
(4'"  série,  t.  III,  ]>.  209),  a  indicpié  un  moyen  d'étendre 
aux  entiers  de  la  forme  .r  +y\/—  5  (.r,  y  entiers  ordi- 
naires) les  lois  de  la  divisibilité  des  nond)res  entiers 
ordinaires. 

11  suffit  de  leur  adjoindre  les  nombres 

71 


(  445  ) 

Eu  particulier  le  théorème  fonclaïueutal  : 

'Tout  nombre  n'est  déconiposahie  que  d'une  seule 
façon  en  Jacleui  s  premiers, 

s'applique  dans  ces  contliiioiis. 

C'est  ce  qu'annonce  ]M.  Fouteué,  mais  il  ne  le  dé- 
montre pas,  parce  que,  ni'a-t-il  dit,  sa  démoustratiou  est 
compliquée.  Eu  voici  une  très  simple  que  je  propose. 

Considérons  un  ensemble  de  nombres  imaginaires  tels 
que  le  produit  de  deux  nombres  aj)partenant  à  cet  <'n- 
semble  y  appartienne  aussi. 

Représentons  ces  nouibres  par  des  points  à  la  façon 
ordinaiie  (le  point  a  -h  hi  étant  re[)iésenté  par  le  point 
de  coordonnées  «,  Z>,  dans  un  système  d'axes  rectan- 
gulaires). Supposons  que  l'ensemble  de  ces  points 
jouisse  des  deux  propriétés  suivantes  : 

i'*  Etant  donné  un  point  quelconque  du  pUni  il  y  a 
au  moins  un  point  de  l'ensemble  qui  en  est  à  une  dis- 
tance plus  petite  que  i . 

■2"  Le  nombre  des  points  dont  la  distance  à  l' oii^ine 
est  plus  petite  qu  une  tjuantiLé  donnée  est  fini. 

II  suffit  alors  de  i'é|)élei-  le  raisonnement  fait  aux 
n'-^   457   et    i63    de  nos   Eléments  de   la   Théorie   des 


nombres  sur  les  cntieis  de  la  luinie  oc  -\- j'\/  —  i,  pour 
numlrcr  (|u'il  existe  un  algorithme  du  plus  grand  com- 
mun diviseur;  d'où  suivent  toutes  les  conséquences  du 
n"  463  cl,  en  [)arlicidier,  le  théorème  fondamenlal 
énoncé  plus  liant. 

llepréscnlons  donc  l'ensend)le  des  nombres 

/ }.r  -+-  (1  -H  v/ —  5)  K 

■'■~ys/-'J     et.     ^——^ —■ 
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la  seconde  propriété  est  évidente.   Pour  démontrer  la 
première,  ne  considérons  que  les  nombres  de  la  seconde 
classe. 

Si  la  propriété  à  démontrer  est  vraie  pour  ces  nombres, 
elle  l'est,  a  fortiori^  pour  l'ensemble  des  nombres  des 
deux  classes. 

Or  les  nombres 

IX  -V-{\-\-  sj  —  5)  K 

sont  représentés  par  les  sommets  d'un  réseau  de  paral- 
lélogrammes égaux  disposés  comme  l'indique  la  figure  i . 

Fis;.  I. 


/r/  /  / 

/  1 

/:///// 

/       / 1  B/      /C     /       / 

/        / 

'/'ohyÂ''/''''/ 

L 

////// 

\y 


Dans  le  parallélogramme  OABC  qui  sert  de  base  au 
réseau,  les  sommets  O,  A,  B  ont  pour  coordonnées 
respectivement 


(0,0),     (o,  v/ï),      {■^,^\ 


Les   dimensions   de    ce   parallélogramme   sont    complè- 
lemcnt  fixées  par  les  données  suivantes  : 

OA  =  /^,         013  =  /j,         AB  =  /3. 
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Et  tout  revient  à  démontrer  que  : 

Tous  les  points  de  l'intérieur  d'un  parallélogramme 
ayant  pour  côtés  ^/a,  y/3,  et  pour  petite  diagonale  y/3, 
sont  distants  de  V un  au  moins  des  sommets  de  moins 
de  I . 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  le  démontrer. 

D'ailleurs  une  ligure  suflit  pour  constater  que  quatre 
cercles  de  ravon  i ,  décrits  des  quatre  sommets  comme 
centres,  couvreut  tout  le  parallélogramme  {fig-  2). 

Fig.  2. 


Les  résultats  exposés  par  M.  Fontené  se  généralisent 
d'ailleurs  pour  tous  les  entiers  algébriques  du  second 
degré.  C'est  ce  qu'on  peut  voir  dans  Ausgewâlilte 
Kapitel  der  Zahlentheorie  de  M.  Klein  [t.  II,  p.  pi 
et  suiv.  (GiJttingen,   '897)]. 

L'idée  fondamentale  est  la  même  que  celle  de  M.  Fon- 
tené. Elle  consiste  à  considérer  ensemble  toutes  les 
formes  quadratiques  de  même  déterminant,  puis  à  for- 
mer certains  nombres  algébriques  dont  ces  formes  sont 
les  normes.  C'est  l'ensemble  de  ces  nombres  qui  obéit 
aux  lois  de  la  divisibilité  ordinaire. 
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[08] 
SIR  LE  DÉPLACEMENT  D'UNE  FIGURE  DE  GRANDEIR  INVARIABLE 
ASSUJETTIE  A  TROIS  CONDITIONS; 

Par  m.   R.  BRIGARD. 


1.  Quand  «ne  figure  (F)  de  grandeur  invariable  esl 
assujellie  à  trois  eondilioiis  seulement,  sa  position  clans 
l 'espace  dépend  de  trois  parainèties  indépendants  et,  en 
général,  un  point  de  (F)  peut  être  amené  à  eoïncidei- 
avec  un  point  (|uelconrjue  donné  dans  l'espace  (sous  la 
réserve  de  ceitaines  conditions  de  réalité,  bien  entendu). 
11  peut  V  avoir  exception  pour  certains  points  de  (F), 
(|ue  les  conditions  du  déplacenjent  obligent  à  rest(;r  sur 
des  surfaces  bien  définies  :  ainsi,  la  figure  (F)  peut  être 
astreinte  précisément  à  ce  que  trois  de  ses  points  restent 
sur  des  surfaces  données.  On  peut  encore  considérer 
le  dcplaceinent  à  trois  paranièlrts  d'un  trièdre  triiec- 
tangle  dont  les  faces  touchent-  une  cjuadritpie  donnée 
(ou  même  trois  (juadriques  liomofbcales)  :  le  sommet  du 
trièdre  reste  sur  une  sphère,  comme  il  est  bien  connu. 

Un  théorème  dû  à  M.  Mannhein  (')  apprend  que,  pour 
les  co^  déplacements  infiniment  petits  que  (I^)  peut  rece- 
voir à  partir  d'une  de  ses  positions,  il  (îxiste  oo-  points 
de  cette  figure  qui  restent  chacun  sur  un  élément  d(! 
surface  bien  déterminé  :  ce  sont  les  points  d'un  certain 
hypciboloïde. 

Cet  liyperboloïde  peut  devenir  indéterminé  dans  cer- 
tains cas,  et  alors  tous  les  [)oinls  de  (F)  restent  sur  des 


(  '  )   Princijies    et    développemenls    i(t    Gconiclrlc    tinétnaliquc, 

p.  3.:;. 
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éléments  de  surface  bien  déterminés,  pour  tons  les  dépla- 
cements inliniment  petits  dont  il  s'agit. 

11  est  naturel  de  se  poser  la  question  suivante,  et  ce 
sera  l'objet  de  cette  Note  :  peut-ii  arriver  que  la  parti- 
cularité dont  il  a  été  question  en  dernier  lieu  s'étende  à 
tous  les  déplacementsyZ«i5  de  (F)?  Autrement  dit  : 

ZJ ne  figure  (F)  de  grandeur  invariable  est  assu- 
jettie à  trois  conditions  seulement.  Ces  conditions 
peu\>ent-elles  être  choisies  de  telle  manière  que  tout 
point  de  (F)  soit  astreint  à  rester  sur  une  certaine 
surface  ? 

Or,  on  voit  tout  de  suite  une  réponse  à  cette  question  : 
quand  une  figure  est  assujettie  à  avoir  un  point  fixe, 
trois  conditions  seulement  lui  sont  imposées,  et  chaque 
point  de  cette  figure  reste  sur  une  sphère  (ou  sur  un 
plan,  si  le  point  fixe  est  à  l'infini). 

L'étude  qui  va  suivre  établira  que  cette  solution  est 
la  seule. 

2.  Considérons  une  figure  (F),  de  grandeur  inva- 
riable, assujettie  à  trois  conditions  telles  que  chaque 
point  de  (F)  soit  astreint  à  rester  sur  une  certaine  sur- 
face. Soient  «,  Â,  c  trois  points  appartenant  à  (F),  non 
en  ligne  droite,  et  désignons  par  (A),  (B),  (C)  les  sur- 
faces sur  lesquelles  ils  restent  respectivement  (^surfaces 
trajectoires).  Si  ces  points  ne  sont  pas  choisis  d'une 
façon  particulière,  chacun  d'eux  peut  occuper  une 
position  arbitraire  sur  sa  surface  trajectoire  (  '  )  ;  on  peut 

(  '  )  En  piïct,  si  l'on  ne  pouvait  trouver  trois  points  tels  que  chacun 
se  déplace  librement  sur  sa  surface  trajectoire,  il  faudrait  en  con- 
clure que  chaque  point  de  (F)  décrit  une  courbe,  et  il  est  imniédia- 
teiiient  visible  qu'il  n'existe  pas  de  déplacement  à  trois  paramètres 
(ni  môme  à  deux)  tel  que  chaque  point  de  la  figure  mobile  décrive 
une  courbe. 
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supposer  que  les  trois  conditions  imposées  à  (F)  sont 
précisément  que  les  points  <7,  h,  c  restent  respectivement 
sur(A),  (B),  (C). 

Soit  m  un  point  de  la  droite  ab  :  ce  point  doit  rester 
sur  une  surface  (M);  mais  il  est  clair  que  le  déplacement 
du  point  m  résulte  uniquement  de  sa  liaison  avec  les 
points  a  al  b  :  la  condition  imposée  au  point  c  n'inter- 
vient en  rien  dans  la  définition  de  ce  déplacement.  Nous 
sommes  ainsi  amenés  à  la  question  suivante,  plus  simple 
que  le  pioblème  proposé. 

Un  segment  ab  de  longueur  constante  se  déplace  de 
telle  manière  que  ses  extrémités  a  et  b  restent  respec- 
tivement su.r  des  surfaces  données  (A)  et  (B).  Dans 
quel  cas  ces  deux  conditions  sujjisent-ellcs  à  astreindre 
un  point  quelconque  m  de  ab  à  rester  aussi  sur  une 
surface  déterminée  (M)? 

Soit  «o/'o  (ligure  ci-dessous)  l'une  des  positions  que 


peut  prendre  le  segment  mobile  ab.  On  peut  déplacer  le 
segment  ab  de  telle  manière  que  le  point  a  décrive  une 
courbe  quelconque  (a)  tracée  sur  (A)  et  passant  par  <-/„, 
(  t   que   le    point  b  dé(i-i\e  une  courbe  (juelconque  ([i) 
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tracée  sur  (B)  et  passant  parZ?o-  Le  point  m,  actuellement 
situé  en  m^  décrit  dans  ces  conditions  une  irajectoire 
déterminée  {\x).  Le  plan  (Pjj.)  normal  à  cette  trajectoire 
au  point  «/g,  passe  comme  l'on  sait  parla  droite  L 
commune  aux  plans  (P,,)  et  P^),  normaux  respecti- 
vement à  (a)  en  a^  et  à  [fj)  en  ^o- 

Les  deux  pians  (P„)  et  (P^)  contiennent  respective- 
ment la  normale  A  à  (A)  au  point  a^  et  la  normale  B 
à  (B)  au  point  b^.  Si  ces  deux  normales  ne  se  rencontrent 
pas,  à  distance  finie  ou  infinie,  on  peut  évidemment  dis- 
poser des  courbes  arbilj-aù-es  (a)  et  (,3)  de  telle  manière 
que  les  plans  (P„)  et  (P^)  rencontrent  respeciivement 
les  droites  A  et  B  en  des  points  cjueîconques  donnés 
a  priori.  La  droite  L  commune  à  ces  deux  plans  sera 
une  droite  quelconque  s'appuyant  sur  A  et  sur  B,  et  le 
plan  (Pjj.)  un  plan  quelconque  passant  par  /??o- 

Ainsi,  dans  le  cas  où  les  normales  A  et  B  ne  se  ren- 
contrent pas,  le  point  m  peut  se  déplacer  à  partir  de  m^ 
normalement  à  un  plan  quelconque.  Le  point  ;;/  n'a  donc 
certainement  pas  de  surface  trajectoire  déterminée. 

Il  est  donc  nécessaire  que  A  et  B  se  rencontrent,  à 
distance  finie  ou  infinie.  Réciprociuement,  si  cette  con- 
dition est  remplie,  et  si  Ton  désigne  par  i  le  point  de 
rencontre  de  ces  droites,  on  voit  que  toutes  les  trajec- 
toires possibles  du  point  m  à  partir  de  m^  seront  nor- 
males à  la  droite  iiiç^i.  Autrement  dit,  pour  tous  les 
déplacements  possibles  du  segment  nb  à  partir  de  la 
position  «0 /^o,  le  point  m  reste  sur  un  élément  de  sur- 
fa(U'  bien  déterminé,  normal  à  la  droite  m^i. 

il  faut  (pu;  cette  circonstance  se  présente  pour  toutes 
les  positions  possibles  de  la  droite  ab.  Voici  donc  le 
problème  qui  se  pose  : 

Trouver  deux  surfaces  {k)  ci  (B)  telles  que  si  ith  est: 
un  se^/)ic/U  //uelconque,  de  longueur  cons>enable  dont 
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les  extréniilés  a  et  h  se  trouvent  respectivement   sur 
ces  surfaces,  la  normale  A  à  (A)  en  «,  et  la  normale  B 
«  (B)  en  b  se  rencontrent. 

Fixons  pour  un  moment  le  point  a  en  Oq  sur  (A)  : 
le  point  b  peut  alors  décrire  une  certaine  courbe  (^') 
intersection  de  (B)  et  d'une  sphère  ayant  son  centre  en  «o- 
Soit  ^0  u"  point  quelconque  de  cette  courbe.  La  droite  B, 
normale  à  (Bo)  en  b  doit  par  liypollièse  rencontrer  A, 
normale  à  (Aq)  en  a.  Mais  B  détermine  avec  a^b^  le 
plan  normal  à  ([5')  en  b^.  La  courbe  (|j')  est  donc  telle 
que  tous  ses  plans  normaux  contiennent  A  :  c'est  un 
cercle  d'axe  A  ('). 

Ce  raisonnement  ne  tombe  eu  défaut  ([ue  si  B  et  A 
sont  confondues,  c'est-à-dire  si  les  surfaces  (A)  et  (B) 
sont  parallèles.  S'il  en  est  ainsi,  considérons  un  point  c 
de  la  ligure  (F),  non  situé  sur  la  droite  ab;  ce  point  c 
ne  décrit  certainement  pas  une  surface  parallèle  à  (A), 
puisque  ab  n'est  pas  normale  à  (A).  On  remplacera 
dans  le  raisonnement  le  point  b  par  le  point  c,  et  les 
conclusions  seront  de  nouveau  légitimes. 

A  chaque  point  «o  de  (A)  correspond  ainsi  un 
cercle  (^3')  tracé  sur  (B)  [il  est  bien  évideut  qu'à  deux 
points  au  plus  de  (A)  peut  correspondre  le  môme  cercle 
de  (B)].  La  surface  (B)  doit  donc  contenir  des  cercle^ 
dépendant  de  deux  paramètres,  d'une  façon  continue. 
C'est  nécessairement  une  sphère,  car  il  n'y  a  pas  d'autre 
surface  jouissant  d'une  telle  propriété  (-).  Ou  voit  en 
outre  que  toutes  les  droites  telles  que  A  passent  par  le 
centre  de  cette  spi)ère  :  (A)  est  donc  aussi  une  sphère 
concentrique  à  (B). 


(')    Ce   pourrait   aussi   cire    une  droile    isotrope  rencontrant  A  : 
mais  je  nie  borne  aux  déplacements  réels. 
(=)   Voir  le  n°  3. 
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Ainsi  les  points  a  el  b  décrivenl  deux  sphères  concen- 
triques :  mais  ce  sont  deux  points  quelconques  de  (F). 
Donc  tous  les  points  de  (F)  restent  sur  des  splières  con- 
centriques, et  celte  figure  a  un  point  fixe.  Le  seul  dépla- 
cement répondant  à  la  question  est  bien  celui  qui  avait 
été  signalé  au  début. 

3.  Vers  la  fin  du  n°  2,  je  me  suis  appuyé  sur  la  pro- 
position suivante  : 

La  seule  surface  contenant  des  cercles  dépendant 
de  deux  paramètres,  d'une  façon  continue,  est  la 
sphère. 

Voici  une  démonstration  de  ce  théorème  : 

Soient  (S)  une  surface  contenant  des  cercles  dépendant 
de  deux  paramètres,  d'une  façon  continue,  rl'un  de  ces 
cercles,  (P)  son  plan.  Les  plans  (P)  dépendent  aussi  de 
deux  paramètres  :  en  effet,  s'ils  dépendaient  d'un  seul 
paramètre,  chaque  plan  (P)  contiendrait  une  infinité 
continue  de  sections  circulaires  de  (S),  ce  qui  est  absurbe 
[à  moins  que  le  point  (P)  ne  soit  fixe,  et  que  (S)  ne  se 
réduise  à  ce  plan  ;  or,  le  plan  est  une  sphère  particulière]. 
Les  plans  (P)  enveloppent  donc  une  surface  non  déve- 
loppable  (S). 

Considérons  un  cercle  particulier  Tq  et  soit  (Pq)  son 
plan  5  (PJ  peut  couper  la  surface  (S)  suivant  une 
courbe  T\^  en  plus  du  cercle  l'o-  Désignons  par  /, , 
m,,  .  .  .,  p  les  points  d'intersection  éventuels  de  Tq  et 
de  r'„.  Déj)laçons  maintenant  le  plan  (P),  à  partir  de  la 
position  (Po),  de  telle  manière  qu'il  reste  langent  à  la 
surface  (S),  el  en  l'assujettissant  à  une  condition  con- 
tinue (pielconque  C.  Dans  chacune  de  ses  positions,  le 
plan  (P)  coupe,  au  moins  parlicllemenl,  la  surface  (S) 
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suivant  un  cercle  F,  dont  deux  points,  réels  ou  imagi- 
naires, appartiennent  à  l'une  des  courbes  Fq,  FJ,.  Ces 
deux  points  appartiennent  aussi  à  la  droite  D,  commune 
aux  plans  (P)  et  (Pq). 

Si  l'on  rapproche  indéfiniment  le  plan  (P)  du  plan  (Po), 
la  droite  D  tend  vers  une  position  limite  Dq  [caractéris- 
tique du  plan  (Pq)];  cette  droite  D^  est  simplement 
assujettie  à  passer  par  le  point  de  contact  de  (Po)  t^t 
de  (S),  puisque  la  condition  G  est  arbitraire.  Je  puis 
donc  supposer  que  D^  ne  contient  aucun  des  points  /, 
m,  .  . . ,  p,  à  moins  que  l'un  de  ces  points  ne  soit  jus- 
tement le  point  de  contact  de  (Pq)  ^t  de  (S). 

Mais,  si  cette  dernière  circonstance  se  présente,  quel 
que  soit  le  plan  (Pq),  c'est  que  tous  les  points  de  (S) 
appartiennent  à  (S);  ces  deux  suifaces  sont  donc  con- 
fondues, et  les  plans  qui  déterminent  dans  (S)  di's  sections 
circulaires  sont  ses  plans  tangents.  Chacun  des  cercles 
de  (S)  est  donc  évanouissant;  autrement  dit  (S)  admet 
deux  systèmes  de  génératrices  isotropes  et  ne  peut  être 
qu'une  sphère. 

Ecartons  ce  cas.  Le  cercle  F,  ai-je  dit,  coupe  la  droite  D 
en  deux  points  qui  appartiennent  au  cercle  F^  ou  à  la 
courbe  F'^,,  et  ces  points  se  trouvent  sur  la  droite  L. 
Quand  le  plan  (P)  vient  se  confondre  avec  le  plan  (Pq), 
le  cercle  F  tend  veis  le  cercle  F^-,  les  deux  points  eu 
question  deviennent  à  la  limite  les  points  d'intersection 
de  F„  et  de  L^  et  sont,  je  l'ai  supposé,  distincts  de  tous 
les  points  /,  ///,  .  ..  ,  p.  En  vertu  de  la  continuité,  cela 
ne  peut  avoir  lieu  que  si,  pour  une  position  (P)  quel- 
conque, ces  deux  points  appartiennent  à  F^  et  non  à  F^. 

La  conclusion  est  donc  celle-ci  :  les  deux  cercles  Fq 
et  F  ont  deux  points  communs  i  et  i' .  Les  plans  tangents 
à  (S)  en  chacun  de  ces  deux  points  sont  déterminés  par 
les  tangentes  aux  cercles  Fq  et  F,  ;  il  est  donc  clair,  par 
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raison  de  symétrie,  que  les  normales  à  (S)  aux  points  i 
et  i'  se  rencontrent. 

Mais  les  Jeux  points  i  et  i'  sont  quelconques  sur  (S)  : 
en  eiïet,  ce  sont  les  points  communs  à  (S)  et  à  deux 
plans  (Po)  et  (P),  dont  chacun  est  doublement  indéter- 
miné. On  arrive  donc  à  cette  conclusion  que  les  nor- 
males à  (S),  en  deux  quelconques  de  ses  points,  se 
rencontrent. 

Cette  propriété  définit  bien  une  splière,  car  elle 
revient  à  celle-ci  :  toutes  les  normales  à  (S)  passent  par 
un  point  fixe. 


COXCOIRS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  ^ORMALE  M  1003. 
COMPOSITIOX  DE  .MATIIÉMATIOllES. 

Solution   par   M.    Jean    SERVAIS. 


On  considère  deux  sw faces  du  socoJid  ordre  (P), 
(Q)  définies  en  coordonnées  rectangulaires  par  les 
équations 

(P)  j2  — ^.r  — «2=0, 

(Q)  2j2— a:^— ^r  —  ajK  =  o, 

OÙ  a  désigne  une  constante.  Soit  (G)  la  courbe  d'in- 
tersection de  ces  deux  surfaces. 

I.  Former  les  équations  des  projections  orthogonales 
de  cette  courbe  (C)  sur  le  plan  des  xy  et  sur  le  plan 
des  zx.  Construire  ces  courbes. 

II.  Considérant,  en  particulier,  la  projection  de  (C) 
sur  le  plan  des  zx,  on  déterminera  l'aire  comprise 
entre  l'axe  des  x,  la  brandie  supérieure  de  la  courbe 
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et  les  droites  qui,  dans  ce  plan,  ont  pour  ét/aalions 

X  ^  a.         37  =  a  y/s. 

III.  Soit  M  un  point  de  (G);  par  ce  point  passent 
deux  génératrices  rectilignes  de  la  surface  (  Pj  qui 
renconlrcnt  la  courbe  (C)  en  deux  points  Mi  et  M'^, 
autres  que  M.  Quel  est  le  lieu  (  R)  de  la  droite  M,  M', 
quand  le  point  M  décrit  la  courbe  (C)?  De  quoi  se 
composent  les  intersections  de  la  surface  (R)  a^'cc  cha- 
cune des  surfaces  (P)  et  (Q)? 

IV.  Par  le  point  M),  précédemment  défini,  passe 
une  génératrice  de  (P),  autre  que  la  J/o//e- M|  M  ; 
soit  M2  le  point  d'intersection,  autre  que  M(,  de  cette 
génératrice  de  la  courbe  (C);  par  le  point  INK  passe 
une  génératrice  de  (P),  autre  que  la  droite  MoAl,^ 
soit  M3  le  point  d'inlerseclion,  autre  que  INl^,  de  cette 
génératrice  et  de  la  courbe  (C)*,  on  continue  de  la 
même  façon,  ....  Démontrer  que  la  ligne  polygo- 
nale MM,  Mo  .  .  .  se  ferme  et  qu'il  en  est  de  même  de 
la  ligne  polygonale  obtenue  par  la  même  construction 
en  jem  plaçant  simplement  le  point  M)  par  le  point  M', . 

I.   L'équalion  de  la  projection  de  la  courLe  (C)  sur  le 

plan  des  xy  est 

j'2  —  r-  —  ay  4-  «2  =  o. 

Cette  projection  est  une  hyperbole  équilalère  i'acile 
à  construire  {flg-  i)- 

L'équation  de  la  projection  sur  le  plan  des  zx  est 

En  résolvant  par  raj)port  à  z  on  trouve 


z  =  ' 
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Pour  construire  celte  courbe  remarquons  d'abord  que 

l'origine  est   centre.   Il    suffit  alors   de   donner  à  x  des 

valeurs  positives  pour  avoir  la  nioiiié  de  la  courbe  dont 

011  déduira  le  reste  par  symétrie.  Pour  que  z  soit  réel,  il 

faut  que  x  soit  supérieur  à On  fera  donc  varier  x 

de  — ^  à  +  ce.  A  cliacun  des  sicjnes  du  radical  corres- 

pond  une  branche  de  courbe.  Pour  avoir  les  deux 
asymptotes,  il  suffit  de  dévelo[)per  le  radical  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  x.  Les  premiers  termes 


des  développements  des  deux  valeurs  de  z  sont  ainsi 


3«- 


Les  deux  asymptotes  sont  donc  les  deux  droites 

z  ^  X  -\~  a         et         z  =^  X  —  a, 

et,   de  plus,  le  développement   montre  que  la   courbe 
( x  >>  o)  est  au-dessous  de  ses  asymptotes. 

La  courbe  coupe  l'axe  Ox  aux  points  d'abscisses  ±  a 

et  ±:  a\/'6. 

Ces   renseignements  suffisent  pour   tracer  la  courbe 
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{fig.  2)  qu'on   peut  d'ailleurs  avoir  avec  plus  de  pré- 
cision en  prenant  les  dérivées  des  valeurs  de  z. 

II.    L'aire   cliercliée    est    l'aire   du    triangle    mixti- 
Fig.  2. 


ligne  ABC  {Jig-  2)  et  s'obtient  en  calculant  l'intégrale 


/ 


z  dx, 


où  l'on  prend  pour  z  la  valeur  qui  correspond  au  signe  -f- 
devant  le  radical,  afin  d'avoir  la  branche  supérieure  x\B. 
On  a  alors 


La  seule  diOiculté  de  ce  calcul  est  la  rcclierche  de 
inie 

J=    /  — 1/4^* — '^a'-dx. 


l'intégrale  indéfinie 


s  = 
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Pour  la  calculer,  posons 

v/4  •2""  —  3  ci^  =  t, 
et  elle  devient 

J    i(ia-^-\-fi)       J    \2        2 {3 a'- -\- fi)/ 

a  a-  J^  t 

=  —  ^ ■  arc  tanff • 

•2  '^  '^  a  v/3 

En  revenant  aux  anciennes  variables  et  portant  dans  S, 
on  a 

'■       3a'-  a   /-^ -— ;       «2/3  v/4^^— 3a2\  "  A 

logrrH 1/4^  — 3 «2 ^^— arc  tanç;  ^-î 

Tous  calculs  faits,  on  trouve 

S=(.-?,„g3-îi!)».. 

m.  Pour  traiter  les  deux  dernières  Parties,  remar- 
quons que  riiyperboloïde  (P)  a  deux  génératrices 

X  ^=  o,         y  =±  a, 

parallèles  à  Oz.  11  en  résulte  que  les  projections  des 
génératrices  sur  le  plan  xOy  passeront  par  l'un  des  deux 
points  A(x  =:  o,  j)-^  =  a)  ou  A'(x  =  o,  j)^  =  —  a). 

Soient  alors  x' y'  z'  les  coordonnées  de  M,  sa  projec- 
tion j}i  {/ig-  3)  sur  le  plan  des  xy  sera  située  sur  l'hy- 
perbole et  l'on  aura 

(1)  cc'^—y'-  —  ay'-ha-. 

Les  projections  des  génératrices  qui  passent  jiar  le 
point  M  de  l'espace  seront  les  droites  iniV  et  /;*  A'  (/ig.  3). 
La  droite  //;  A  a  pour  é([iiation 

(  2  )  —, =    -,  > 
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elle  coupe  l'hyperbole  eu  uu  second  point  m^  qui  est  la 
projection  du  point  M,  de  l'espace.  L'équation  aux  j^  des 
poiuls  d'inteisecliou  de  la  droite  wiA  et  de  l'hyperbole 
est  alors 

(jK'— «r+«')(y— «)'— (j'''-«y+«')(7— «/'=o. 

Le  produit  des  racines  de  celle  équation  est  égal  à  a- . 
Comme  l'une  des  racines  est  y'  l'autre  est  égale  à  — ,• 
C'est  l'ordonnée   de  /?/,.   Son  abscisse  est  fournie  par 

Fig.  3. 


l'équation  (2)  où  l'on  donne  à  y\3.  valeur  —y  On  trouve 
ainsi  pour  les  coordonnées  x^  et  y^  de  lUx 


^i  =  — 


a- 


L'ordonnée  z^   du  point  M,   de  l'espace  est  ensuite 
formée  par  l'équation  de  (P) 


X  y 


En  joignanl  le  point  m  {fig-  3)  au  point  A',  on  a  la 
projection  de  la  seconde  géiuM"aliic(î  de  (P)  qui  passe 
en  ]\L  Cette  projection  coupe  Thypcrbole  en  un  second 


(  46i  ) 
point  m\  qui  esl  la  projection  du  point  M',  Je  l'espace 
clierché. 

Il  est  inutile  de  refaire  le  calcul,  car,  puisque  le 
point  A'  remplace  le  point  A,  il  n'y  a  qu'à  changer  a 
eu  _  a  dans  les  formules  qui  donnent  les  coordonnées 
de  M,  pour  avoir  celles  de  M',. 

On  trouve  ainsi,  pour  ces  coordonnées, 

ax'         ,     «^         ,  _     «(.y-— «-) 
'y         *^*     y  ^  y 

On  a  donc 

x\  =  —  xi,      y\  =  yu      z\=  —  zi. 

Les  deux  points  M,  et  M',  sont  symétriques  par  rap- 
port à  Oj  et  la  droite  M,  M',  engendrera  évidemment  le 
conoïde  formé  par  les  droites  qui  s'appuient  sur  Oj  et 
sur  la  courbe  (C)  en  restant  parallèles  au  plan  zOx. 

L'équation  de  ce  conoïde  s'obtient  sans  difficulté  et 
l'on  trouve 

Comme  il  est  formé  de  droites  qui  s'appuient  sur  (C), 
il  coupe  évidemment  les  deux  surfaces  (P)  et  (Q)  d'abord 
suivant  cette  courbe  (C). 

11  coupe  en  outre  (P)  suivant  les  deux  génératrices 

Pour  avoir  la  seconde  partie  de  l'interseclion  avec  la 
surface  (Q),  projetons  l'intersection  sur  le  plan  des  xj. 
Cette  projection  a  pour  équation 

{■xy'!^—ay){x'-—y^^ay  —  a'^)  =  o. 

Le  facteur  x^-—y--^ay—  «-  =  o  donne  l'iiyperbole 
projection  de  la  courbe  (C).  Le  reste  de  l'intersection 
se  trouve  alors  dans  les  plans  y  =  o  et  7  =  -•  Ce  sont 
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donc  les  deux  génératrices 


j/  =  o,  X  -\-  z  =  o; 

a 

JK  =  -  )  X  -\-  z  =  o. 


IV.   La  dernière  partie  du  problème  est  immédiate. 

En  effet,  nous  avons  vu  que,  si  par  un  point  M  de  (C) 
on  mène  les  deux  génératrices  de  (P)  rpii  y  passent,  elles 
coupent  (G)  en  deux  points  M,  et  M',  symétriques  par 
rapport  à  Oy.  Par  suite,  les  droites  Mi  M2  et  M(M 
étant  les  deux  génératrices  issues  de  M,,  Mo  est  le  symé- 
trique de  IN[  par  rapport  à  Oy. 

Menons  la  géuératrice  MoMs  qui  coupe  (C)  en  IM3. 
Pour  la  même  raison  M^  est  le  symétrique  de  M,  par 
rapport  à  Oy.  Donc,  iMa  coïncide  avec  M\.  La  seconde 
génératrice  issue  de  M3  (ou  M,)  revient  donc  passer 
en  M. 

La  ligne  polygonale  est  donc  un  quadrilatère  gauche 
MM,M2M3  dont  les  sommets  sont  deux  à  deux  symé- 
triques par  rapport  à  Oy.  Le  raisonnement  prouve  de 
plus  qu'on  retrouve  le  même  quadrilatère  si  l'on  rem- 
place iNJ)  par  Mj . 

Remarque.  —  On  aurait  pu  faire  ce  problème  en  sui- 
vant la  méthode  générale  applicable  à  l'étude  des  qua- 
drilatères gauches  formés  par  les  génératrices  d'une 
quadrique  et  inscrits  dans  une  biquadratique  unicursale. 

Les   deux    systèmes    de    géjiératrices    de    l'iiyperbo- 

loïdc  (P)  sont 

y  —  a  ^=\x, 


(1) 


y -y- a 


\' 


7H-«  =  \xx, 
(II)   /  z 
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Eu  résolvant,  ou  a  les  coordonnées  d'un  point  de  (P) 
en  fonction  de  deux  paramètres  A  et  [a  : 

ia  _  aO^-^V-)  ^  -i.a'k\L 

(3)    ■^  =  ^r=x'     ^'-   ^--k  '  i^-À* 

En  exprimant  que  ce  point  est  sur  la  surface  (  Q)  ou 
trouve  la  relation 

3X2-=-   ;j.2—  4  =  O. 

Les  deux  paramètres  \  et  u.  liés  par  cette  relation 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  eu  fonction  d'un 
paramètre  t 

En  remplaçant  X  et  u.  par  leurs  valeurs  dans  les  for- 
mules (3)  on  a  les  coordonnées  x,  j,  z  d'un  point  de  la 
courbe  (C)  exprimées  rationnellement  en  fonction  d'un 
paramètre 

f2-i-  3 

—  /2  —  a  «  -H  3 

(4)  {r  =  «z:77— 77— -3' 

z  =%a 


(r2-i-3)(— r2-^2f +  3) 


Soit  alors  t  la  valeur  du  paramètre  relative  à  M, 
remarquons  que  pour  deux  points  de  (C)  situés  sur  une 
même  génératrice  du  système  (I)  X  doit  avoir  la  même 
valeur.  Les  deux  valeurs  de  L  correspondantes  sont  donc 
racines  de  l'équation 

Kf'^'i)-^  \t  =  o. 

Le    produit   des   racines    est   3.    Donc,    si    Tune  des 
racines   est   /,   l'autre   est   ]■    La  valeur   du  paramètre 
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correspondant  à  M|  est  donc 


'•  =  7 


De  même,  l(;s  deux  valeurs  de  t  correspondantes  à 
deux  points  de  (C)  situés  sur  une  même  génératrice  du 
système  (II)  sont  racines  de  l'équation 

lj.{j  -{-  (-)  +  ^{t-  —  3 )  =  o, 

dont  les  racines  sont  opposées.  La  valeur  du  paramètre 
correspondant  à  M',  est  donc 

t[  =  —  t. 

Cela  étant,  les  valeurs  du  paramètre  correspondantes 
aux  points  M,,  M2,  ...  se  calculent  facilement. 
Pour  M|,  on  a 


pour  Mo,  on  a 
pour  1M3,  on  a 
pour  M/,,  on  a 


3 


U__-t,-~j; 


3 

'2 


^  =  — /3=^• 
Donc  IM',  coïncide  avec  M. 


COIUlESPOi\DA^CE. 


M.  le  lieutenant  Bienaymé.  — Les  observations  suivantes 
me  paraissent  compléter  les  iiiléressanls  articles  que  M.  de 
Monlessus  et  M.  Lechalas  ont  consacrés  au  paradoxe  signalé 
par  Joseph  Bertrand  dans  son  Calcul  des  probabilités  ('). 

(')   Voir  les  numéros  de  janvier  cl  d'août  i(jo3  des  N.  A. 
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1°   Comment  s'évnnouit  le  paradoxe. 

A  propos  de  la  probabilité  pour  une  corde  quelconque  d'un 
cercle  d'être  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral 
inscrit,  Bertrand  ayant  rencontré  des  solutions  différentes  con- 
clut que  cette  question  est  «  mal  posée  »  ;  nous  pensons  qu'on 
doit  entendre  surtout  par  là  «  mal  comprise  »,  car  l'esprit 
attend  une  solution  uni([ue,  et  d'ailleurs  Bertrand  l'avait 
trouvée,  mais,  ajoute  M.  Darboux,  «  il  la  laisse  chercher  à  son 
lecteur  ». 

C'est  qu'il  s'est  glissé  dans  l'énoncé  un  terme  sur  lequel 
repose,  à  notre  insu,  un  véritable  malentendu  et  dont  les 
diverses  solutions  du  problème  méconnaissent  la  portée  :  c'est 
le  terme  «  quelconque  »  qui  est  bien  loin  d'avoir  dans  les  pro- 
blèmes purement  géométriques  le  sens  très  général,  mais  strict, 
qu'on  lui  accorde  dans  les  questions  de  probabilités. 

C'est  ainsi  que,  au  point  de  vue  géométrique,  à  un  point  dit 
quelconque  sur  une  courbe  correspond,  sur  une  courbe  homo- 
graphique,  un  point  que  l'on  considère  également  comme  quel- 
conque; mais,  au  point  de  vue  de  la  probabilité,  d'après  la 
définition  logique  d'un  point  quelconque  d'une  figure,  il  n'y 
aura  qu'exceptionnellement  correspondance  entre  les  points 
homologues  de  ces  deux  courbes. 

•2"  La  probabilité  infinitésimale  pour  une  droite  quel- 
conque d'être  tangente  à  une  courbe  iinicursale  est  pro- 
portionnelle à  la  classe  de  la  courbe. 

Ceci  n'est  que  la  généralisation  de  la  propriété  suivante  doni 
l'allure  paradoxale  est  particulièrement  remarquable  et  qui 
s'établit  bien  aisément  en  parlant  des  <léfinitions  admises  : 

Etant  données  dans  le  plan  des  circonférences  de  rayons 
différents,  si  une  droite  quelconque  touche  Vune  d'elles, 
il  y  a  même  probabilité  pour  chacune  d'être  la  circon- 
férence touchée. 

y  Cas  général  du,  problème  de  Bertrand  étudié  par 
M.  de  Montessus. 

M.  de  Montessus,  dans  son  intéressant  article  de  jaiivioi 
dernier,  a  étudié  ce  qu'il  appelle  le  cas  général  du  problème;  il 
trouve,  après  un  assez  long  calcul,  même  résultat,  .1,  que  Ber- 

Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  l.  III.  (Octobre  igo.k)  oo 
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uand  pour  son  premier  cas.  On  pouvait  a  priori  s'y  attendre, 
car  considérant  les  cordes  perpendiculaires  à  un  diamètre  (pre- 
mier cas  de  Bertrand)  comme  issues  d'un  point  à  l'infini,  la 
probabilité  pour  les  cordes  issues  des  points  à  l'infini  du  plan 
est  y;  et  comme  les  points  à  l'infini  sont  en  nombre  infini  par 
rapport  à  ceux  à  distance  finie,  il  en  résulte  que  |  est  aussi  la 
probabilité  pour  l'ensemble  des  cordes  issues  de  tous  les  points 
du  plan. 

Note  de  la  Rédaction.  —  Pendant  l'impression  du  Mémoire 
de  M.  Lechalas,  M.  Bienaymé  nous  a  adressé  un  travail,  où  se 
trouvaient  développées  des  considérations  à  peu  près  iden- 
tiques. La  Lettre  précédente  résume  les  parties  de  ce  travail 
qui  ne  font  pas  double  emploi  avec  celui  de  M.  Lechalas. 


CERTIFICATS  DE  MÉCAMOIE  RATIONNELLE. 


Marseille . 

Epreuve  ÉCRITE.  — ■  Dans  un  plan  vertical,  on  donne  deux 
droites  fixes  Ox  et  Oj'.  La  droite  O y  est  verticale  et  la 
droite  Ox  fait  avec  Oy  un  angle  de  60". 

Deux  points  pesants  A  et  B,  qui  ont  le  même  poids,  sont 


assujettis  à  glisser  sans   frottement  l'un  sur  Oy,   l'autre 
sur  Ox. 

Ces  points  s'attirent  proportio/inellement  à  leur  distance 
et  au  produit  de  leurs  niasses.  L'attraction  à  la  distance  2a 
est  égale  ((u  poids  de  l'un  des  points. 
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A  l'origine  des  temps,  les  points  sont  sans  vitesse,  et  ils 
sont  l'un  et  Vautre  à  une  distance  de  O  égale  à  -xa. 
Trouve?^  leur  mouvement. 

Solution. 

Si  l'on  appelle  x  ^l  y  les  distances  des  points  B   et  A   au 
point  0,  les  équations  du  mouvement  sont 

dt^-        4a  ^  -^  ' 

Elles  rentrent  dans  une  forme  connue.  Leurs  intégrales  ren- 
ferment des  cosinus;  mais,  les  angles  n'étant  pas  dans  un  rap- 
port commensurable,  le  mouvement  n'est  pas  périodique. 

Epreuve    pratique.    —    On    donne    un    système    articulé 
ABGDEF  dont  les  tiges  ont  des  longueurs  ainsi  déterminées  : 


Les  tiges  AB.  BC,  CD  forment  les  trois  côtés  consécutifs 
d'un  hexagone  régulier  dont  le  côté  a  a  i"'  de  long.  La 
tige  AD  est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  cet  hexagone. 
Le  point  E  est  le  milieu  du  rayon  qui  aboutit  en  G  et  le 
point  F  est  au  tiers  à  partir  de  B  du  rayon  qui  aboutit  en  B. 

Le  système  est  placé  dans  un  plan  vertical  et  il  repose 
par  A  e/  D  sur  deux-  appuis  qui  sont  sur  la  même  horizon- 
tale. 

On  applique  en  E  un  poids  de  1000''^,  trouver  les  tensions 
des  tiges. 

On  pourra  graphiquer  ou  calculer. 

(Novembre  1901.) 

Epreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  horizontal  une  plaque 
carrée  et  homogène  est  mobile  autour  de  son  centre  O  qui 
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est  fixe.  Sur  un  des  côtés  de  la  plaque  est  placé  un  point 
mobile  P  qui  est  attiré  par  le  point  O  proportionnellement 
à  la  distance.  Trouver  le  mouvement  de  ce  système  sachant 
que  la  masse  de  la  plaque  est  égale  à  douze  fois  la  masse 
du  point  P,  et  supposant  qu'à  l'origine  le  système  est  sans 
vitesse  et  que  le  point  P  est  à  l'une  des  extrémités  du  côté 
sur  lequel  il  se  meut. 

Déterminer  par  sa  tangente  Vangle  dont  tourne  la  plaque 
à  chaque  oscillation. 

Trouver  la  pression  du  point  sur  la  plaque  et  celle  de  la 
plaque  sur  le  point  O. 

Etudier  la  même  question  en  supposant  qu'à  l'origine 
le  mobile  est  très  voisin  du  milieu  du  côté  sur  lequel  il  se 
meut,  et  donner,  dans  ce  cas,  la  durée  des  petites  oscil- 
lations du  système. 

Solution. 

En  appelant  6  l'angle  dont  a  tourné  la  plaque  à  un  instant 
donné,  z  la  distance  du  mobile  au  milieu  du  côté  sur  lequel 
il  se  meut,  2  a  le  côté  du  carré,  iM  et  m  les  masses,  m  A-  l'at- 
traction du  point  O  sur  le  mobile  à  l'unité  de  distance,  on 
trouve,  en  appliquant  le  théorème  des  aires  et  le  théorème  des 
forces  vives,  les  deux  équations  suivantes  où  les  constantes 
répondent  aux  données  initiales 

En  éliminant  0',  on  a 

8a2-4_32  [dzy 


9a2_^_;j2  \(it  j 


lHa^--zn. 


Un  voit  ainsi  que  le  mobile  oscillera  en  allant  d'une  extrémité 
à  l'autre  du  côté  sur  lequel  il  se  meut. 
La  première  équation  peut  s'écrire 

d%=       "'^^' 


ç)a'^-^  z- 
d'où  l'on  tire 

z  =  3a  tang(3  0  -i-  c). 

Pour  ;:  =  —  a,  on  a 

0  =  o, 
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cl,  par  suite, 

tangc  =  —  o' 

Four  z  =  -+-  a,  on  a 

tang(3ei-f-cj  =  i         ou  tang30i=-, 

ce  qui  fait  connaître  langle  61  dont  tourne  la  plaque  à  chaque 
oscillation. 

Si  primitivement  le  mobile  était  très  près  du  milieu  du  côté, 
soit  à  une  distance  h  de  ce  milieu,  l'équation 


8 a- -H  z-  1  dz 


9«' 


(5?)' =■'■•<"'-='' 


z^  \  dt 


montrerait  que  z  oscille  de  —  /i  à  -f-  h.  On  poserait,  dans  une 
première  approximation, 

En  dérivant,  puis  intégrant,  on  trouverait 

z  =  h  cos-  X  i^-it. 
La  durée  des  petites  oscillations  complètes  est 

3X  y/ '2 

Knfin,  en  appliquant  le  théorème  des  moments  à  la  plaque 
seule,  on  a  la  pression  P  du  point  sur  la  plaque  par  la  relation 

d'où  l'on  tire,  d'après  ce  qui  précède, 

8qa''-h-i.a^z^  —  z'* 

P=:MK2A2a  ' 


iga^-r-z^ji^a-^-^'')- 


Le  centre  de  gravité  de  la  plaque  étant  immobile,  la  pression 
de  la  plaque  sur  le  point  est  égale  à  la  pression  du  point  sur 
la  plaque. 
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Epreuve  pratique.  —  Les  extrémités  d'un  fil  sont  fixées 
en  deux  points  h.  et  B  situés  sur  une  même  horizontale. 
On  marque  sur  ce  fil  des  points  G,  D,  E,  F   qui  le  par- 

6 


tagent  en  cinq  parties  égales,  et  la  distance  AB  est  égale 
au  diamètre  du  cercle  dont  le  coté  du  décagone  inscrit 
serait  égal  à  AG. 

On  applique  en  G  e<  F  des  poids  égaux  chacun  à  \o^^,  et 
en  D  ef  E  des  poids  Q  égaux  entre  eux. 

Que  doivent  être  ces  points  Q  pour  que  la  figure  affecte 
la  forme  d'un  demi-décagone  régulier? 

Si  l'on  augmentait  ces  poids  Q  du  millième  de  la  valeur 
trouvée,  de  combien  s'abaisserait  le  côté  DE,  en  supposant 
que  la  distance  AB  soit  égale  à  2'".  (Juillet  1902.) 

Épreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  horizontal  un  disque 
circulaire  homogène  peut  tourner  autour  de  l'un  de  ses 
points  O  qui  est  fixe. 

Sur  la  circonférence  de  ce  disque  glisse  sans  frottement 
un  point  matériel  P  qui  est  attiré  par  le  point  O  propor- 
tionnellement à  la  distance. 

Étudier  le  mouvement  de  ce  système  et  trouver  la  pression 
du  point  P  sur  le  disque. 

On  supposera  :  i"  que  la  masse  du  disque  est  égale  à  dix 
fois  la  masse  du  point  P;  2"  que  la  distance  du  point  O  au 
centre  du  disque  est  égale  à  la  moitié  du  rayon;  3°  qu'à 
l'instant  initial  le  système  est  sans  vitesse  et  que  le  rayon 
qui  passe  au  point  P  est  perpendiculaire  sur  celuiqui passe 
au  point  O. 

Épreuve  pratique.  —  Un  réservoir  est  fermé  par  un  mur 
de  10™  de  hauteur.  L'épaisseur  de  ce  mur  à  la  partie  supé- 
rieure est  de  o'",  5o. 

Quelle  doit  être  son  épaisseur  à  la  base  pour  qu'il  ré- 
siste à  la  poussée  du  liquide.  La  paroi  du  mur  en  contact 
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avec  l'eau  est  verticale,  la  paroi  extérieure  forme  un  plan 
incliné. 

Le  poids  du  mètre  cube  de  maçonnerie  sera  pris  égal  à 
•Jt^oo"*^,  le  coefficient  de  frottement  sera  pris  égal  à  \  et  la 
résistance  de  la  maçonnerie  sera  prise  égale  à  ^^'  par  cen- 
timètre carré.  (Novembre  1902.) 


SOLIITIO^S  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1855. 

(1900,  p.  382.) 


,  Un  cône  a  pour  sommet  un  point  s  d'un  ellipsoïde  et 
pour  base  la  section  diamétrale  faite  dans  cette  surface 
par  un  plan  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par  s. 
U enveloppe  de  ce  cône,  lorsque  son  sommet  décrit  l'ellip- 
soïde, est  une  surface  de  l'onde.  (Mannheim.  ; 


SOLUTION 

Par  M.   Canon. 

On  sait  que  si  l'on  projette  un  ellipsoïde  sur  ses  plans  tan- 
gents, les  ellipses  de  contour  apparent  ainsi  obtenues  occupent 
une  région  de  l'espace  limitée  à  une  surface  de  l'onde.  Par 
rapport  à  une  sphère  concentrique  à  l'ellipsoïde,  il  suffit  de 
transformer  cette  propriété  par  polaires  réciproques  pour 
obtenir  le  résultat  demandé. 

1928. 

(1902,  p.  2S8.) 

Soit 

N  =  ■>:■>■  :i^  S-^ .  ..  fi-mV-n''         (a5PfY>---5^^1^>^)> 

le  plus  petit  nombre  qui  a  un  nombre  donné  de  diviseurs  : 
1°  V  +  I  est  un  nombre  premier.^  2"  |i. -t- i  est  un  nombre 
premier,  sauf  l'exception  suivante  :  le  plus  petit  nombre 
ayant  huit  diviseurs  est  ••>.'- x  j.  (G.  Fontenk.  ) 
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SOLUTION 
Par  M.  Chalde. 

Le  nombre  des  diviseurs  du  nombre  écrit  est 

(a  H-  1)  (P  -1-  i)  (y-Hi)  ...  (X  -f-  i)([JL  +  i)(v  -H  [). 
1°  Si  V  -!-  I  n'est  pas  premier,  soit 

V  -f-  1  =  (  v'  -4-  I  )  (  TT  -I-  I  )  ; 

p  étant  le  nombre  premier  qui  suit  «,  on  peut  remplacer  rC 
par  n^' p'^  sans  changer  le  nombre  des  diviseurs;  or,  je  dis  que 
l'on  a 

ou 

ou 

OU,  puisque  tt  n'est  pas  nul, 

p  <nv-t-i, 

ou,  puisque  v'  n'est  pas  nul, 

P  <  n-  ; 

entre  un  nombre  premier  n  et  son  carré,  il  y  a,  en  effet,  au 
moins  un  nombre  premier  />,  comme  M.  de  Polignac  l'a 
montré,  des  1849,  P«""  '^  seule  considération  des  suites  diato- 
miques  {Nouvelles  Annales,  1849,  P-  428). 

2°  Si  ;j. -+- I  n'est  pas  premier,  soit 

[j.  -i-  I  =  (  ;i.'  -h  1  )  (  ~  -^  I  )  ; 
on  peut  remplacer  niV-  par  m\>' p'^:  cherchons  si  I'du  a 

ml'-' p"    '_  iii[>- 
ou 

p  <:  »^^'•'^  1  ; 
il  suffira  que  l'on  ait 

p  <  m2. 

Or,  entre  un  nombre  premier  m  et  son  carré  il  y  a  au  moins 
deux   nombres    premiers   n   et  />,  sauf  pour   m  —  ,4,  puisque, 
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entre  un  nombre  et  son  double,  il  y  a  au  moins  deux  nombres 
premiers  à  partir  de  6  [Desboves,  par  la  méthode  de  Tche- 
byscheff  pour  le  postulatum  de  Bertrand  {Nouvelles  Annales, 
i855,  p.  993)]  et  que,  d'ailleurs,  entre  3  et  9  ou  entre  5  et  25, 
il  y  en  a  au  moins  deux.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  exception  que 
pour  tn  =  2,  et  encore  faut-il  que  l'on  ait  [jl'=:i,  puisque, 
entre  2  et  8,  il  y  a  trois  nombres  premiers;  on  doit  avoir  de 
même  ~  =  1,  puisque  l'on  peut  échanger  [x    et  it;  on  a  alors 

[i.  =^  3, 
et,  par  suite, 

N  =  23x3v  (l^V  =  3). 

On  ne  peut  avoir  v  >  i,  car  le  nombre  2''' X  3  X  5,  qui  a  le 
même  nombre  de  diviseurs,  est  alors  plus  petit  que  le  nombre 
considéré 

2''xiJ<3^x8         (v>i). 

Pour  V  =  1 ,  on  cherche  le  plus  petit  nombre  ayant  huit  divi- 
seurs, et  ce  nombre  est  réellement  a^x  3;  c'est  le  cas  d'excep- 
tion signalé  dans  l'énoncé. 

1934. 

(1902,  p.  381. i 

Etant  donnée  une  parabole  P,  on  considère  les  para- 
boles Q  admettant  pour  tangente  au  sommet  l'axe  de  P, 
et  touchant  la  tangente  et  la  normale  à  P  en  un  même 
point.  La  parabole  Q  touchera  constamment  deux  déve- 
loppées de  paraboles.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  II.  Couvert. 

Soient  M  un  point  quelconque  de  P,  MT  la  tangente,  MJN  la 
normale  en  ce  point;  'i  étant  le  foyer  de  la  parabole  Qi,  les 
<lroites  cpT,  tpIV  sont  respectivement  perpendiculaires  à  MT, 
MN,  puisque  TNa?  est  la  tangente  au  sommet  de  Q.  La 
(igure  MT(j)N  est  donc  un  rectangle  et  le  point  de  rencontre  F 
des  diagonales  étant  le  milieu  de  TN,  ce  point  est  le  foyer 
de   P.   Enfin  la  directrice  MD  de    Q   passe   en  M.   Ceci   posé, 

soiljK^=  'îpx  l'équation  de  P,  et  -^?  fl  les  coordonnées  de  M. 
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Le  paramètre  de  Q,  distance  de  <s  à  MD,  est  2p;  X  étant  l'ab- 


scisse de  cp,  nous  avons 


X 


^  =  P, 


d'où 


X  = 


ip^—  p2 


•2/> 


L'équation  de  Q  est  donc 


(i) 


ip- 


ip 


4?JK=o. 


L'enveloppe   de  Q   s'obtiendra  en  éliminant  p  entre  (i)  et  la 


D 

y 

V 

^^ 

T^^./-'''^ 

^\ 

^V 

i 

/F 

\ 

? 

dérivée  par  rapport  à  j3  égalée  à  zéro  :  c'est 


2/>2—   p2\     P 


-i-    2  K  =  O. 


On  en  tire 


ip       I  p 

ip- — ^^  _  — "i-py 


Portant  cette  valeur  dans  ([),  il  reste,  après  avoir  simplifié, 

Nous  éliminerons   p   entre  (i)  et  (2).  Pour  cela,  de  (2)  nous 
lirons  p*  =  — «^  *  Cette  valeur  portée  dans  (i)  donne 


("-'-^7?)'""*^-^  =  ° 
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ou 

ou  enfin 

Cette  équation  se  décompose  en 
(3)     2p(.r— /;)     -/?jK--— 4/>r  ou  p=      ~     ^-^ 


'.{x  —  p) 
et 

(4)  ■2p(^— />)—/?  JK=  4/>7        ou        |3  =  -_-^^. 

La  combinaison  de  (a)  avec  (3)  et  (4)  successivement  donne 

(5)  ■ijpy^'^^ix-py, 

(6)  ii'j  p  y- =^  %  i  X — py. 

L'enveloppe  de  Q  est  donc  formée  par  les  courbes  (5)  et  (6). 
La  première  est  la  développée  de  P,  l'autre  est  la  développée 
d'une  parabole  ayant  même  axe  que  P. 

Un  Anonyme  nous  adresse  la  remarque  suivante,  au  sujet  de 
la  question  1934  : 

«  On  voit  immédiatement  que  la  parabole  Q  est  tangente 
à  la  développée  de  P,  puisqu'elle  touche  la  normale  à  cette 
courbe  au  centre  de  courbure  de  P,  en  vertu  de  ce  théorème, 
donné  autrefois  par  M.  Mannheim  :  La  parabole  tangente 
aux  axes  d'une  ellipse,  à  la  tangente  et  à  la  normale  en 
an  point  de  cette  courbe,  touche  cette  normale  au  centre 
de  courbure  correspondant  de  l'ellipse.   » 

1958. 

(1903,  p.  48.) 

D'un  point  A  d'une  hyperbole  donnée  on  mène  des  paral- 
lèles aux  asymptotes  de  cette  courbe  ;  elles  coupent  en  B,  G 
la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M.  On  projette  ortho- 
gonalement  A  en  P  sur  La  normale  en  M.  Démontrer  que 
les  cercles  tels  que  PBG  passent  par  un  même  point,  que/ 
que  soit  le  point  A  de  l'hyperbole.  (Mannhkim.) 
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1959. 

(  1903,  p.  48.) 

Le  triangle  ABC  est  circonscrit  à  une  parabole  donnée  ; 
sur  la  normale  à  cette  courbe,  menée  du  point  de  contact 
de  BC,  on  projette  ortho gonalement  A  en  P.  Démontrer 
que  les  cercles  tels  que  PBC  passent  par  un  même  point, 
quelle  que  soit  la  position  de  A.  (^Mannheim.) 

1960. 

(1903,  p.  48.) 

Construire  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
conique,  connaissant  la  tangente  en  ce  point  et  trois  autres 
tangentes.  (Maxnheim.) 

SOLUTIONS 
Par  M.  A.  Manniieim. 

J'ai  fait  connaître  dans  les  Comptes  rendus  (8  mars  1875) 
deux  relations  :  la  première  donne  le  rayon  de  courbure  en  un 
point  a  d'une  conique  {/îg.  i)  connaissant  la   tangente  en   ce 


point  et  les  trois  autres  points  6,  e,  d. 

Appelons  e,  y  les  points  où  la  tangente  en  a  est  coupée  par 
les  droites  c6,  cd,  et  désignons  par  p  le  rayon  de  courbure  de 
la  conique  pour  le  point  a. 

La  relation  (i)  est 


(•) 


I 

«7 


9. p  \tang<?a6        lun'^daj/ 


(477  ) 

J'ai  démontré  cette  relation  dans  le  Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France  en  1890,  et  j'ai  donné  des  con- 
structions du  rayon  de  courbure  p. 

Voici  comment  on  arrive  facilement  à  une  construction  de  p. 

Du  point  e  menons  eg  parallèlement  à  ba,  et  du  point  f 
menons/.^  parallèlement  à  da^  la  relation  (i)  peut  s'écrire 

ef     _    I  'sXnegf         _    i  ef 


ae.af        ip  smaeg  singfa        ip  egs\naeg 

Abaissons  du  point  g  la  perpendiculaire  gl  sur  la  normale 
en  a,  et  par  les  points  e,  /,  y  faisons  passer  un  cercle.  Il  coupe 
au  point  m  la  normale  en  a,   la  dernière  égalité  peut  s'écrire 

— -, =  —  — ^j  donc         am  =  22. 

al.  a  m        10  g  h 

Daprès  cela,  lorsque  pour  une  conique  on  donne  le  point  a. 
la  tangente  en  ce  point  et  les  trois  points  b,  c,  d,  on  construit 
ainsi  le  rayon  de  courbure  pour  le  point  a.  On  prend  les  points 
de  rencontre  e,  f  de  la  tangente  en  a  et  des  droites  c6,  cd.  Du 
point  e  on  mène  la  parallèle  eg  à  ba  et  du  point  y"  la  paral- 
lèle y^  à  ad.  On  abaisse  sur  la  normale  en  a  la  perpendicu- 
laire gl  :  le  cercle  e// coupe  en  m  la  normale  en  a,  et  le  seg- 
ment am  est  double  du  rayon  de  courbure  demandé. 

On  voit  que  si  l'on  lait  varier  le  point  c  sur  la  conique  : 

Les  cercles  tels  que  elf  passent  par  un  même  point,  extré- 
mité du  segment  am  double  du  rayon  de  courbure. 

Dans  le  cas  particulier  où  la 'conique  est  une  hyperbole,  et 
les  points  b  el  d  k  l'infini,  ce  dernier  résultat  donne  la  pro- 
priété qui  fait  l'objet  de  la  question  lOoS. 

La  transformation  par  polaires  réciproques  de  la  relation  (1), 
en  prenant  pour  cercle  directeur  le  cercle  osculateur  de  la 
conique  en  a,  donne  (Jig-  ■<)  la  relation  suivante  : 

(■>■) 


ab    '    ad        p  \tang'^        tango 

qui  permet  de  déterminer  le  rayon  de  courbure  m  un  point  cr 
d'une  conique  lorsque  l'on  connaît  la  tangente  A  en  ce  poini 
et  les  trois  autres  tancentes  l>,  G,  I). 
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Dans  la  relation  (2)  les  points  6,  d  sont  les  points  de  ren- 
contre de  B,  D  avec  A,  et  p,  y  sont  les  angles  sous  lesquels  on 
voit  du  point  a  les  côtés  du  quadrilatère  circonscrit  à  la 
conique,  et  qui  sont  des  segments  de  B  et  de  D. 

Nous  allons  trouver  que  la  construction  de  p,  qui  résulte  de 
la  relation  (2),  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui  a  été  donnée 
précédemment. 

Par  le  point  b  menons  la  parallèle  bg  à  la  droite  qui  va  de  a 
au  point  de  rencontre  de  B   et  C,  et  du  point  d  menons  la 

Fie.  2. 


parallèle  dg  à  la  droite  qui   va   de  a   au   point   de   rencontre 
de  D  et  G. 

La  relation  i  2  )  peut  s'écrire 

bd  2  sinbs.'d  2  bd 


ab.ad        p  'i\n  ab g  %\n gda 


gd  %\n  gda 


Abaissons  du  point  g  la  perpendiculaire  gl  sur  la  normale 
en  a,  et  |)ar  les  points  b,  l,  d  faisons  passer  un  cercle.  Il  coupe 
en  n  la  normale  en  a. 

La  dernière  égalité  peut  s'écrire 


I 


a  Lan 


donc 


D'après  cela,  lorsque  pour  une  conique  on  donne  le  pointa, 
la  tangente  A  en  ce  point  et  les  trois  tangentes  B,  G,  D,  on 
construit  ainsi  le  rayon  de  courbure  pour  le  point  a  : 

On  prend  les  points  b,  d  où  A  est  coupé  par  B  et  D.  Du 
point  b  on  mène  la  parallèle  bg  à  la  droite  qui  va  de  a  au 
point  de  rencontre  de  B  et  G,  et  du  point  d  on  mène  la  parai- 
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ièle  dg  à 'la  droite  qui  va  de  a  au  point  de  rencontre  de  D  et 
de  G. 

On  abaisse  du  point  g  la  perpendiculaire  gl  sur  la  normale 
en  a  et  par  les  points  6,  /,  <n?on  fait  passer  un  cercle  :  il  coupe 
la  normale  en  a  au  milieu  du  rayon  de  courbure  relatif  à 
ce  point. 

Cette  construction  répond  à  la  question  1960. 

Si  l'on  fait  varier  la  tangente  G,  elle  montre  :  que  les 
cercles  bld passent  par  un  même  point. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  conique  est  une  parabole  et  la 
droite  G  à  Tinfini,  ce  dernier  résultat  donne  la  propriété  qui 
fait  l'objet  de  la  question  1939. 

Autres  solutions  des  questions  1958  et  1959  par  MM.  Letierce, 
Barisiex  el  Laureaux. 

1961. 

(  1903,  p.  48.) 

Déterminer  une  expression  du  rapport  des  arcs  infi- 
niment petits,  interceptés  sur  deux  courbes  données,  par 
des  cercles  infiniment  voisins  dont  on  connaît  l'axe  radical. 

(Mannheim.) 

solution 
Par  M.   Canon. 

Appelons  m,  n  les  points  de  rencontre  des  deux  courbes 
données  et  d'un  cercle  G,  et  m^  /î,  les  points  de  rencontre  de 
ces  mêmes  courbes  et  du  cercle  G,,  infiniment  voisin  de  G.  Par 
les  points  n,  m,  m,  faisons  passer  un  cercle,  il  coupe  G,  au 
point  «2;  les  droites  mn,  m,//,  se  coupent  au  point  rsur  l'axe 
radical  R  qui  est  donné. 

Appelons  t  le  point  de  rencontre  de  ninii  et  de  «/«2  et  appli- 
quons une  formule  connue,  on  a 

mmi        mr.mt  _  mr 
jïni    ~    nr.nt         nr 

Désignons  par  [x,  v  les  angles  que  fait  le  cercle  G  avec  mnii, 
nui.  Le  triangle  nn^n^  donne 

nni  _  sin  [x 
7irt,         sinv 
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Par  suite 


nir 
niiUi         sin  \x 
luii  nr 

sin  V 


ou,  en  appelant/»/?,  /i^  les  perpendiculaires  abaissées  de  /»,  n 
sur  R.  il  vient  l'expression  demandée 


inp 

m  m  1 

sin  [JL 

n  n  1 

mq 

sinv 

QUESTIONS. 


1982.   Soient 

(  a.       h. 


a',      b' ,     c'    ,     et     <;   a',      ^',      y' 
a\     h\     c"  \ 


P-.  /  \ 


les  cosinus  directeurs,  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires, 
des  arêtes  de  deux  triédres  trirectangles.  Démontrer  que  le 
cône  ajant  pour  équation 

{ax  -^  by  -f-c-3)(a.r-t-  ^y  4-  Y  -^  ) 

-\-  {ctJ X  -^  b' y  -\-  c  z^  {a! X  ^  ^' y  -^  Y z ) 

-H  ( a"x  -T-  b"y  -+-  c" z)  {a."x  '-\-  ^J' y  -i-  y"-:)  =  o 


est  de  révolution. 

Définir  géométriquement  l'axe  du  cône. 


(R.  Bricard.) 


1983.  Soient  C  le  cercle  ayant  pour  diamètre  la  distance  des 
deux  sommets  d'un  limaçon  de  Pascal,  et  C  un  cercle  bitangent 
au  limaçon. 

i"  L'axe  radical  des  cercles  G  et  C  passe  par  un  point  ^\y^t. 

2"  Le  lieu  des  centres  de  similitude  des  cercles  G  et  C'  est 
une  slropboïde  droite.  (E.-N.  Rarisien.) 


'4^ 


D'ALEMBERT. 


[01] 


(  4! 


EXPRESSIOX  DE  LA  YARIAT10\  DE  LONGUEUR 
D'II\E  NORMALE; 

Pak  m.  a.  mannhelm. 


On  donne  les  courbes  (^a),  [b).  Du  point  a  on  mène 
la  normale  ao  à  (a)  et  Ici  tangejile  ab  à  (b);  la  nor- 
male en  b  à  (b)  coupe  au  point  o  la  normale  ao.  Dé- 


L^ih) 


terminer  l'expression  de  la  variation  de  longueur 
de  ao  pour  une  imrialion  angulaire  infiniment  petite 
(le  la  tangente  ab. 

Sur   la   clioilc  o<7,   coiisLiuisons  le  point  c  do  façon 

T            t  r       I  .  ,  ,  , 

que  —  =^ —,   h'  point  c-:  étant  le  centre  de  cour- 

^        oc         ()  a  on  ' 

])nre  de  {a).  Pour  cela,  menons  dn  point  o  la  droite  ot 
parallèlement  à  ab .  Cette  droite  est  coupée  au  point  t 
par  la  droite  b 'j.  :  la  perpendiculaire  te  à  ah  donne  le 
[)oint  c. 

J>a  perpendiculaire  ck  à  ao  coupe  au  point  Z  l.i 
droite  ^k  élevée  à  bo  du  centre  de  courbure  [i  de  (b)  :  la 

Ann.  de  Mathcinal.,  'i'  sôric,  t.  III.  (Novembre  kjoS.)  .5  i 
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droite  ok  est  la  normale  en  o  à  la  courbe  décrite  par  ce 
point  lorsqu'on  fait  varier  la  tangente  ab  (  *  ). 

Cette  normale  ok  est  coupée  au  point  e  par  la  perpen- 
diculaire ae  à  ao. 

Une  formule  connue  (-  )  donne 

,,  d(a) 

(i)  d{ao)  =  e'x 

y.  a 

Appelons  do  l'angle  de  contingence  de  (b)  en  b;  on  a 
c/a  a  )  =  oa.d':>. 

Portons  cette  valeur  dans  la  relation  (iV  il  vient 

oa 
d{ao)  =  e  y.  —  ao . 
aa     * 

Les  triangles  semblables  oae,  ock  donnent 

ex        o'j. 
kc        oc 
d'où 

ea  =  —  o'x.kc. 
oc 

Portant  cette   valeur  dans  l'égalité  précédente,   elle 
devient 

d(ao)  =  —  /œ.d-si. 

oc         OLO 

Tenant  compte  de  la  valeur  de  —  rappelée  plus  haut 
il  reste 

(2)  d{ao )  ^  kc.d^. 

Telle  est  l'expression  demandée. 

Comme  l'on  sait,  la  variation  de  longueur  de  ao  est 
positive  ou  négative  selon  que  a,  tournant  autour  de  e, 

(  '  )  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinématique,  p.  36. 
(-)  Loc.  cit.,  p.  /|5. 
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s'éloigne  ou  se  rapproche  de  a.  La  même  règle   s'ap- 
plique pour  l'expression  (2),  le  point  c  Lournaut  autour 
de  A-. 

Comme  exemple,  voici  l'énoncé  d'un  problème  que 
Texpression  (2  )  permet  tout  de  suite  de  résoudre  : 

Une  corde  se  déplace  de  fiiçoii  que  l'arc  i/uelle 
sous-tend  sur  une  courbe  donnée  soit  de  longueur 
constante,  cojistruiie  le  centre  de  courbure  de  son 
enveloppe. 


[L'17a] 

A  PROPOS  ÏÏWm  QIESTION  PROPOSÉE; 

Par  m.  a.  MÂNNHEIM. 


Trouver  le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui 
sont  tangentes  à  une  ellipse  donnée  et  qui  sont  telles 
que  les  deux  tangentes  communes  avec  l' ellipse  {autres 
(lue  la  tangente  au  point  de  contact)  soient  parallèles. 

J'ai  posé  cette  question  dans  le  Bulletin  de  Mathé- 
matiques spéciales  en  mars  1900.  Dès  le  mois  de  juin, 
ce  Recueil  contenait  une  solution  analytique  due  à 
M.  Barisien,  et  le  numéro  de  juillet  lenfermait  une 
solution  géométrique  signée  (C.  M.). 

iMais  quelle  est  l'origine  de  la  question? 

Jl  me  paraît  intéressant  de  la  faire  connaître  aux 
élèves,  c'est  l'objet  (h;  cette  courte  PSote. 

Prenons  le  point  iM,  sur  le  (Mircle  de  diamèue  Al]. 
Construisons  le  triangle  M,mM  semblable  à  un  triangle 
donné.  Au  point  M,  correspond  ainsi  un  point  M. 
j.orsque  M,  décrit  le  cercle,  le  point  correspondant  M 
décrit  une  ellipse.   La   tangente   en  M  à   cette  courbe 
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couiDC  AB  au  point  où  cette  droite  est  rencontrée  par  la 
tangente  MjT  au  cercle.  D'après  cela,  au  point  C,  qui 
correspond  au  point  C)  extrémité  du  diamètre  perpen- 
diculaire à  AB,  la  tangente  est  parallèle  à  AB  :  les  seg- 
ments OB,  OC  sont  alors  deux  dcnii-diamètres  con- 
jugués de  l'ellipse.  Menons  au  cercle  une  tangente 
parallèle  à  M,  M.  Au  point  de  contact  de  cette  tangente 
correspond  un  point  de  l'ellipse  pour  lefjuel  la  tangente 
à  l'ellipse  se  confond  avec  cette  tangente  au  cercle, 
c'est-à-dire  que  c'est  une  tangente  commune  au  cercle 
et  à  1  ellipse.  Remarquons  maintenant  qu'on  peut  trans- 


porter le  cercle  parallèlement  à  cette  tangente  commune 
de  façon  que  C,  vienne  en  C.  Dans  sa  nouvelle  position 
le  cercle  est  un  de  ceux  qui  figurent  dans  l'énoncé  de 
la  cjuestion.  Son  centre  est  à  une  distance  de  O  égale 
à  Ci  C  t|ui  est  égale,  d'après  une  construction  connue,  à 
la  demi-difierence  des  axes  de  l'ellipse. 

En  faisant  varier  le  diamètre  AB  de  l'ellipse  on  obtient 
de  la  même  manière  une  suite  de  cercles  répondant  à 
l'énoncé  et  dont  les  centres  sont  à  la  même  distance 
de  O,  c'est-à-dire  sont  sui-  un  cercle. 

Si    l'on    làil   cori-espondre    C  à   C, ,   diamétralement 
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opposé  à  G,  on  obtient  une  autre  série  de  cercles  dont 
les  centres  sont  à  une  distance  de  O  égale  à  CC',,  c'est- 
à-dire  à  la  demi-somme  des  axes  de  l'ellipse. 

Le  lieu  demandé  se  compose  donc  de  deux  cercles 
concentriques  à  l'ellipse,  et  dont  les  rayons  sont  res- 
pectivement égaux,  l'un  à  la  demi-somme  des  axes  de 
l'ellipse,  l'autre  à  la  demi-dijférence  de  ces  axes. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  dit,  et  qui  sert  ici  de  démon- 
stration, se  trouve,  ainsi  que  la  figure,  dans  mon  Cours 
de  Géométrie  descriptive,  à  propos  de  la  recherclie  de 
l'ellipse  perspective  cavalière  d'un  cercle  horizontal. 
Il  a  suffi,  pour  arriver  à  l'énoncé  de  la  question,  de 
remarquer  la  possibilité  de  déplacer  le  cercle  de  dia- 
mètre AB,  en  lui  conservant  ses  tangentes  communes, 
de  manière  à  l'amener  à  être  tangent  à  cette  ellipse,  son 
centre  parcourant  un  segment  égal  à  la  demi-somme  ou 
à  la  demi-différence  des  axes  de  l'ellipse,  et  cela  quel 
que  soit  le  diamètre  AB  de  cette  courbe. 

On  voit  bien  ainsi  que  la  question  qui  vient  d'être 
traitée  résulte  d'nne  simple  remarque. 


[08e] 

ESSAI  SIR  LE  DÉPLACEMENT  D'UN'  MAbUîER 
SUR  DEUX  ROULEAU  N0\  PARALLÈLES; 

Par  m.  le  lieutenant  André  BIENAYiML:. 


I.  —  Généralités. 


Lorsqu'un  madrier  leposant  snrdeux  rouleaux  cylin- 
driques parallèles  est  sollicité  par  une  force  normale 
aux  rouleaux,  il  peut  se  déplacer  en  les  faisant  rouler 
sous  lui  sans  qu'il  y  ait  glissement  le  long  des  gi'néra- 
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trices  de  contact,  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 
que  l'elFet  de  la  force  ne  désoriente  pas  le  madrier  qui 
soit  transporté  parallèlement  à  lui-même. 

Ceci  est  évident  dans  le  cas  où  la  direction  du  madrier 
est  elle-même  normale  aux  génératrices  de  contact, 
mais  on  peut  le  vérifier  aisément  dans  le  cas  d'une  dis- 
position oblique,  cas  que  l'on  n'envisage  généralement 
pas  dans  la  pratique  parce  que  le  travail  utile  y  est  rela- 
tivement moindre. 

Dans  la  disposition  communément  adoptée  le  madrier 
est  normal  aux  génératrices  de  conlart  et  la  force  de 
traction  est  exercée  dans  la  direction  même  du  madrier, 
mais  l'on  conçoit,  et  la  chose  s'observe  dans  la  pratique, 
que  le  déplacement  se  ferait  encore  dans  le  même  sens 
si  la  force  avait  une  direction  légèrement  oblique,  intro- 
duisant ainsi  une  composante  normale  au  déplacement 
et  dont  tout  le  travail  serait  absorbé  par  les  résistances 
qui  s'opposent  au  glissement. 

Par  analogie  avec  ce  cas  simple  nous  pensons  que, 
dans  le  cas  généi'al  oh  les  deux  rouleaux  ne  sont  plus 
parallèles,  il  doit  exister  à  chaque  instant,  pour  une 
surface  plane  matérielle  pesante  reposant  sur  eux,  un 
déplacement  infinitésimal  d^ élection  que  la  surface 
effectue  (juelle  que  soit  la  force  qui  la  mette  en  mou- 
vement pourvu  que  sa  direction  et  son  intensité  restent 
comprises  dans  certaines  limites. 

Nous  nous  proposons  ici,  comme  contribution  à  ce 
problème  mécanique,  d'en  étudier  le  cas  limite  théo- 
lique  qui  se  prête  à  une  discussion  purement  géomé- 
trique, en  envisageant,  non  plus  la  surface  plane  du 
madrier,  mais  simplement  une  droite  matérielle  se 
déplaçant  sans  glissement  sur  deux  rouleaiLX  cylin- 
driques d'égal  diamètre  roulant  sous  elle  sur  un  plan 
fixe. 
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II.    —   Possibilité  de  ce  mouvement 
SANS  glissement. 

Considérons  d'abord  un  seul  rouleau  cylindrique  : 
soit  (t  la  génératrice  du  cylindre  passant  par  le  point  de 
contact  de  la  droite  D.   On  voit  immédiatement  deux 
mouvements  satisfaisant  à   la  condition   de   s  effectuer 
sans  glissement,  à  savoir  :  une  rotation  de  la  droite  dans 
le  plan  tangent  autour  de  son  point  de  contact,  rotation 
qui  ne  déplace  le  point  de  contact,  ni  sur  la  droite,  ni 
sur  le  cylindre;  puis    une   translation    perpendiculai- 
rement à  G,  translation  qui  a  pour  effet  de  faire  rouler 
le  cylindre  sur  le  plan  fixe,  son  axe  progressant  deux 
fois   moins   vite  que   D,   comme   on  peut   s'en  rendre 
compte  en  remplaçant  le  cylindre  par  un  prisme  d'un 
nombre  infini  de  faces;  on  vérifie  aisément  que  les  élé- 
ments décrits  sur  la  droite  et  sur  le  cylindre  par  leurs 
points  de  contact  successifs  sont  égaux,  c'est-à-dire  que 
la  translation  considérée  s'est  effectuée  sans  glissement. 
Nous  allons   maintenant    montrer  que  pour  qu'une 
rotation  infiniment  petite  de  D  déplace  cette  droite  et, 
par  suite,  le  cylindre  sans  qu'il  y  ait  glissement,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  centre  de  rotation  soit  sur  la  généra- 
trice G  de  contact. 

La  condition  est  suffisante  :  en  effet  ('),  soit  un 
point  O  situé  à  une  distance  infiniment  petite  o  de  la 
génératrice  G;  désignons  par  a  la  dislance  de  O  au 
point  de  contact  A  de  la  droite  mobile  D  et  de  G,  et 
faisons  tourner  D  autour  de  O  d'un  angle  z  égal  à  ^; 
A  vient  en    A'  sur  la  normale   élevée   en   A    à   G,    et 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 
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J'on  a 

AA'  =  2  0  ; 

élevons  ]a  perpendiculaire  Ov  sur  le  milieu  de  A  A',  et 
soit  Al  son  intersection  avec  la  nouvelle  position  D, 
de  D,  la  parallèle  D'^  menée  par  A)  à  D  rencontre  A  A' 
en  un  point  A'^;  A' A',    est  infiniment  petit  du  second 

ordi'e,  et  Ton  a 

AA',  =  -.lo, 

en  négligeant  les  inliniment  petits  de  cet  ordre;  si  donc 
l'on  fait  effectuer  successivement  à  la  droite  D  les  deux 
mouvements  élémentaires  sans  glissement  envisagés  plus 
haut,  à  savoir  ici  une  translation  de  D  en  D'| ,  après 
laquelle  la  nouvelle  génératrice  de  contact  G|  est  pré- 

cisément  OA,,  puis  une  rotation  s  de  D,  autour  de  i\, 
qui  ne  change  pas  la  génératrice  de  contact,  on  amè- 
nera D  sur  D,  et  les  points  de  D  se  trouveront  respec- 
tivement à  une  dislance  infiniment  petite  du  second 
ordre  des  points  correspondants  de  D)  ;  la  rotation 
autour  de  O,  point  infiniment  voisin  de  G,  donne  donc 
lieu  à  un  mouvement  sans  glissement. 

La  condition  est  d'ailleurs  nécessaire,  car  la  rotation 
d  une  droite  D  autour  d'un  point  O  extérieur  à  G  peut 
se  décomposer  en  une  rotation  sans  glissement  autour 
du  point  d'intersection  de  G  et  de  la  normale  à  D  pas- 
sant par  O,  suivie  d'une  translation  de  la  droite  obli- 
quement à  G,  celle-ci  accompagnée  de  glissement. 

De  ces  considérations  élémentaires  il  résulte  (|ue  le 
mouvement  sans  glissement  d'une  droite  sur  deux  cy- 
lindres circulaires  égaux  roulant  sur  un  plan  fixe  est 
possible  et  ne  l'est  que  d'une  seule  manière  :  //  faut  et 
il  suffit,  pour  qu'un  pareil  moui^enient  ait  lieu,  que  le 
centre  instantané  de  rotation  j)Our  la  droite  soit  au 
point  de  concours  fictif  des  génératrices  de  contact. 
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Jll.    —    Courbes    [A]    kï    [B],    likux    des    poijnts   de 

COIVÏACT  SUCCESSIFS  AVEC  LES  CYLliVDKES.  GoURBE  [O], 

LIEU     DU     POIÎST     d'intersection     FICTIF  DES     GÉJVÉRA- 

TRICES  DE  CONTACT.   TaNGENTE    ET   RAYON  DE    COURBURE 
EJV    UN    POINT. 

Soient   A  et   B  {Jig.  i)   les  points  de  contact  de   la 
Fig.  I. 


droite  mobile  D  et  des  cylindres,  Il  et  K  les  génératrices 

de  contact  faisant  entre  elles  l'angle  to,  et  O  le  point  de 

rencontre  de  leurs  prolong("ments;  soient  de  plus  a  et  [i 
les  angles  de  D  avec  les  normales  à  H  (;t  K,  (;t  r/H,  rfR 
les  distances  respectives  infinitésimales  de  H  et  K  aux 
génératrices  voisines  H,  et  K(  ;  si  l'on  poseeniin 

0A=(/,        AA,  =  t^A, 
OB  =  b,        lîB,  =rfB, 


et 


00,=  r/0. 
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ou  a  les  égalités 


(0 


< 

= 

r 

2 

as, 

1  clK 

= 

I 

6s; 

1  dX 

= 

I 

2 

a 
cos  a 

< 

i  clB 

= 

l 
2 

cos  ^  ' " 

rZO  = 

i 

2 

AH 

sin  to 

= 

r 

a  sin  a  H 

h  6  si 

inp 

sinoj 

(2) 


(3) 


Les  égalités  (i  )  et  (2)  sont  évidentes;  l'égalité  (3)  se 
vérifie  aisément  :  soit  I  l'intersection  de  H,  et  de  K, 
on  a 


ce  qui,  joiut  aux  égalités  (i),  montre  que  les  triangles 
00, 1  et  ABO  sont  semblables,  le  rapport  de  similitude 
étant  éffal  à 


on  a  donc 


^0  =  1-^ 


2  2  sin  to 


on  en  conclut  aussi  que  la  tangente  à  la  courbe  [O]  est 
symétrique  de  D  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle 
des  droites  H  et  K,  bissectrice  dont  la  direction  est 
fixe. 

De  même,  la  tangente  en  A  à  la  courbe  [A]  est  symé- 
tri(jue  de  I)  par  rapport  à  H,  car  le  triangle  AA|  A'  doit 
être  considéré  comme  isoscèle. 

Les  formules  (2)  et  (3)  permettent  de  construire  les 
rayons  de  courbuie  R„,  ï\/,,  Ro,  aux  différents  points  A, 
B  etO. 
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Leur  expression  est 


^) 


Au  moyen  de  ces  formules  et  de  la  direction  précé- 
demment indiquée  des  tangentes  on  peut  déterminer  les 
centres  de  (;ourbure  correspondants. 

Rayons  de  courbure  de  l' enveloppe  [T]  de  D.  — 
Le  centre  de  courbure  O,  de  la  courbe  [T]  enveloppe 
de  la  droite  D  est  lié  d'une  façon  très  simple  aux  points  O 
et  <I>o,  centre  de  courbure  de  [O]  :  il  est  situé  sur  la 
normale  OT  à  D,  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  <î»^,  symétrique  de  $0  pai'  rapport  à  O. 

En  effet,  T  est  le  point  de  contact  de  D  avec  son  en- 
veloppe, d'autre  part  ^c  et  $«  doivent  voir  00,  sous  le 
même  angle  î,  ils  sont  d'ailleurs  de  part  et  d'autre 
de  00,,  d'où  la  construction  indiquée.  On  a  donc  l'ex- 
pression 
(46/.)  R,=  OT-4-RoCos(io  — 9,a). 

eu  particulier  pour  w  =::  -, 

IV.  —  L'aire  du  tiua^glk  formk  par  la  droite  mobile 

ET  LES  DEUX  GÉNÉRATRICES  DE  CONTACT  EST  CONSTANTE. 

Enveloppe  [T]  oe  D. 

L'enveloppe  [T]  de  D  par  rapport  au  plan  iixe  n'est 
autre  que  le  lieu  des  pieds  T  des  perpendiculaires  abais- 
sées des  points  successifs  0,0,,  ...  sur  les  positions 
successives  de  D.  Considérons  uu  plan  mobile  apphqué 
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sur  le  plan  de  la  figure  et  eiitraiué  d'un  mouvement  de 
translation  par  le  point  O  variable  sur  le  plan  fixe. 
Par  rapport  à  ce  plan  mobile  la  droite  variable  D  dans 
ses  positions  successives  enveloppe  une  courbe  G  dont 
la  podaire  prise  par  rappoit  au  point  lîxe  O  est  le  lieu 
sur  ce  plan  des  points  successifs  ï,  T| ,  .  . .  ;  cette  po- 
daire et  la  courbe  [T]  sont  donc  intiineaient  liées  l'une 
à  l'autre;  aussi  allons-nous  étudier  d'abord  la  courbe  C 
enveloppe  relative  de  D  dans,  le  plan  mobile. 

Prenons  comme  sens  positif  sur  la  génératrice  H  le 
sens  de  O  vers  A,  et  soit  G  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  et  L  celui  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  A  sur  H,  ;  on  a 

da  =  ÔTG  -^  E^,  ÔTG  =  Ô7Ï  -^  ÏG, 

et,  en  supposant  to  ■<  — ?  comme  Oïl  sera  toujours  po- 
sitif et  IG  négatif 

f/«=IÂ7-^|  OiI|  — I  IG|; 

d'ailleurs 

LAi  =  clW  tanga, 

en  grandeur  et  en  signe  si  l'on  convient  de  regarder  a 
comme  l'aiigle  ayant  pour  origine  OA ,  pour  extré- 
mité OT,  le  sens  positif  étant  celui  de  la  rotation  qui 

amène  OA  sur  OB  par  un  angle  égal  à  w;  posant 
enfin  (0^7.+  ^,  on  obtient 


\  du  —■-       ~a(  tan  ira  -;-  j^ — ■. h  cotto    , 

]  2      V  cospsinto  y 

1  db  =  —  -  b  { lans  &  ^ '-^ 1-  cotw  |. 

'.  '2        \  °  '  CdSCt   SIJKO  J 

Formant  la  quantité  a  da  -\-  h  db^  double  de  la  dilîe- 
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rentielle  de  l'aire  AOB,  on  trouve 

adh  -\-  h  da 


ab     V  r      ■  cosa         cos^il 

— ('tança  —  tani;- i)  sinoj  -; 7-  — ' 

"  2  sinco  [■       =  ^'  '  COS.6        cosaj 

la  quantité  entre  crochets  peut  s'écrire 

siiWa—  ;i)sin(a-f-  &)  -i-cos^a  —  cos^  [i 
cosa  —  cos^Ê 

ou 

sin-  se  cos2  p  —  sln2  ^  cos^  a  -H  cos^  a  —  cos^  {S  _ 

cosa  —  cos  ^ 

sous  cette  forme  il  est  visible  qu'elle  est  nulle  :  /VaVe  AOB 
est  donc  constante  et  la  courbe  C  «^  une  hyperbole 
ayant  pour  asymptotes  les  droites  du  plan  entraîné  qui 
coïncident  à  chaque  instant  avec  les  génératrices  de 
contact. 

Autre  démonstration.  —   Intégrons  la  formule  (5), 
l'on  a 

puis   rciiqjlaçant  sous   le   signe   d'intégration    cosa   par 
cos(co  —  Ci),  et  comme  dy.  =  —  f/3, 

ln<r«  =  -{ —  loçcosaH-  logcos^)  -i-  C 


nos- p       ^„ 
loçrt  =  log î i-  (-'  , 


doue 

«-  cosa  ,  ,  „A   _   /-« 
=z  /{'             OU              «O   =  A-. 

cosp 

c.    Q.    F.    U. 
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V.  —  Rectifications  de  la  courbe  [T]  et  de  la 
couhbe  [OJ.  A:\alogie  avec  des  podaiues  d'hyper- 
bole DAJVS   le  cas  iOz=  -. 


Lemme.   —   Soient   une  courbe    [S]    (  /ig.   -i)   et   un 
Fig.  2. 


point  O  pui'  rapport  auquel  on  prend  la  podaire  [P] 
de  [S].  Soit  P  le  point  de  [P]  correspondant  à  la  tan- 
gente MP  de  [S],  si  l'on  appelle  z  V angle  de  contin- 
gence des  deux  tangentes  infiniment  voisines  MP, 
M'P',  rare  infinitésimal  dP  de  la  podaire  est  donné 

j)ar 

dl*  =  OM  £. 

En  efl'el,  appelons  p  et  ni  les  vecleurs  UP  el  OM, 
J  angle  -^  de  PM  el  MO  s(;  retrouve  en  PP'O,  donc 


dl' 


sin  o 
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ou 

p  =  m  sincs, 

donc 


dF:=l)lZ.  c.    Q.    F.   D. 

Revenons  au  problème  principal.  Dans  le  cas  co  =  - 
les  formules  (4)  et  (4*'^)  donnent  pour  Ro  et  R,  les 
expressions  simples 

^^=^,         R,=  .OT; 

soit  M  le  milieu  de  AB,  c'est  aussi  le  point  de  contact 
sur  l'hyperbole,  et,  dans  ce  cas  particulier  où  1  hyper- 
bole est  équilatère, 

M  =  OM. 

•2 

Appliquons  le   lemme  à  la  podaire    de    l'hyperbole 
équilatère  prise  par  rapport  à  O,  on  a 
dP  =  OUt 

et  comme  OiM  =  ïio? 

^g^  dP  =  P^ot=dO, 

ce  qui  montre  l'égalité  qui  existe  entre  les  arcs  corres- 
pondants de  [O]  et  de  la  podaire  [P].  ^   .       ,,, 

Remarquons  que  la  tangente  en  P  à  la  podan-e  d  hy- 
perbole équilatère  fait  avec  l'asymptote  OA  un  angle  3  a, 
carS=  aî:  appliquant  alors  une  nouvelle  fois  le  lemme, 
et  désignant  par  ciq  l'arc  correspondant  de  la  deuxième 
podair'e    [Q],    podaire    de    [PJ    par    rapport   a  O,   on 

^  *^-^'^'''  ^^  dQ  =  OPd{ioL}; 

"^"^^  OP  ^  OT 
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On  jieiit  remarquer  que  la  tangente  en  Q  à  la  podairc; 
de  l'hyperbole  équilatère  fait  un  angle  5  a ^  avec  OA. 

On  conclura  donc,  dans  le  cas  co  =:  —  : 

■1 

1°  L' enveloppe  [T]  de  la  droite  D  est  une  courbe 
dont  V arc  infinitésimal  est  égal  en  longueur  aux  deux 
tiers  de  V arc  correspondant  de  la  deuxième  podaire 
centrale  de  l'hyperbole  équilatère  associée;  son  rayon- 
de  courbure,  égal  au  double  de  la  distance  de  la  droite 
au  point  O,  est  aussi  égal  aux  dix  tiers  du  rayon  cor- 
respondant de  cette  deuxième  podaire. 

2"  Le  lieu  [O]  du  point  fictif  d'intej'section  des  gé- 
nératrices, O,  est  une  courbe  dont  l'arc  infinitésimal 
est  égal  en  longueur  à  l'arc  correspondant  de  la  pre- 
mière podaire  centrale  de  l'hyperbole  ;  son  rayon  de 
courbure  égal  à  la  moitié  du  segment  de  la  droite 
compris  entre  les  génératrices  est  triple  du  rayon  cor- 
respor.dant  de  cette  prendère  podaire. 

[06k] 
SLR  CERTAIi\ES  QlESTIOi\S  RELATIVES  AUX  SURFACES  ; 

Par  m.  J.  RICHARD. 


Ou  sait  i'im[)ortance  que  présentent,  pour  l'étude  des 
surfaces,  les  formules  concernant  le  mouvement  à  deux 
ou  trois  paramètres,  d'un  trièdre  mobile.  Je  rappelle 
d'abord  ces  formules  de  la  façon  la  plus  brève  possible. 
1^6  mouvement  est  su[)posé  à  trois  paramètres  u.,   u,  (v. 
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Les  composantes  parallèles  aux  arêtes  du  trièdre  rao- 
l)ile  de  la  rotation  élémentaire  sont  désignées  par 

p  du  4-  /?!  dv  —  Pi  dn\ 
q  du  -^  qidv  -^  q^  dw, 
r  du  -h  ri  dv  —  r-i  dw, 

et  les  composantes  de  la  translation  de  l'origine  mobile 

sont 

^  du  4-^1  dv  -^  ç-2  dw, 

-/)   du  -î-  Tji  dv  -r-  '*l2  <^"'i 

"Q  du^li  dv  -r-  ^2  dw. 

a,  b^  c;  a',  b',  c';  a",  b",  c"  étant  les  neuf  cosinus  des 
angles  que  font  les  axes  mobiles  avec  les  axes  fixes,  on  a 
neuf  équations  analogues  à  celle-ci 

da        , 

on  a  aussi  neuf  équations  analogues  à  la  suivante,  où  X, 
Y,  Z  sont  les  coordonnées  de  l'origine  mobile, 

d\.  y.  ,  ^  y 

En  écrivant  les  conditions  d'intégrabililé  des  équa- 
tions (i)  et  (2),  on  obtient  neuf  équations  analogues  à 
celle-ci 


0V\ 


<Jp        à]  , 
et  neuf  autres  analogues  à  celle-ci 

^^  '  ôv  illl 

On  trouvera  dans  le  P'  Volume  de  la  Théorie  des 
surfaces,  de  M.  Darboux,  et  dans  la  Cinémniique  de 
M.  Kiinigs  la  uianière  d'établir  ces  é(juations. 

yinn.  de  Malhénial.,  4°  série,  l.  HI.  (Novembre  1900.)         02 
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Je  vais  considérer  le  cas  particulier  où  l'axe  des  a:  du 
trièdre  mobile  est  tangent  à  la  ligne  décrite  par  l'origine 
mobile  quand  u  seul  varie,  oii  l'axe  des  y  est  tangent  à 
la  ligne  décrite  par  l'origine  mobile  quand  w  varie  seul, 
et  l'axe  des  z  tangent  à  la  ligne  décrite  par  l'origine 
mobile  quand  iv  varie  seul.  On  a  alors  : 

Les  équations  analogues  à  (4)  se  simplifient  alois, 
mais  perdent,  en  partie,  leur  symétrie,  de  sorte  qu'il  ne 
suffira  plus  d'en  écrire  une  pour  avoir  les  autres  par 
permutation. 

Je  vais  donc  écrire  ici  ces  neuf  équations  séparément  : 


(5) 


q\\-^p\\  =  0 


=       Pi-r,, 


M.  Daiboux  se  sert  de  ces  formules  dans  sa  Titéorie 
des  surfaces,  nous  allons  nous  en  servir  ici  pour  établir 
(juelques  propositions  démontrées  autrement  dans  cet 
Ouvrage. 


I.  Le  théorème  de  Dupin.  — ■  Prenons  un  point  sur 
l'axe  des  z-  du  trièdre  mobile,  axe  qui  est  normal  à  la 
surface  (v  =:  const.  SoicMit  o,  o  et  À  les  coordonnées  de 
ce  point.  Le  déplacement  de  ce  point  a  pour  projections 
sur  les  axes  mobiles  (quand  (ï'  reste  constant)  : 

Sur  0.r \  du  -^  {q  du  -^  q i  di>)  A 

»     Oy 'rn  dv  —  (p  du  --.-  p^  dv  )  À 

»     O^ d\ 

Si  le  point  O  (l'origine  mobile)  décrit  une  ligne  de 
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courbure,  et  si  A  est  le  rayon  de  courbure  principal  cor- 
respondant, le  déplacement  considéré  doit  être  tangent 
à  Oz,  et  l'on  doit  avoir 

(   ^  du  -r-  (q  du  -k-  Qi  dv)\  =  o, 

(  6  )  )  ^  \ 

/   r^i  dv  ^  {p  du  -+-  pi  dv)l  =  o  \ 

eu  éliminant  A,  on  a 

^  du{ p  du  -X- Pi  dv )  ->r-  T,i  di'{cj  du  -i-  (/i  dv  )  =  o. 

C'est   l'équation    des    lignes   de    courbure    de    la    sur- 
face w  =  cous  t. 

Or,  cette  équation  se  réduit  à 

du  di>  =  o. 

En  effet,  des  trois  équations  (5  )  qui  ne  contiennent 
pas  de  dérivées  on  déduit  facilement  que  p^  (/,,  /.,  sont 
nuls. 

Les  lignes  de  courbure  sont  donc 

«  =  cunsl.,         c  =  const., 
ce  qui  démontre  le  théorème  de  Dupin. 

II.  On  sait  (voir  l'Ouvrage  de  M.  Darboux)  que,  si 
l'on  prend  pour  variables  les  paramètres  des  lignes  de 
courbure,  X,  Y,  Z  et  X--i-  Y- -h  Z-  vérifient  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

à'-X  àX  âX 

m h  ri  -T—  =  o. 


du  dv  au  dv 


Je  vais  démontrer  le  résultat  suivant,  qui  se  trouve 
démontré,  dans  l'Ouvrage  de  M.  Darboux  sur  les  sys- 
tèmes orthogonaux,  par  une  méthode  bien  différente. 

La  distance  do  deux  surfaces  in/ininieiit  l'oisincs 
w=  const.  salLsfaii  à  l'équaiion  aux  dérivées  parlielles 
précédente. 
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Celte  distance  n'est  autre  que  'Ç<,  chv.  Je  vais  démon- 
trer que  ^2  satisfait  à  cette  équation. 

On  forme   facilement  cette  équation   (Théorie   des 

surfaces,  t.  I,  p.   21 1).  On  a  ici  rélément  linéaire  de 

l'espace 

ds-  =  ;■-  chc^  -:-  r,  j  di>'-  -^  - 1  dw-  ; 

on  a  en  particulier 

/d\Y  .  fàzy- 


' 

-{ 

y 

d\ 

à'^ 

X 

d'où 

^  dX    à'-X    _      yi  ')X  /      rjX  ôX \ 

Jmà  du    Ou  Ov  ~~      ^  Ou  \      Ou  Ov  ] 


■  Ov 
d'où 


le  même 


=  —  ni'-. 


I   d\ 
111  =  —  -:  —  ; 

l   Ov' 


r,i    Ou  ' 


donc  l'équation  est 

o-X    _  \  à\  oX         1    '>,,  <^X 
Oudv        \   dç  Ou     '    T,i    Ou    Oi> 

Il  s'agit  de  montrer  que  Z^  satisfait  à  celle  équation. 
Or,  puisque/;,  q,  et  /'o  sont  nuls,  l'une  des  équations 
analogues  à  (3)  se  réduit  à 

On  peut  tirer  des  équations  (5)  les  valeurs  de  p.,^  r 
et  «jfo,  et,  en  les  portant  dans  la  relation  précédente,  on 
a  précisément  l'équation  qu  il  s'agit  d'établir. 

De  la  proposition  (jui  vient  d'être  démontrée  on  pour- 
rait déduire  sans  trop  de  difficultés  Téquation  aux  déii- 
vées  partielles  d'où  dépend  la  recherche  de  tons  l<'s 
systèmes  triples  orthogonaux. 
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m.  Dcinoiislraiioii  (V un  tliéorèine  dû.  à  Lioiwille. 
—  La  belle  proposition  que  nous  allons  maintenant 
démontrer  est  la  suivante  : 

Dans  l'espace  à  trois  dimensions  les  seules  transfor- 
mations qui  conservent  les  angles  sont  des  combinai- 
sojis  d'immersions,  d' liomothéties,  de  déplacements  et 
de  symétries. 

Considérons  une  transformation  conservant  les  angles. 
Elle  transformera  le  système  des  plans  parallèles  aux 
plans  de  coordonnées  en  un  système  triple  orthogonal. 
Je  suppose  ce  système  formé  des  surfaces 

Il  =  const  ,         V  =  const.,  w  =  const., 

dont  il  est  question  (i-dessus.  Comme  la  transformation 
change  un  triangle  infiniment  petit  dans  un  autre  sem- 
blable, le  rapport  des  deux  éléments  d'arcs  correspon- 
dants doit  être  indépendant  de  leur  direction  et  dépendre 
seulement  de  leur  position.  Or 

ds'^  =  du-  -(-  dv-  -^  dw- 

est  la  formule  donnant  le  carré  du  premier  élément 
d'arc,  et  le  second  est  donné  par  la  formule 

dsi  =  ç-  du-  H-  TjI  dv--i~  u3  dw-. 

Pour  que  leur  rapport  ne  dépende  que  de  la  position  du 
point,  il   faut  évidemment  que 

Appelons  k  la  valeur  commune  de  ces  trois  quantités  ; 
d'après  ce  (pii  précède;  A  satisfait  à  l'équation 

fr-lc         ■>.  dk  Ole 


au  âv        />•  Ou  ()v 
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et  à  deux  autres  aualogues  en  permutant  h,  v',  iv,  qui 
s'intègrent  facilement  et  donnent 

f,  C3  et  'b  étant  trois  fonctions  arbitraires  :  nous  n'aurons 
pas  besoin  de  cette  formule . 

Calculons  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface  -iv  =r  const.  Ils  sont  donnés  par  l'une  ou  l'autre 
des  formules  (6),  où  l'on  fait  d'abord  (lu=o^  puis 
dv  =  o.  Ce  sont 


et 

Pi 


or,  ICI, 


,  ,  i    dk  I    dk 

^  =  r,  1  =  A-,  yj,  =  —  -^  -—  ,  q  =  , 

A    OW  A    c^ll' 

comme  le  montrent  les  formules  (5). 

Les  rayons  de  courbure  sont  égaux,  tous  les  points 
sont  des  ombilics,  la  surface  (V=  const.  est  une  sphère; 
il  en  est  de  même  des  surfaces  u  =:  const.,  u  =  const. 

Considérons  les  sphères  (p.  Puisqu'elles  coupent  à 
angle  droit  deux  sphères  quelconques  u^  const.,  elles 
ont  leur  centre  dans  le  plan  radical  de  ces  sphères.  On 
conclut  de  là  que  toutes  les  sphères  u  ^  const.  ont 
même  plan  radical  et  forment  un  faisceau.  De  même, 
pour  les  deux  autres  séries  de  sphères. 

Maintenant  toutes  les  sphères  a  et  ç»  étant  coupées  à 
angle  droit  par  les  sphères  w  doivent  avoir  même  axe 
radical,  intersection  du  plan  radical  de  toutes  les 
sphères  u  avec  celui  de  toutes  les  sphères  t^.  Mais  les 
sphères  u  et  ^>  se  coupant  à  angle  droit,  les  unes  coupe- 
ront leur  plan  radical  suivant  un  cercle  réel,  les  autres, 
non.  Elles  ne  peuvent  donc  avoir  un  même  axe  radical 
que  dans  le  cas  limite  où  toutes  les  sphères  d'une  môme 
série  sont    tangentes    entre   elles.    Nos    trois    séries  de 
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splières  passent  donc  par  un  même  point  et  y  louclient 
trois  plans  x'ectangulaires  fixes.  Dès  lors,  une  inversion 
ayant  pour  pôle  ce  point  les  change  en  des  plans  rectan- 
gulaires. De  là  résulte  sans  peine  le  théorème  énoncé. 

[P4b] 
SIK  LES  TRAXSF0RM4TI0\S  QIADRATIQLES  BIUATIOK^ELLES; 

Pau  m.  Mvurici<:  FRÉCHET. 


Étant  donnés  deux  points  ni,  m'  situés  dans  deux 
plans  P,  P' distincts  ou  non,  soient  x,  j,  z  les  coordon- 
nées trilinéaires  de  m  par  rapport  à  un  certain  triangle 
de  référence  T  dans  le  plan  P  ;  de  même  x',  y\  z-'  pour  m' 
par  rapport  à  un  triangle  T'  de  P'. 

On  dira  que  ni'  dérive  de  m  par  une  transformation 
quadratique  birationnelle  si  l'on  a 

r'  v'  z 

(I) 


f,  g,  h  étant  trois  polynômes  homogènes  du  second 
degré  tels  que  les  équations  /^  o,  g'=  o,  A  =  o  i-epré- 
sentent  trois  coniques  ayant  exactement  trois  points 
communs  d'ailleurs  distincts  ou  confondus  :  A,  B,  G. 

On  donne  généralement  une  forme  canonique  dis- 
tincte aux  trois  cas  qui  peuvent  se  présenter  :  A,  B,  G  dis- 
tincts 5  A,  B  confondus-,  A,  B,  G  confondus. 

Je  nie  propose  de  montrer  (/a  on  peut  présenter  ces 
trois  cas  sous  la  même  forme  géométrique. 

1.  Supposons  d'abord  A,  B,  G  distincts  et  prenons 
pour  triangle  de  référence  T  le  triangle  ABC;  A,  B,  G 
ne  sont  pas  en  ligne  droite,   sans  quoi  ^1=0,   g  =^  o 
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et   h  =  o   auraient  plus  de  trois  points   communs,   car 
elles  comprendraient    toute  la   droite  ABC.   On   aura 

alors 

If  ^  cty^  -^  bzx  -T-  cxy, 
g  SES  a' yz  -h  b'  zx  ~  c'xy, 
h  ^  o!' yz  -*-  h"  zx  -T-  c"  xy. 


Soient 


b      c 
b'     c' 

b"     c" 


et 


A.     B,     G,     A', 


les  mineurs  de  A. 

0  n'est  pas  nul,  sans  cjuoiy=:  o,  ^  =  o,  7i=  o  auraient 
plus  de  trois  points  communs.  Donc  le  déterminant 
adjoint 


A  = 

A'     B' 

1 
C 

A"     B" 

C" 

n'est  pas  nul. 

De  (i)  et  (2),  on  tire 

x'                              y 

ayz  -hbzx-T-c  xy  ""  et' yz  -^  b'  zx  ~ 

h  c'xy 

z' 

Ax'-hA'y'-h\"z' 

~"  a"yz  T-  b"  z.r  H-  c"  xy 

oyz 

Bx' 

-f-B'.r'^ 

B"^' 

Gx'-^C'y'-^C"z' 

Puisque  A  ^  o  on  pourra  prendre  comme  triangle  de 
référence  dans   le  plan  P',    le   triangle   fornaé  par   les 

droites 

\x'  -r-  A' y'  -h  A"  z'  =  o, 

Bx'-^B'y'  -h  B"z'  =  0, 
G^'-i-  C'y'  -u.G"^'  =  o. 

Ainsi,  par  un  clioix  convenable  des  coordonnées,  les 
relations  (1)  prendront  la  forme 


(3) 


X 


il 


ry 
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2.  Si  AB  sont  confondus  et  dislincts  de  C,  on  peut 
choisir  le  triangle  T  de  façon  que 

f  ^=  a  xz -^  b  yz -^  ex-, 

y  ^  a'  xz  -H  h' yz  -!-  c  x'^, 
h  ^  a"  xz  -i-  b"yz  -f-  c" x-, 

et  l'on  voit  de  même  qu'on  peut  choisir  le  triangle  T' de 
façon  que  les  relations  (i)  prennent  la  forme 

xz        yz       X- 

3.  Enfin,  si  ABC  sont  confondus,  on  voit  jiar  un  rai- 
sonnement analogue  qu'on  peut  mettre  la  relation  (i) 
sous  la  forme 

x  y'  z' 

(5)  —  -^     — 


a-y        yi        _ri  —  zy 

Ayant  ramené  selon  les  cas  la  relation  (i)  à  l'une  des 
formes  (3),  (4)>  (5)  par  un  simple  changement  de 
coordonnées,  faisons  sur  m'  une  transformation  homo- 
graphique  H'cjui  le  transforme  en  un  point  M  du  planP 
de  coordonnées  X,  Y,  Z  par  rapport  au  nxème  triangle  T 
que  m.  Et  nous  définirons  cette  transformation  particu- 
lière par  les  formules 

y         (dans  le  [)remier  cas), 

y-  (dans  les  deux  autres  cas). 

On  voit  alors  ([ue  les  relations  (3),  (4),  (^)  de- 
viennent 

X        Y 

(i)  -  = -, 

X        y 

(7)  XF'^-i-YF;.+  ZF;,  =  o, 


X 

y 

Y  " 

X 

x' 
X  " 

.y' 

"  Y 

(  5o6  ) 
en  posant 

F  ES  xy  —  z^  (clans  le  premier  cas), 

¥  ^  X-  —  z^  (dans  le  deuxième  cas), 

F  :s  37-  — "ijz         ('dans  le  troisième  cas). 

Ainsi  soit  H,  la  transformation  définie  par  les  for- 
mules (6),  (-)  où  F  est  un  certain  polynôme  homogène 
du  second  degré  et  soit  H2  la  transformation  inverse 
de  H'  : 

Toute  transformation  hiralionnelle  quadratique 
peut  se  décotnposer  en  une  transformation  biration- 
nelle  quadratique  réciproque  H,  du  plan  P  sur  lui- 
même,  suivie  d'une  transformation  honio graphique  H^ 
du  plan  P  sur  le  plan  P'. 

De  plus,  la  transformation  H,  s'obtient  ainsi  :  on 
fait  correspondre  au  point  m  un  point  jM  tel  que  : 

I  "  m  M  passe  par  un  point  Jixe  0(xn=o,jv'  =  o); 
2"  M  et  m  sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique 
(décomposable  ou  non)  F  =  o. 

Réciproquement  une  telle  transformation  est  bien 
birationnelle  quadratique  récipi'oque,  sauf  le  cas  où  F 
serait  décomposée  en  deux  droites  et  passerait  par  O 
(cas  oii  l'on  aurait  une  homologie).  Car  les  rela- 
tions (6)  peuvent  s'écrire 

X    _     Y     _  Z 

^T  ~  TFÎ  -  -  (:rFi  + jF;.)* 

Les  dénominateurs  égalés  à  zéro  représentent  trois 
coniques  se  coupant  aux  trois  points 

{x^y  =  o)         et         {¥'.=  o,x¥'_^  +  yY'y=o). 

Elles  ne  se  coupent  en  quatre  points  que  dans  le  cas 
indiqué. 
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Enfin,  remarquons  que  :  si  F  est  découiposable,  deux 
des  points  A,  B,  C  sont  confondus  ;  si  F  n'est  pas  découi- 
posable mais  passe  par  O,  les  trois  points  A,  B,  C  sont 
confondus;  dans  le  cas  général  A,  B,  G  sont  distincts. 

Observons  en  passant  que  si  F  =  o  est  un  cercle  de 
centre  O,  la  transformation  est  une  simple  inversion. 
D'ailleurs,  dans  le  cas  général,  on  peut  supposer  qu'il 
en  soit  ainsi  en  faisant  d'abord  une  transformation  lio- 
mographique  convenable.  Donc,  le  cas  général  se 
ramène  à  celui  de  l'inversion  au  mojen  de  deux  trans- 
formations homographiques. 

Remarque.  —  Mentionnons,  pour  terminer,  une  pro- 
priété de  rhjpocycloïde  à  trois  rebroussements  c|ue  je 
crois  nouvelle  et  qui  se  démontre  facilement  au  moyen 
de  la  transformation  quadratique  birationnelle  ; 

Toute  Jijpocycloïde  à  trois  rebroussements  peut  être 
considérée  comme  enveloppe  de  celles  des  hyperboles 
passant  par  ses  trois  rebroussements  dont  V angle  des 
asymptotes  est  de  60°. 


[D2a!ï] 
SIR  LE  RÉSULTAT  M  CHAXGEMEKT  DE  L'ORDRE  DES  TERMES 
DANS  INË  SÉRIE; 

Par  m.  Maurice  FRÉGIIET. 


On  sait  que  si  l'on  modifie  de  façon  quelconque  l'ordre 
des  tcimcs  d'une  série  absolument  convergente,  la  nou- 
velle série  est  encore  absolument  convergente  et  a  même 
somme. 

On  sait  aussi  que  l'on  peut  toujours  modifier  l'ordre 


(  ~'(^^  ) 

des  tenues  supposés  réels  crime  série  semi-eonvergente 
de  façon  à  lui  donner  telle  somme  que  l'on  voudra  (finie 
ou  même  iuiinie). 

Il  est  intéressant  de  compléter  ces  résultats  en  cher- 
chant l'effet  produit  par  une  modification  quelconque 
de  l'ordre  des  ternies  d'une  série  quelconque. 

Etahlissons  d'abord  quelques  théorèmes  presque  évi- 
dents. 

1°  Si,  dans  une  séiie  S  convergente  à  ternies  tous 
positifs  ou  nuls,  on  modifie  l'ordre  de  ces  termes  de 
façon  quelconque,  la  série  transformée  S'  est  aussi 
convergente  et  a  même  somme  que  S. 

En  effet,  aussi  grand  que  soit  n  on  peut  trouver  ^7  tel 
(jue  S^  contienne  au  moins  tous  les  termes  de  S)^,  donc 

Quand  n  croit  indéfiniment  S^^  a  donc  une  limite  s'^s. 

On  a  de  même 

s  ~s'. 

Donc  S'  converge  et  a  pour  somme  .v'=  s. 

2"  Si  l'on  modifie  l'ordre  des  termes  d' une  série 
divergente  S  à  termes  positifs  ou  nuls,  la  série  trans- 
formée S'  est  aussi  divergente. 

En  effet,  si  grand  que  soit  le  nombre  A,  on  peut 
trouver  un  nombre  q  tel  que  pour  n^'q  on  ait 

S/;>    A. 

Or,  on  peut  trouver  p  tel   que  S'    contienne  au  moins 
tous  les  termes  de  S^  \  donc 

^'i,'l  S^/>>  A, 
et  alors  pour  n  >  /7, 

s;,>A. 
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3°  Si,  dans  une  série  S  à  ternies  réels  ou  imaginaires 
f/uelco7if/ues  dont  le  ternie  général  u,i  tend  vers  zéro, 
on  modifie  l'ordre  des  termes  de  façon  quelconque,  le 
terme  général  u\^  de  la  série  transformée  S'  tend  aussi 
vers  zéro. 

En  etïet,  aussi  petit  que  soit  s  >■  o,  on  peut  trouver/? 
tel  que  pour  n  >  p 

1  Un  I  <  £• 

Or  les  termes  z<,,  ...,  Up  sont  devenus  u,„^,  ...,  «,'„^,. 
Soit  q,  un  nombre  entier  supérieur  à  77ï,,  ...,  nip. 
Pour  m':>q,  le  terme  ?<,'„  ne  peut  provenir  que  d'un 
terme  //„  tel  que  n  soit  supérieur  à  p.  Donc,  pour  m':>q., 


4''  Il  en  résulte  que  si,  au  contraire,  le  terme  général 
de  S  ne  tend  pas  vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  celui 
de  S'. 

SÉniES    A    TERMES    RÉELS. 

Appelons  P  et  Q  les  séries  formées  par  les  termes 
positifs  d'une  part  et  les  termes  négatifs  d'autre  part, 
de  la  série  à  termes  réels  S  dont  le  terme  général 
est  Un- 

Nous  dirons  que  la  série  S  est  absolument  conver- 
gente si  les  séries  P  et  Q  sont  convergentes.  Nous 
dirons  qu'elle  est  absolument  divergente  si  l'une  des 
séries  P  et  Q  converge  et  que  l'autre  diverge^  ou  bien 
si  le  terme  général  </„  ne  tend  pas  vers-  zéro. 

Enfin  nous  dirons  que  la  série  S  est  semi-convergente 
ou  semi-div<;rgcnte  si  les  séries  P  et  Q  divergent  toutes 
deux  et  si  de  plus  le  terme  général  de  cliacnne  d'elles 
l(!nd  vers  zéro. 

Ces  définitions  n'impliquent  pas  de  contradiction,  car 
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si  P  et  Q  convergent  toutes  deux,  S  converge  aussi;  de 
même  dans  le  second  cas,  S  diverge. 

On  voit  maintenant  qnime  série  quelconque  S  à 
tenues  réels  peut  toujours  être  rangée  dans  V une  des 
trois  classes  précédentes,  en  convenant  que,  si  l'une  des 
séries  P  ou  Q  est  limitée,  on  lui  ajoute  une  infinité  de 
termes  nuls. 

Et  alors,  ce  qu'il  j  a  lieu  d'observer,  c'est  que  si  l'on 
modifie  V ordre  des  termes  de  la  série  S  de  façon 
quelconque,  elle  reste  toujours  dans  la  même  classe. 

Ceci  résulte  immédiatement  des  théorèmes  énoncés 
plus  haut.  En  outre,  la  démonstration  classique  du 
théorème  cité  au  début,  concernant  les  séries  semi- 
convergentes,  suppose  seulement  sur  ces  séries  que  les 
séries  P  et  Q  divergent  et  que  leur  terme  général  tend 
vers  zéro.  Elle  s^ applique  donc  aussi  aux  séries  senii- 
divergentes. 

On  ])ourrait  encore  les  ranger  d'une  autre  manièi-e  en 
deux  classes. 

Convenons  de  dire  qu'une  série  S  telle  que  S/^  tend 
vers  +  ce  ou  vers  —  ce  a  pour  somme  -|-  ce  ou  —  ce. 

Alors,  la  première  classe  sera  formée  des  séries  S 
pour  lesquelles  l'une  au  moins  des  séries  P  ou  Q  con- 
verge. La  seconde  classe  sera  formée  des  autres  séries. 

On  voit  que  si  l'on  intervertit  l'ordre  des  termes,  une 
série  reste  dans  sa  classe;  mais  une  série  de  la  prendère 
classe  garde  toujours  la  même  somme.  Au  contraire, 
on  peut  toujours  niodifier  l'ordre  des  termes  d'une 
série  de  la  seconde  classa  de  façon  que  S„  ne  tende 
vers  aucune  limite  finie  ou  non.  Il  suffira  de  prendre 
«,  termes  de  P,  ///i  termes  de  Q,  n-,  termes  de  P,,  .  .., 
de  façon  que 

(i'",-Q"',+---H-rv,-Q'",-.)  +  'V>A 
n\-Q„„-f-...-P,„.)  -Q«,.<B  ^    ^- 
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SERIES    A    TERMES     IMAGINAIRES. 

Le  théorème  cité  au  début  à  propos  des  séries  semi- 
convergentes  ne  s'étend  pas  aux  séries  à  termes  imagi- 
naires. Il  suffit  de  considérer  l'exemple  suivant  : 

La  série  dont  le  terme  général  est 

I  .{  —  T)«+l 


est  convergente,  car  il  en  est  ainsi  pour 


et. 


D'autre  part. 


y    n"        II'        Il 


donc  la  série  des  modules  est  divergente.  Alors  la 
série  X"«  est  semi-convergente.  Cependant,  en  modi- 
fiant l'ordre  de  ses  termes,  on  ne  peut  lui  donner  une 
somme    quelconque,    car    la    partie    réelle    sera     ton- 


[M^g] 
SUR  II^E  PROPRIÉTÉ  APPARTENANT  A  CERTAINES  HÉLICES; 

Pau  m.  Paul-J.  SUGHAR. 


Considérons  les  courbes  C,  Ci  et  Co,  où  Ci  est  le  lieu 
des  centres  de  la  s[)lière  osculatrice  à  la  courbe  C,  et  Co 
le  lieu  des  centres  de  la  sphère  osculatrice  à  la  courbe  Ci  \ 

M(x,  jK,  z)->  Ml  (xi,  j»^,,  z,),  Mo(a'2,  JK2,  2o)  trois  points 
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correspondants;  M|  étant  le  centre  de  la  sphère  corres- 
pondant à  M,  et  Mo  le  centre  de  la  sphère  correspon- 
dant à  M] . 

Je  nie  propose  de  démontrer  le  théorème  suivant  ; 

Si  les  distances  des  points  M,  et  Mo  aux  plans  oscil- 
lateurs aux  courbes  G  ef  Ci  sont  constantes,  ces  courbes 
sont  des  lié  lices. 

En  effet,  soient  a,  ^i,  y;  a',  |j',  v' •  7/',  |îi",  y''  les  cosi- 
nus directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  principale 
et  de  la  binormale  à  la  courbe  C  au  point  M.  Les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  principale  et 
de  la  bi-normale  au  point  correspondant  Mi  S(;ront  aux 
signes  près  a",  |j",  y"-,  a',  ^j',  y';  a,  |j,  y.  Désignons  encore 
par  p  et  t,  p(  et  Ti  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion 
de  deux  courbes  aux  points  M  et  M,,  et  par  s  et  S\  les 
arcs  de  deux  courbes. 

Nous  aurons,  d'après  les  formules  de  Frenet, 


0) 
d'où 


Celte  dernière  formule  nous  montre  que,  si  la  courbe  C 
est  une  hélice,  la  courbe  C)  sera  aussi  une  hélice. 

Remarquons  que  les  dislances  des  poiiits  M,   et  Ma 

aux  plans  oscuhileurs  en  M  et  Mi  sont  t   /-  et  Ti  -7-^;  on 
^  ds  dsi 

aura  alors 

(4)  ^'^=^^'' 


dx         a' 

dx" 

ds          '^ 

ds  1 

d'j."        y.' 

d'j. 

Ih    ^  ~.' 

d.u 

dsi        Pi 

~i 

ds         -. 

p 
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A  et  A,  étant  des  constantes.  Je  dis  que  les  i^ayons  de 
courbures  aux  points  INI,  1M|  et  Mo  sont  égaux. 
En  etFet,  on  a  pour  les  coordonnées  du  point  M, 

d?    „ 
Xx=^  X  -^  ox  —  ■z~~'-j" 
'  as 

d?    „ 

d'où,   en  ditïerentiant  et  en  ayant  égard  aux   formules 
deFrenet,  on  aura 

et  comme  on  a,  aux  signes  près, 

dx^  _     „  dy^  _     ,  d^ôl  _     „ 

ds,    ~  "■'  dSi    ~  ^  '  dSi    ~  '^  ' 

on  aura,  en  ayant  égard  à  (  2), 

et,  par  analogie, 

Ti        ~  L"^!        dsi  V'  dsj] 

Il  résulte  donc,  d'après  (3)  et  (4),  que  ces  rayons  de 
courbure  sont  égaux. 

Si  nous  divisions  les  relations  (3)  et  (4),  on  trouve, 
en  ayant  égard  à  (2), 

-=±^ 

P  A, 
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c'esl-à-dire  que  la  combe  C  est  une  hélice,  et  d'après  la 
remarque  laite  au  début,  il  résulte  que  les  couibes  C, 
et  Co  sont  aussi  des  hélices.  On  remarque  que  le  théo- 
rème proposé  est  en  défaut  si  la  constante  A=  o,  car 
cette  condition  entraine  aussi  ]a  condition  A,  =  o.  En 
effet,  la  courbe  C2  coïncide  avec  la  courbe  (j,  puisque  0 
est  constant,  et  les  deux  courbes  C  et  C,  sont  alors 
récipi'oques  ;   le  rapport  -  sera  indéterminé. 


CORRESPOiM)A\CE. 


M.  G.  Fontené.  —  Au  sujet  des  questions  1804,  1806,  1807. 

Si  l'on  mène  à  une  conique  S  les  tangentes  MT,  MT'  et  mt, 
mt',  la  conique  des  six  points  M,  T,  T',  m,  t,  t'  est  un  cercle 
à  la  condition  que  l'axe  focal  de  la  conique  S  soit  la  bissec- 
trice de  l'angle  iVlO/n,  et  que  OF  soit  moyen  proportionnel 
entre  OM  et  Om. 

Les  couples  de  points  M,  m  sont  les  mêmes  pour  une  série 
de  coniques  homofocales.  Celle  de  ces  coniques  dont  les  asymp- 
totes sont  OM,  0«i  est  donc  tangente  à  la  droite  Mm  (en  son 
milieu  cp),  de  sorte  que  les  directions  MO  et  Mm^par  exemple, 
sont  également  inclinées  sur  MF  et  MF'.  11  suit  de  là  qye  les 
paraboles  tangentes  au\  couples  de  droites  MT  et  MT'  en  T 
et  T',  ou  aux  couples  de  droites  mt  et  mt'  en  t  et  <',  ont  même 
loyer  cp,  et  par  suite  même  axe;  c'est  la  question  1804  géné- 
ralisée C),  et  le  fait  énoncé  dans  la  question  180()  devient 
intuitif. 

Il  passe  aussi  au  point  o-  une  ellipse  du  système  hoiiiofocal 
considéré,  et  cette  ellipseest  normale  à  la  droite  M/??.  Les  lon- 
gueurs (f  M  et  cpm  étant  égales,  les  directions  OM  et  0 m  étant 
également  inclinées  sur  les  axes,  les  points  iM  et  m  sont  les 
cercles  de  Cliaslcs  de  celte  ellipse.  C'est  la  question  1807  (2). 


(')  Nouvelles  Annales,  1901,  p.  334. 
(-')  Cf.  Durouccj,  Ibid.,  p.  33o,  33.2. 
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Un  abonné.  —  Le  théorème  II  de  la  Noie  de  M.  Siicliar  sur 
le  rayon  de  courbure  d'une  conique  (  N.  A.,  igoS,  p.  /[<yi  i  a  déjà 
été  donné  par  i\I.  d"Ocai,Mie  sous  l'orme  de  la  question  1919.  Les 
deux  expressions  du  rayon  de  courbure  données  par  M.  Suchar 
au  n"  7  de  sa  Note  figurent  l'une  et  l'autre  dans  la  démon- 
stration que  1\I.  d'Ocagne  a  donnée  de  son  théorème  ( j\.  A., 
1902,  p.  23 1  et  232). 

M.  S.  Chassiotis.  —  Au  sujet  de  la  question  1919.  — 
...  Je  rectifie  une  erreur  qui  s'est  glissée  dans  la  scdution  que 
j'ai  donnée  de  la  question  1919. 

Page  93.  ligne  3,  au  lieu  de  : 

...  et  l'intégrale  est  de  la  forme 

P'  =  a  cosa  -4-  6  sin  a  -i-  c, 
il  faut  lire  : 

,  ...  dont  l'intégrale  est 

2/?-=  c  -f-  v/c- —  k'^  sin2(x  -!-  ao), 

c  et  «0  étant  des  constantes. 

On  reconnaît  alors  que  la  propriété  signalée  par-l'énoncé  de 
M.  M.  d'Ocagne  n'appartient  qu'aux  coniques,  contrairement 
à  ce  que  j'avais  affirmé. 

IM.  Guichard.  —  Au  sujet  d'un  théorème  relatif  aux 
lignes  de  courbures  des  surfaces.  —  Le  théorème  démontré 
géométriquement  par  .M.  Bricard,  dans  le  numéro  d'août  des 
Nouvelles  Annales  (p.  35g),  est  un  cas  particulier  d'une  pro- 
position générale  que  j'ai  établie  analyiiquement  dans  mon 
Mémoire  Sur  les  systèmes  cycliques  et  orthogonaux  (An- 
nales de  r Ecole  Normale,  tnars  T903,  n"  17),  et  que  j'énonce 
comme  il  suit  : 

Si  deux  systèmes  cor rcs/iondanls  formes  de  lii^-^nes  con- 
juguées sont  tels  que  chaque  tangente  de  l'un  soit  per- 
pendiculaire à  la  tangente  qui  ne  lui  correspond  pas  dans 
Vautre,  il  en  est  de  même  des  systèmes  déduits  des  systèmes 
primitifs  en  leur  appliquant,  en  sens  inverse,  la  transfor- 
mation de  La  pi  ace.  z  \\  : 


(  -'^'tJ  ) 

MiTIlKMVTlOlES  l'HÉPAUATOIRES  AIX  SCIE.VCES  PIIYSIOIES 
ET  1\DISTR!ELLES. 


Toulouse. 


Épreuve  écritiî.  —  I.  Représenter  par  une  série  trigono- 
métrique  une  fonction  de  x  admettant  la  période  T  et 
prenant  la  valeur  b  quand  x  est  compris  entre  o  et  \T  et 
ta  valeur  o  quand  x  est  compris  entre  |T  et  T. 

II.  On  considère  un  levier  OB,  de  masse  négligeable,  de 
longueur  b  et  mobile,  autour  du  point  O,  dans  le  plan  de 
la  figure.  En  A,  à  une  distance  a  de  0,  est  attachée  l'extrt- 


Al 


mité  d'un  ressort  qui  s'allonge  de  h  sous  l'action  de  l'unité 
de  poids,  l'autre  extrémité  étant  fixée  en  G.  L'extrémité  B 
du  levier  porte  un  poids  W  tel  que  le  levier  soit  horizontal 
dans  sa  position  d'équilibre. 

1°  Déterminer  l'allongement  du  ressort  dans  la  position 
d'équilibre  du  levier. 

%"  On  écarte  le  levier  vers  le  bas  à  partir  de  sa  position 
d'équilibre  de  manière  que  le  point  X  prenne  un  petit  écarta 
et  puis  on  abandonne  le  système  à  lui-même.  Etudier  les 
petites  oscillations  du  système. 

3°  On  suppose  que  G  n'est  plus  fixe,  mais  possède  un  dé- 
placement vertical  harmonique  simple  X  s\nqt^  compté  posi- 
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tivement  dans  le  même  sens  que  le  sens  positif  adopté  poul- 
ie déplacement  de   A.    On    demande   d'étudier   les  petites 
oscillations  du  point  A,  dans  ces  nouvelles  conditions. 
N.  B.  —  On  suppose  les  frottements  nuls. 

Epreuvk  pratique.  —  La  même  que  pour  le  certificat  de 
calcul  différentiel  et  intégral.  (Juillet    igoS.) 

Lyon. 
MÉCANIQUE.  —  I.    Vitesses  relatives  ;  théorèjne  de  Coriolis. 
II.   Théorème  des  aires. 

Analyse.  —  I.  Etudier  les  variations  de  la  fonction 

3  .r  —  x 


JK  =   L(^2) 

L  étant  l'algorithme  du  logarithme  népérien. 

II.  Intégrer 

y''-  dx'^  -\-  x^  dy^  —  i xy  dx  dy  =  o. 

Quelle  est  l'enveloppe  des  couibes  intégrales? 

(Juillet  igo3.) 

CERTIFICATS  D'ASTRO\0)IIE. 


Toulouse. 


Épreuve  écritk.  —  I.  Etablir  les  lois  du  mouvement 
diurne.  Dire  si  ces  lois  sont  rigoureusement  exactes. 

II.  On  considère  une  planète  de  masse  \i.  {celle  du  Soleil 
étant  i)  qui  décrit  une  orbite  circulaire  dont  on  prend  le 
rayon  pour  unité  de  longueur. 

On  considère,  en  second  lieu,  une  comète  de  masse  négli- 
geable, qui  se  meut  sur  une  parabole  située  dans  le  plan 


(  5i8  ) 

de  l'orbite  de  la  planète,   la  distance  périhélie  q  =  ?>C  de 

cette  comète  étant  —  • 
■  n 

On  suppose  que-ita  planète  et  la  comète  se  meuvent  dans 
le  même  sens  et  que  le  rayon  vecteur  de  la  planète,  au 
moment  du  passage  de  la  comète  au  périhélie,  fait  un 
angle  l'o  avec  le  rayon  vecteur  de  la  comète. 

On  demande  de  déterminer  la  constante  Co  de  manière 
que  la  comète  rencontre  la  planète  dans  la  suite  de  sa 
course. 

Application  au  cas  oii 

I 

«  =  4        et        IX  =  • 

On  rappelle  aux  candidats  les  formules  suivantes  : 
n-a^  =  /i-(i  +  [jl), 

/  ,^'\ 

/■  =  ^  I  1-1-  tang-  -  1> 


V         1  .V        A-  v/  '  ^-  F^'  / ,       T-  \ 

tang — i--taiig3-=  (/  —  T), 

2         0  2  s/iq"^ 

où  \x'  désigne  la  masse  de  la  comète,  T  la  date  de  son  pas- 
sage au  périhélie,  k  la  constante  de  Gauss,  n  le  moyen 
mouvement  de  la  planète,  c'est-à-dire  le  coefficient  du 
temps  dans  l'expression  de  l'anomalie,  a  le  demi-grand 
axe  de  l'orbite. 

Nota.  —  Les  candidats  sont  autorisés  à  se  servir  de  Tables 
de  logarithmes. 

EpRKlVK  pnATlQiE.  —  Une  planète  a  pour  excentricité 
sino  oti  o  =  i4"i2'  i",  87.  Elle  part  de  son  périhélie  à  l'ori- 
gine du  temps.  On  demande  de  calculer  son  anomalie 
excentrique  au  moment  où  elle  a  accompli  le  cinquième 
de  sa  révolution.  (Juillet  iç)o3.) 

Marseille. 

KpREtVK  ÉCRiTi;.  —  I.  Etablir  la  suite  des  formules  rigou- 
reuses qui  permettent  de  calculer  : 

1"  L'anomalie  excentrique  en  fonction  de  l'anomalie 
moyenne  ; 


(  5i9  ) 

•i"  L'anomalie  vraie  et  le  rayon  vecteur  en  fonction  de 
V anomalie  excentrique. 

II.  Développer  l'anomalie  excentrique  en  série  ordonnée 
suivant  les  sinus  des  multiples  de  l'anomalie  moyenne. 

Dans  ce  développement,  on  négligera  les  puissances  de 
l'excentricité  supérieures  à  la  cinquième. 

EpnEUVE  PRATIQUE.  —  Connaissant  l'ascension  droite  y.  et 
la  déclinaison  o  d'un  astre  ainsi  que  l'inclinaison  £  de 
l'écliptique,  calculer  la  longitude  X  et  la  latitude  [3  de  cet 
astre. 

Données  numériques  : 

X  =  i9"46"'53%45,         0  =— 34"53'4i",9,         î  =  23"27'7",  i. 

Indiquer  la  signification  géométrique  de  l'angle  auxi- 
liaire employé,  si  l'on  rend  les  formules  calculables  par 
logarithmes  au  moyen  d'un  tel  angle. 

Solution. 

langN  =  tango  :  sina, 

tangX  =  tanga  cos(N  —  z)  :  cosN, 

tangP  =  tang(N  —  £)sinX 

("V  est  l'angle  que  fait  l'équateur  avec  l'arc  de  grand  cercle  qui 
joint  l'astre  à  l'origine  des  ascensions  droites.  Cette  remarque 
permet  d'écrire  immédiatement  les  équations  précédentes;  cosa 
et  cosX  ont  le  même  signe). 

Log. 

tango T ,  84  3  53 1 9, 

col.  sina o,o49o54() 

langN T, 8925858 

tanga o, 298048*) 

cos(N  —  £) 7,9858755 

col.  cosN o,  io3383o 

langX 0,3873071 

tang(IN  — £) T,  4  137105 

sin  X 7,966273 1 

tang? 7,3799836 


(    520    ) 

Résultats. 

a   =296.43.21,75  1—      292.17.21,9 

N=    37.59.    8,39  p= —    13.29.20,1 
£    =    23.27.    7,    I 
N  —  £=     14.32.    1,29  (Juillet  1902.) 

Epreuve  écrite.  —  Eclipses  de  Lune.  Chercher  si,  dans  le 
voisinage  d'une  opposition,  il  y  aura  éclipse  de  Lune. 

L'éclipsé  devant  avoir  lieu,  calculer  l'instant  auquel  se 
produit  une  phase  déterminée  du  phénomène. 

Évaluer  la  grandeur  de  l'éclipsé. 

Epreuve  pratique.  —  1°  Connaissant  le  côté  a  et  les  deux 
angles  adjacents  B,  C  d'un  triangle  géodésicjue,  calculer 
les  autres  éléments  du  triangle  ainsi  que  sa  surface. 

1°  L'erreur  du  côté  a  étant  supposée  de  56"^'",  7,  calculer 
les  erreurs  de  b,  c  et  A. 

Données  numériques  : 

«  =  63  576-", 89  R  =  6878  356-"  B=    52°. 43'.  19°, G 

C=    63.54.20,7 


Solution. 

«2  sin  B  sin  G 
2sin(B-f-  G)R2  sini"' 


B4-G=  ii6.38 


B'=  B 


C'=C-^,         A'  =  i8o"— (B-hG)-4- y; 

,  sinB'  sinG' 

b  =^  a  —. — —,  »  c  =  a  -. — —,  ) 

sinA  sinA 

«2  sin  B' sin  G' 


A  =  180"— (B-4-G)  +  £,  S  =  S' 


2  sinA' 


Ae  =  AB'=  AG'=  AA  =  o,  \b  =  \a- 

Ac  =  Aa 


sinB' 


sinA' 
sin  G' 
sinA' 


A6  =  Aa  -  >  ^c  =  Art  -  ; 

a  a 
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Log.  Log. 

a 4,80329925         R 6,8047 

a- 9 , 6066                 R - 1 3 , 6094 

sinB 1,9007                  2 o,3oio 

sinC 7,9533                 sin  1" 6,6856 

a^sinBsiiiC 9,4606  sin(B-i-C)..  T,95i3 

2sin(B-+- C}R2  sini".  8,5473 

£ 0,9133 

'  =  8",i9  ^  =  2",  73 

B'  =  52.43. 16,87 
C'=  63.54.17,97 
A'=  63.22.25, 16 

Log.  Log. 

sinB' 1,9007490  «"^ 9,6065985 

a 4,80329925  sinB' sin  C T,S54o572 

col.  sin  A' 0,0486876  col.  2 7,6989700 

sinC 7,g533o82  col.sinA' 0,0486876 

h 4,7527359  S' 9,2o83i33 

c  4 5805295 I 

A  =  63''22'27",89  AA  =    o 

b  =56589'",  5 1  Aè  =5o%5 

c  =63869,74  Ac   =   57,0 
S  =  i6i5  523  5oo™' 

Log.  Log. 

b'.a 7.9494  ^b 1 ,7o3o 

Aa 1 ,7536 

c'.a 0,0020  Ac 1,7556 

(Novembre  1902.) 

Epreuve  pratique.  —  Connaissant  les  coordonnées  géo- 
graphiques (X,  !fi)(X',  <p' )  de  deux  points  de  la  Terre,  cal- 
culer, en  milles  marins,  la  longueur  S  de  l'arc  de  loxo- 
dromie,  qui  joint  ces  deux  points,  ainsi  que  l'angle  V  sous 
lequel  la  courbe  coupe  les  méridiens  successifs. 

[On  considérera  la  Terre  comme  sphérique.) 
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Données  numériques  : 


1  =    6.49.50 
À'  =  82 . 1 4  .  og 


longitudes  ouest, 


taniïV  = 


o   =  48.23.39.    /  .  , 

latitudes  boréales. 
'f'=    9-22.   9  ) 

SOLLTIOX. 

I\I(X  —  À')  sin  i"  _  ^  . 

Log  tang  /  ^  -+-  ^  j  —  Log  tang  {  7  -+"  ^  ) 

cos  V 

TT  CD 

).  —  V  =  75''25'  9"  =  271  509",         T  '^  ''   —  ^')'  '  i'4*^") 

?  — 'f'=39"   i'23"=  140483",         y -h- ^  =  49"4i'  4",j; 

4         2 

Log.  Résultais. 

_  /tz       cc\ 

sini"..      6,6855749         Log  tang    y -I- -  )  •  •      0,4202826         ^  =58"3Go',  08 

\4      2/ 

M 1,6377843        Log  tang  (- -1- i- 1  ■      0,0713357        8  =  269636",  3 

À —  À'.  5,4337842         D 0,3489469  =74"53'56",3 

\ T,757i43î  =  4490'"'',  988 

^^ î,  5427594 

tangV.  o,2ii384o 

o  —  o'.  5, 1476288 

sécV  ..  o, 2831545 

S 5,4307783  (Juillet  1903.) 

Paris. 

EpREUVK  KCKiTE.  —  I.    Tliéorir  et   mesure  de  la  parallaxe 
annuelle  des  étoiles. 

II.    Théorème  de  Legendre. 

EpRiiijVE  PRATIQUE.  —  On  a  observé  le  passage  au  premier 
vertical  d'une  étoile  dont  les  coordonnées  sont 

Asc.  droite 7''58"'27%6  Disl.  polaire 44"9'5i" 


(     023    ) 
Le  temps  sidéral  du  passage,  corrigé  de  la  réfraction,  est 
6''  i5'"  1 1%3. 

On  demande  de  calculer  : 

i"  La  colatitude  du  lieu  d'observation, 

2°  La  correction  de  réfraction  qu'a  dû  recevoir  le  temps 
observé  du  passage.  Constante  de  la  réfraction  6o"(")i 
{pour  taiii:;  =  i). 

3°  IJerreur  que  produirait  sur  la  colatitude  une  erreur 
d'une  seconde  sur  le  temps  du  passage. 

4°  L'erreur  qui  résulterait  d'une  erreur  de  lo"  d'arc  sur 
l'azimut  du  premier  vertical.  (Juillet  1902.) 

EpREt'VE  ÉCRITE.  —  Exposer  les  méthodes  employées  pour 
déterminer  les  éléments  elliptiques  du  Soleil. 

Épreuve  pratiql'e.  —  En  un  lieu  de  colatitude  /ii"9'49", 
on  a  observé  le  lever  apparent  d'une  étoile  à  6''5o"'4i'  d^ 
temps  sidéral,  en  un  point  de  l'horizon  situé  à  3° 25' 82"  du 
point  est  vers  le  nord.  Déduire  de  là  l'ascension  droite  et 
la  distance  polaire  de  l'étoile. 

Réfraction  à  Vliorizon  :  33'48". 

On  fera  les  calculs  avec  des  logarithmes  à  cinq  déci- 
males. (Oclobie  1902.) 


SOMJTIOXS  DE  OlIESilOXS  PKOPOSÉES. 


1840. 

(  1900,  p.  iflo. ) 

On  décrit  un  cercle  ayant  pour  diamètre  un  rayon  de 
courbure  d'une  conique  donnée  et  l'on  mène  les  tangentes 
communes  à  ces  deux  courbes.  Quelle  est  l'enveloppe  de  la 
courbe  de  contact  de  ces  tangentes  et  du  cercle,  lorsque 
l'on  prend  successivement  tous  les  rayons  de  courbure  de 
la  conique?  (Mannheim.  ) 

SOI.ITIOX 
Par  iM.    W.  Bricard. 

Soient  <1  la  conique  donm-e,  MA  et  MU  deux  tangentes 
à  cette  conique,  A  et  B  leurs  points  de  contact.  Construisons 
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le  cercle  T  circonscrit  au  triangle  MAB.  Il  existe  un  quadri- 
latère inscrit  dans  T  et  circonscrit  à  G,  à  savoir  le  quadri- 
latère AMBM  dont  deux  sommets  opposés  sont  confondus 
en  M.  D'après  le  théorème  de  Poncelet,  tout  quadrilatère  ins- 
crit à  r  et  dont  trois  côtés  sont  tangents  à  G  est  tel  que  son 
quatrième  côté  est  aussi  tangent  à  G. 

Soient,  en  particulier,  P  le  point  de  contact  avec  Y  d'une 
tangente  commune  à  G  et  à  F,  PQ  la  seconde  tangente  issue 
du  point  P  à  G,  Q  son  second  point  de  rencontre  avec  F.  Le 
quadrilatère  QPPQ,  dont  les  sommets  sont  confondus  deux 
à  deux  en  P  et  en  Q  est  inscrit  à  F;  il  a  ses  côtés  QP,  PP,  PQ 
tangents  à  G.  Donc  son  quatrième  côté  QQ  est  aussi  tangent 
à  G.  Autrement  dit,  Q  est,  comme  P,  le  point  de  contact 
avec  F  d'une  tangente  commune  à  G  et  à  F. 

Supposons  maintenant  que  les  points  A  et  B  se  rapprochent 
indéfiniment  sur  G.  Le  cercle  F,  qui  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  normales  en  A  et  B,  devient  un  cercle  ayant  pour 
diamètre  un  rayon  de  courbure  de  G.  Gomme  la  droite  PQ  ne 
cesse  pas  d'être  tangente  à  G,  on  voit  que  l'enveloppe  de- 
mandée n'est  autre  que  la  conique  donnée. 

1851. 

(1900,   p.  240.  ) 

Soient  ABG  un  triangle  et  I.  une  conique  circonscrite 
donnés.  Les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l'angle  A 
rencontrent,  pour  la  seconde  fois,  S  en  a.  et  a'.  Les  cordes  aa', 
P?»  YY'  *^  coupent  en  un  même  point  P. 

Si  la  conique  S  passe  par  un  quatrième  point  fixe  D, 
quel  sera  le  lieu  de  P  pour  toutes  les  coniques  du  fais- 
ceau kBCXil  (A.  Droz-Farnv.) 

SOLUTIOX 

Par  M.  A.- H.  Couvert. 


Sbit 


lyz  ~  mzx  -i-  nxy 


l'équation  de  S,  ABG  étant  pris  comme  triangle  de  référence. 
La  bissectrice  intérieure  de  A  est 

7  —  -  =  <>  ; 
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les  coordonnées  de  a  sont  donc 


m  -r-  n 

De  même  celles  de  a'  sont 

,        —  m  ^  n 


La  droite  aa'  a  donc  pour  équation 

y  z 

ni  -\-  n  7)i  -\-  ?i 


/ 


/  / 

ou,  après  simplification, 

Dj  =  («2  —  J7i^)x  —  rnlj  -+-  nlz  =  o. 

En  employant  le  môme  procédé,  on  trouve  que  les  droites  ^Jî' 
et  yy'  ofit  respectivement  pour  équations  : 

D2  :=  mlx  -+-  (  l'^—  n-  )y  —  mn  z  =  o 
et 

D;j  :^  —  nlx  H-  inny  4-  (  m-  —  l^)  z  ^=  o. 

Or,  on  voit  que 

/Di  +  m  Do  -+-  n  D3  ==  o. 

Gela  montre  que  ces  trois  droites  concourent  en  un  même 
point  P.  Pour  avoir  les  coordonnées  de  P,  il  suffit  de  résoudre 
deux  des  trois  équations  des  droites  considérées  par  rapport 
à  X,  y,  z.  On  trouve 


(1,2) 


y 


l ( m- -\- n^  —  l- )        /n(n'^-+- 1'  —  ni'^)       n{l'' -h  m-— n^) 
Si  «,  h,  c  sont  les  coordonnées  du  point  D,  on  doit  avoir 

Ibc  -+-  inca  -+-  iiab  =  o 
ou,  en  désignant  pur  A,  B,  C  les  coordonnées  de  l'inverse  de  D 
(■})  XI   \- V>m -^- C,n  —  o. 

On  obtiendra  le  lieu  de   P  en  éliminant   /,   //;,   n  entre  (i,  ■}.) 
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et  (3  ).  Or  les  équations  (i,  i)  peuvent  s'écrire 


/ny  nilz 


«2  -f-  î^  —  m-        l-  -+-  ni-  —  a- 

mnx-h  In  y       mnx-i-nil z       In 
in-                      im- 

y  -^  hn  z 
■il-^ 

ou  finalement 

/            / 

i  ny  -+-  m  z 

(4) 

^                    ni                      n 

i             /  z  -h  nx        mx  -h  /y 

f                                                              A  /  -^  B  /n  +  C  n 

^  Ain  y  -+-  niz)-i-  B{lz  ~r-  nx)  -i-  C(nix  -+-  ly) 

Le  numérateur  du  dernier  rapport  étant  nul,  en  vertu  de  (3), 
le  dénominateur  doit  être  nul  aussi,  /,  m,  n  n'étant  évidem- 
ment pas  nuls;  cela  donne,  en  mettant  /,  /«,  n  en  facteurs, 

(5)      (B^  -1-  C:y)l  -^{Cx  -^  kz)ni  +  (Aj  +  ?>x)n  =  o. 

De  (3)  et  (5)  on  tire 

/  m 


B  (  Aj  -h  B  J7  j—  G(  C^-  -h  A  .-  )        C  (  B^  -i-  Cy  )  —  Ai  Xy-^Bx) 


A(G^  -)-  A^  j—  B(  B3  -r-  Qy) 

Kn  portant  ces  valeurs  de  l,  m,  n  dans  l'égalité  des  deuxième 
et  troisième  rapports  (4),  on  trouve  pour  lécjuation  du  lieu 
de  P 

C(Bz^  Ck)  — A(  Av  +  Bx) 

A  {('.  X  -h  A  z  )  X  —  B  (  H  z  -+-  Cy  )x  -+-B(Ay  -+-  Bx  )z  —  (?.  (  C  a-  -i-  A  ^  j  3 

_  Af  Ga;  +  A^  )  —  B(  B 3  +  Cy) 

"  B(Aj  -+-  Bx)y—  C(Ga--t- A^  )^--T-G(  B  z-h-Cy)x  —  A(Ay -^  Bx)x 

Ce  lieu  est  une  cubique.  iJévelopjJons  ;  il  \ienl  successivement 

o  =  [_  ABiP -4- (  C2  —  A2  )7 -t- B(  :  c  J 

X  [  —  AB:r2 -h  ABy^ -^  (  B^  —  A'-)xy  ^  BCxz  —  ACyz  | 
-  [\Cx  —  BCy  -f-  (A2—  B2)5 J 

X  [ACx^-  —  ACz-^  -+■  {A-^  -  C^  )xz  —  BCxy-^  AByz\ 


(  ^"^7  ) 

ou 

A(B2— G'-).r3+B(G2— A2)jk2+G(A2— B2);;3 

^-  A(A2—  C2—  •2B2)2-j2+B(B3—  A2—  2G2);-^2 

-4-  G(G2—  B2—  ■2A^)^:r2+  B(2A2-4-  G^'—  B2)^2_^ 

+  G(2B2+ A2-  Ci)y'-  z  -h  A{-iC'-  -^  B'i—  A"-  )z-i  X  =  o. 

On  peut  écrire  celte  équation 

2  A(B2—  G2)^3-1-  ^:  A(A2—  G2—  2B2)^y2 

-f-  s  BfaA^-r-G^—  B'^)x\v  =  o, 

en  convenant  de  permuter  circulairement  et  simultanément  le!> 
lettres  A,  B,  G  d'une  part  et  x,  y,  z  d'autre  part. 

1923. 

(1901,   p.   o-;.) 

On  donne  une  quadrique  (Q)  et  deux  droites  A  et  B; 
démontrer  que  les  droites  qui,  avec  A  et  B,  déterminent  un 
hyperboloïde  harmoniqueinent  inscrit  (ou  circonscrit )  à  (Q) 
forment  un  complexe  linéaire.  (  R.    Bricard.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  Bricard. 

L'énoncé  comprend  deux  propositions  corrélatives  :  il  suffit 
de  démontrer,  par  exemple,  celle  qui  est  relative  aux  hyper- 
boloïdes  harmoniquement  circonscrits  à  (Q). 

Gonsidérons  les  hyperboloïdcs  (H),  qui  sont  harmoniquement 
circonscrits  à  (Q),  qui  passent  par  un  point  fixe  «,  et  qui  con- 
tiennent enfin  les  droites  A  et  B.  Ges  hyperboloïdcs  sont  assu- 
jettis à  huit  conditions  linéaires  :  ils  forment  donc  un  faisceau 
ponctuel.  La  courbe  base  de  ce  faisceau  comprend  les  droites  A, 
B,  et  celle  qui  passe  par  le  point  a  et  s'appuie  sur  A  et  B.  Elle 
se  complète  donc  d'une  quatrième  droite  D  qui  sappuie  sur  A 
et  B. 

Il  s'ensuit  que  toutes  les  génératrices  des  hyperboloïdcs  (H  ), 
de  même  système  que  A  et  B,  rencontrent  une  droite  fixe  D; 
toutes  les  droites  qui  satisfont  à  la  condition  de  l'énoncé  et  qui 
passent  en  outre  par  un  point  fixe  a  engendrent  donc  un  plan. 
Ges  droites  appartiennent  bien  à  un  complexe  linéaire. 
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Si  la  quadrique  (Q)  se  réduit  à  l'ombilicale,  on  voit  que  : 

Les  droites  qui,  avec  deux  droites  fixes,  déterminent  un 
hyperholoïde  orthogonal,  engendrent  un  complexe  linéaire. 

Ce  dernier  résultat  conduit  immédiatement  à  un  théorème 
énoncé  par  Ribaucour  : 

Les  droites  faisant  partie  d'un  système  de  grandeur  in- 
variable assujetti  à  quatre  conditions,  et  qui,  pour  l'en- 
semble des  déplacements  infiniment  petits  de  ce  système, 
engendrent  un  pinceau  de  normales,  forment  un  complexe 
linéaire. 

Soient,  en  effet,  D  et  A  les  deux  droites  qui,  d'après  le 
théorème  classique  de  Schônemann  et  Mannheini,  sont  con- 
juguées pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  du  sys- 
tème, L  une  droite' quelconque  de  ce  système.  La  droite  L 
engendre  un  pinceau  dont  les  foyers  sont,  comme  l'on  sait,  les 
points  de  rencontre  avec  L  des  deux  droites  G  et  F  qui  s'ap- 
puient sur  L,  D,  A,  et  sont  en  outre  perpendiculaires  à  L.  G 
et  r  sont  en  outre  les  normales  aux  surfaces  focales  du  pinceau. 

Pour  que  le  pinceau  engendré  par  L  soit  un  pinceau  de  nor- 
males, il  faut  et  il  suffit  que  G  et  F  soient  rectangulaires.  Or 
ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'hyperboloïde  défini  par  L,  D,  A 
est  orthogonal. 

Donc.  etc. 


QUESTIONS. 


1984.  On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  un  point  A. 
Soient  M  un  point  du  plan  et  B  un  des  points  de  rencontre 
de  OM  avec  le  cercle.  Le  lieu  des  points  M  tels  que 

MA  _  OA 
MB  ~  OB 

est  un  limaçon  de  Pascal.  (E.-N.  Barisien.) 

1983.  On  sait  que  le  lieu  du  milieu  des  cordes  normales  à 
une  ellipse  est  une  sextique. 

Montrer  que  l'aire  de  cette  courbe  est  la  moitié  de  celle  de 
relli|)se  de  Frégier  relative  à  l'ellipse  donnée. 

(E.-N.  Barisien.) 


[Rie] 
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SUR  LE  SYSTÈME  ARTICULÉ  DE  M.  KEMPE; 

Pau  m.  g.  FONTENÉ. 


Le  résultat  principal  de  ce  Mémoire  est  l'apparition 
d'xine  relation  involutive  indépendante  des  points  cy- 
cliques dans  une  question  d'ordre  purement  métrique. 


§  I.  —  Les  hypothèses. 

1.  M.  Kempe  a  fait  connaître  (Pioceedings  oj  the 
London  Mathematical  Society,  t.  IX,  1878,  p.  i33) 
un  sjàlème  articulé  dont  il  a  deviné  presque  tous  les  cas 
de  déformabilité.  !NL  Darboux  a  donné  une  étude  ana- 
lytique remarquable  du  problème  [Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,    '.i"    série,    t.    III,    1879,   p.    i5i).    La 


Fii 


7i°'=B' (A)   _  _  ^[j^^cj 


ri7.=AÎ 


a,(i=C' 


ya,=e', 


figure  I  représente  ce  système  sous  l'aspect  qui  m'a  paru 
le  plus  propre  à  en  montrer  les  diverses  symétries. 
Ann.  de  Mathéniat.,  4"  série,  l.  III.  (Décembre  iQoS.)         3^ 
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2.    Je    (léfiiiiiai    l'appareil    comme   composé   de  huit 


triangles  ; 


d 

a 

b 

c 

ch 

«1 

by 

Cl 

formant  tl'iine  })ait  o.  tétrades,  daiilre  part  4  couples; 
2  triangles  qui  n  appartiennent  ni  à  une  même  létiade 
ni  à  un  même  couple  sont  articulés  entre  eux.  Les 
2  triangles  d'un  couple  seiont  dits  opposés;  le  point 
d'articulation  de  2  triangles,  et  le  point  daiticulatiou 
des  deux  triangles  opposés  aux  premiers,  seront  2  points 
opposés. 

J'emploierai,  pour  les  I2  points  d'articulation,  deux 
systèmi's  de  nolalior.s.  Dans  l'un,  les  points  sont  dési- 
gnés par  les  couples  de  lettres  ,3y,  ya,  a|3  avec  des 
indices  convenables;  les  sommets  des  divers  triangles 
empruntent  alors  leurs  notations  aux  lettres  du  Tableau 
suivant  : 


■'r: 


<h  Pi  Y 


?iïi 


Hïi^i 


7*1  Pi 


L'autre  système  de  notations   est   donné  par  ce  Ta- 
bleau : 


fiy  =  A, 

^Yi  =  A„ 

Pr(  =  X\ 

Pïi  =  A', 

-;a  =  B, 

Tioti  =  Bi, 

Y,a  =  B', 

T^i  =  B', 

a;i=c, 

«.^,  =  G,, 

a,!ï-C', 

ot|ii  =  C, 

(  ^3.   ) 

Di'ux  |K)iiits  opposés  sont  [By  ^'^  l^iT"  i^'T^'^  I^T''  '  '  •  ' 
ou  encore  A  el  A,,  A'  et  A',,  ...,  de  même  que  deux 
triangles  o[)posés  sont  r/  el  r/| ,  <^/  et  rt| ,  .  .  .  . 

3.  Les  3  couples  de  combinaisons  {da^  bc),  {db^  en), 
{de,  ab)  fournissent  la  manière  de  voir  adoptée  par 
M-  Kenipe,  et  qui  est  aussi  celle  de  M.  Darboux. 

On  peut,  lie  trois  manières  dillerentes,  regarder  le 
système  comme  formé  de  deux  chaines  de  4  triangles 
réunies  entre  elles  par  les  derniers  sommets  des 
triangles. 

On  a  désigné  par  (  A)  et  (  A  ,  ),  (B)  et  (  lî,  ),  (G)  et  (G,) 
les  trois  couples  de  contours  quadrangulaiies  articulés 
bordés  par  les  triangles  en  (piestion,  et  il  importe  de  bien 
remar(]uer  tleux  modes  distincts  de  correspondance 
entre  (A)  et  (A,)  par  exemple. 

A  un  point  de  vue  (jui  prend  de  l'importance  par  la 
suite,  les  sommets  de  ces  deux  quadrilatèies  sont  deux 
à  deux  des  points  opposés. 


(>) 

\  0^) 

«?, 

^Y' 

'^!ii,      ^'[u 

1  (A,) 

^•1    Pl7 

«iVi 

1,     ^i  li,     «iT' 

ou  encore 

i  (■^) 

G, 

B, 

G'i,     B', 

C) 

1   ^ 

)  (A.) 

G„ 

B,, 

C',      B,, 

el  les  triangles  (pii  bardent  ces  d(ni\  (juadrilatères  sont 

\   (A)  (/,       A,,     (f,      Cl, 

(   (A,;  di,     />,       </,,     r. 

A  un  autre  point  de  vue,  les  sommets  des  deux  (jua- 
drilatères sont,  aliu  de  rapprocher  les  cotés  cjui  portent 
des  lriangl(!s  articulés  enli'e  eux, 

\   (A)  a;i,  .     ay       ^?i'       ^Yi' 

I  (A,  I         a,  [i,     a,  Y,     ^ip,,     'xrii 


^  532  ) 
ou  encore 

(  (A)  C,      B,       C',,     B', 

''^  ■  I  (Al)         C.     B',.     C,      B,, 

et  les  points  d'attache  des  triangles  sont 

p.,       0   .,       a  .,        0., 
1^.'      Hi  r      Pi  il'      i^ii 

ou 

A,     A',     Al,     A'i  : 


ces  liùaiigles  sont  d'ailleurs 


(■i") 


(  A  )  d,       bi,     rt,      Cl, 

(x\i)         «1,     c,       di,     b. 


4.  La  figure,  dans  son  élat  de  généi-alité,  a  21  para- 
mètres de  grandeur  puisqu'elle  est  définie  par  i  2  points. 
Comme  les  8  triangles,  considérés  en  eux-mêmes, 
ont  24  paramètres  tle  grandeur,  la  possibilité  de  les 
agencer  comme  sur  la  figure  soumet  leuis  éléments  à 
3  conditions,  en  dehors  de  la  (juestion  de  déformabilité. 
Si  l'on  supprime  4  l-'g^'s,  de  sorte  qu'il  en  reste  20,  on 
obtiendra  un  appareil  déformable;  si  donc  l'appareil 
complet  est  déformable,  il  présente  4  tiges  sui-abou- 
dantes. 

La  Note  actuelle  est  relative  au  second  cas  de  défor- 
mabilité de  M.  Kempe;  dans  le  Mémoire  de  M.  Dai- 
boux,  c'est  la  solution  111,  avec  £  =  — i  (p.  1-0  et  1  85). 

L'appareil  (comme  on  le  verra)  dépend  alors  de  7  pa- 
ramètres de  grandeur,  sans  compter  le  païamètre  de 
déformation.  Si  l'on  part  de  la  figure  où  les  tiiangles 
sont  agencés,  le  nondjre  des  conditions  de  déformabilité 
est  donc  i3.  Si  l'on  considère  les  triangles  isolément,  le 
nombre  des  conditions  est  17,  les  4  tiges  surabondantes 
entrant  comme  les  autres  eu  ligne  de  compte. 
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La  figure  •>.  esL  rclalive  à  ce  cas  ;  et  il  imporie  de  suivre 
sur  celle  figure  les  faits  indiqués  au  u"  3.   Ou  reniar- 


Fig.    2. 


P,7--A' 


quera,  eu  particulier  [(i),  (i'),  (i")],  les  deuv  quadri- 
latères 

CBC'iB'     et     CiBiC'B'i, 

qui  sont  (comme  l'on  verra)  inversement  semblables,  el 
dont  les  côtés  lioniologues  portent  des  triangles  équiva- 
lents   d   et    <i,,   b^    et    b^    a   et  rt,,   c,    et    c^    eu    cuire 

[(2),  (2'),  (2")],  si  l'on  écrit 

GBC'iB'     et     G'B',  CiB,, 

les  côtés  correspondants  portent  les  triangles  (/  et  «,,  Z>, 
et  c,  a  et  d^^  <:,  et  A,  articulés  entre  eux,  et  dont  les 
angles  à  la  base  sont  liés  simplement.  Les  deux  autres 
couples  de  (juadrilatères  sont  indiqués  sur  la  figure,  et 
ont  d'ailleurs  les  nicMues  propriétés  (]iu;  le  couple  dont 
ou  vient  de  parler. 

5.   Je   donnerai    d'abord   l'énoncé   des    17   conditions 
(Jislincl.es  relatives  aux  iriangles,  en  choisissant  celles 
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qui  sont  les  i)lii.s  svniéliicjiie.s  par  lappoit  à  rensemble 
du  système.  Je  les  séj)areiai  en  deux  groii[)es,  l'un  con- 
lenant  12  relations  angulaires  (dont  la  dernièi<;  est  la 
relation  involntive  signalée  au  début),  l'autre  contenant 
5  relations  d'aii'es;  le  plan  étant  orienté  parla  flèche 
circulaire  o,  les  angles  seront  considérés  avec  leurs 
siennes,  ainsi  (pie  les  aires. 

i"  En  premier  lieu,  les  24  angles  de  triangles,  dont  16 
seulement  sont  paramétriques,  doivent  vérifier  12  con- 
ditions, qui  laissent  4  paramètres.  Les  arcs  qui  désignent 
ces  angles  sur  la  figure  sont  munis  d'nne  flèche. 

a.  D'une  paît,  les  deux  tridiigJes  qui  se  réiuiissetil. 
en  un  point  d'aiticulcilioii  doivent  y  avoir  le  même 
angle,  au  sens  suivant  :  au  point  a^  ou  C,  pai-  exemple, 
on  doit  avoir  (à  A—  près) 

(GB,  GA)^(CB',  CA'i). 

ces  angles  étant  comptés  à  partir  du  quadrilatère  (A) 
vers  le  quadrilatèic  (B),  de  manièie  (pie  ces  deux  qua- 
drilatères aient  même  angle  en  ce  point.  On  a  indiqué 
sur  la  figure  les  angles  de  cette  nature,  en  les  comptant 
de  (15)  vers  (C),  de  (C)  vers  (A),  de  (zV)  vers  (15),  et 
en  s'arrangeant  pour  que,  dans  chaque  triangle,  les 
li'ois  angles  marqués  aient  une  somme  nulle. 
Voici  dès  lors  l'intérêt  de  la  notation  adoptée  : 
Au  point  C  ou  ajS,  par  exemple,  les  deux  angles  mar- 
qués peuvent  être  désignés  par  |j  —  a,  et  il  en  est  de 
nicme  pour  tous  les  angles  analogues. 

En  effet,  prenant  arbitrairement  un  angle  a,  on  peut 
désigner  par 

fi  —  «:       «  — 7^        i^l—  ^'       «  —  Yl 

les  4  angles  fournis  par  les  soinmiîls  du  (juadrilatèrc  (A), 
ces  angles  ('tanl   comptés  alteinativement  à  partir  de  ce 
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quadrilalère  et  vois  lui,  c'est-à-dire  d(^  (A)  vers  (B),  ou 
de  (C)  vers  (A);  l'angle  du  triangle  d  marqué  au 
point  py  est  alors  y  —  |j,  etc.  On  peut  de  même  dési- 
gner momentanément  par  |j' — -a,,  a,  —  y',  ....  les 
4  angles  fournis  par  les  sonimels  du  fpiadrllatère  (Aj), 
ces  sommets  étant  pris  dans  l'ordre  du  Tableau  (2) 
ou  (2')  où  l'on  aégaid  aux  points  d'attache  des  triangles  \ 
l'angle  du  triangle  «(  marqué  au  point  [By  est  alors 
v' —  (j',  etc.  Gomme  on  veut  avoir  [Tableau  (2")] 


c'est-à-dire 

0' 

-P  = 

1 

T  = 

on  prend 

ri' 

0 

t' 

% 


T' 


1^1 


<'t  les  angles  fournis  par  les  sommets  du  (juadrilatère  (A,) 

son  t 

jî  — a,,     ai  — Y,      

Le  lait  annoncé  est  établi. 

On  a  ainsi  11  conditions  (et  non  12)^  il  reste  pour 
le  moment  5  paramètres  angulaires,  corresjîondant  aux 
cin(|  didérences 

P  —  ^5     Y  —  *)      ,&! — ^5     Yi  —  2c,     ai — -a. 

a'.  Il  n'est  pas  fait  mention  dans  le  IMéuioire  de 
M.  Kempe  dune  relation  angulaire  essentielle,  à  savoir 
la  relation  (39-40)  du  Mémoire  de  M.  Darboux.  Aux 
souimets  des  deux  (piadrilatères  (A)  et  (A,)  qui  se  cor- 
respondent d'après  le  Tableau  (2),  les  angles  de  triangles 
coiiiptcs  à  pditir  des  iiiKidriLilèies  sont  respeclivement 


^-«, 

Y  —  ^  ' 

h  ~^^ 

Ti  -  «. 

!3-'^i, 

7  — '^ii 

pi  — «1, 

Ti  —  î'ii 
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de  sorte  que  les  angles  de  la  seconde  suite  sont  ceux  de 
la  première  augmentés  d'une  même  quantité  a —  a,. 
L'expression  de  cette  dififérence  a  été  donnée  par 
M.  Darboux.  Avec  les  notations  actuelles,  la  formule 
de  cet  auteur  conduit  au  résultat  suivant  : 

Si  l'on  legaide  les  trois  couples  d'angles  a,  a,; 
(3,  3)  ;  *',  *')  comme  les  argumenls  de  trois  couples  de 
droites  menées  par  un  point  dans  un  j)lan,  le  faisceau 
de  ces  droites  doit  être  en  involution. 

On  a  d  une  part  trois  relations  à  4  termes 

.Mn(|^—  g)  .  sin(^  —  ai)  _  sinfjji  —  a,  l  ,  sin(^i—  a) 


sin(Y  —  ît)  *  s'n(Y  —  a,  j        sin(7i  — aj)     sin(Yi  — «j 

ou  encore,  en  égalant  le  produit  des  exlrèmes  au  pro- 
duit des  moyens, 

sinGsiiiC,         sinCisinC 
sinBsinB'        sinBisinB', 

les  deux  membres  delà  première  relation  sont  liés  aux 
deux  quadrilatères  (A)  et  (A|  ). 

On  a,  d'autre  part,  quatre  relations  à  3  termes 

sin(p.  — q,)         sin(Y  —  jîi)  ^  sin(a  — Yi)  ^  _  ^ 
sin(a,  — Y)  sin(Pi  — a)        sin(Yi  — P) 

sin(^i— ai)  ^  sin(Yi— i^)   _   sinCa  — y)   ^_, 
sin(a,  — Yi)        sin(^  — a)         sin(Y— i^i) 

(Ml  encore 

sinA'  sinB'  sinC'  =  —  sinAj  sinB'i  sinC, , 
sin  Al  sinB'i  sinC  =  —  sin /V    sinB'  sinCi, 


nous  reviendrons  sur  les  (juatre  hexagones,  très  visibles 
<lans  la  figure  i,  auxquels  se;  rattachent  ces  dernières 
riîlalions. 
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d'.  Donc  :  Si  l'on  prend  arbitrairemnt  un  angle  a, 
on  peut  déterminer  5  angles  ^,  y,  a,,  p,,  y,,  tels  que 
les  angles  de  triangles  soient,  y  —  ^,  ...  ;  et,  si  l  on 
regarde  les  trois  couples  d'angles  comme  les  argu- 
ments de  trois  couples  de  directions  rapportées  à  un 
axe  Ox,  ces  trois  couples  de  directions  sont  en  invo- 
lution. 

Les  4  paramètres  angulaires  sont  ceux  d'un  faisceau 
involulif  de  6  droites. 

2"  En  second  lieu,  les  8  paramètres  relatifs  à  la 
grandeur  des  triangles  doivent  satisfaire  à  5  condition^, 
qui  laissent  3  nouveaux  paramètres.  Soient  a,  b,  c,  d, 
et  ^,  ^,  ^,  ^  les  aires  algébriques  des  triangles,  les 
sommets  étant  pris  dans  l'ordre  ^y,  ya,  a^  pour  <  liaque 
triangle. 

b.  D'une  part,  les  aires  algébriques  de  deux 
trianiiles  opposés  doiwent  être  égales. 

b'.   D'autre  part,  la  somme  des  aires  algébriques  «, 
b,  c,  d  doit  être  nulle, 
b".    On  doit  donc  avoir 


d-ha-^-b-^c  =  o. 


On  peut  écrire 

d  —  bi-r-  a  —  Cl  —  o 


ABC—  A'BC,  +  AiB'G'i  —  A'jB'C  =-o 
ou,  en  changeant  les  signes, 


AGB  +  A'  BC,  -t-  A,  C,  li'  +  A,  B'  C  =  o ; 
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la  somme  algébrique  des  aires  des  triangles  construits 
sur  les  côlés  du  quadrilatère  (A)  par  cxetnple  doit  donc 
être  nulle,  le  premier  sommet  élanl  successivement  A, 
V,  A|,  A,,  les  deux  derniers  sommets  étant  pris  dans 
l'ordre  ciiciilaiie  CBC,  B'. 

0.  Voici  une  conséquence  des  liypollièscs  faites,  dont 
nous  aurons  à  faire  usage;  rinvolulion  a'  joue  ici  un 
rôle  important.  Considérons,  par  exemple,  les  côtés  de 
triangles  (pii  doivent  former  les  deux  quadrilatères  (A,) 
et  (A);  je  dis  que  l'on  a 

QB,  ^  B,C/_  c'b;  _B',C. 
'  GB  BC,    "  C,  B'  ~    B'C   '^''•'• 

(Jii  a,  en  efl'et,   indépendamment  des  conditions  (3), 
'sin  (^1  — oti)  siin' ai  — Yi)  _  sin(  {3  —  a)  sin(  a  —  y) 


sin(Y,_;ii)  ■  sin(Y  — ^^) 

et,  en  échangeant  [i  et  [j,, 


b         /B,G' 


17,         \  BC, 

'sin(  s  —  :z,  )  sin(2i  —  Yi  )  .   sin  (  ^i  —  a  )  sin  (a  —  y)  ' 


X 


/sin(  s  —  2,  )  sui(2i  —  Yi)  .  ^in(  pi  —  a)  sin(a  —  Y)\ 
V  sin(Yi— fi;  ■  sin(Y— !îi)  / 


les  deux    paienthèses   qui   contieinienl   des    sinus    sont 
égales,  la  suppression  du  (acteur  commun 

siiKa,  —  Yi)  :  siii(7.  —y) 
n'duisanl.  celte  égalité  à  la  stiivanle 

sin(Y—  ^)  _  sin(Yi—  pi)  ^  sin(Y—  1:^1)  .  sin(Yi—  fi)  ^ 
siri(a—  jî)  ■  sin(ai—  ^i)        sin^a  —  fi,)  "  siiKai—  fi)' 

(|uc  le  changement  des  moyens  Iraniforme  en  la  seconde 
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des  rel;ilion.s  à  fjiialrc  Inmcs  fomriies  par  l'involiitioii 
supposée.  Oîi  a  donc 

en  vertu  des  relations  (o)  on  a.  par  suite.  la  pi-eniière 
des  relations  (4). 

On  a  faeilenient  la  valeur  de  /r  qui  correspond  à  Thy- 
pollièse  ^1  =  —  d,  ...  ;  si  l'on  prend,  par  exemple,  les 
triangles  b  et  ^?,,  cela  donne,  d'après  ce  qui  précède, 

2_  _  sin(fj  —  ai)sin(ai  —  Yi  )sin(Y  —  pi). 
k-  "      pin  (  pi  —  a  )  si fi  (  a  —  7  )  si ii  (  yi  —  Ç>  ) 

or,   la  seconde  relation  d'involution   à   trois   termes  est 

_  sin(  pi  —  ai  )  sin(Yi  —  p  )  sin(a  —  y)  _ 
"  sin(  p  — ajsin(Y  —  p,)  sin(ai  — yi)' 

on  a  donc,  en  tnnltipliant, 

,  ^    sin(p  — a)sin(pi— y.) 
^^  '"        sin(Pi  — ai)sin(p  — a,)' 

et  l'on  aurait  une  formule  analogue  avcîc  y  au  lieu  de  pi  ; 
on  peut  écrire 

sinCsinC,  sinBsinB' 

^     '  '         sinCisinC        sinBisinBj 

On  aurait  des  expressions  analogues  pour  A'- et  A"-  en 
considérant  les  cou[)les  de  quadrilatères  (B,)  et  (H), 
(C)  et(C). 

§   II.  -      Défoum.vbiliti^   nu   systîîmk. 

7.  Laissons  maintenant  de  côté  la  figure  2,  considé- 
rons (y?i,'".  3  et  4)  8  triangles  (|ui  sercjjit  sim[)lenienl 
astreints  aux  \j  conditions  a"  et  //'  ;  nous  allons  montrer 
(ju'il    est   possible  de   construiie   avec   ces    triangles   la 
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ligure  2,  et  cela  d'une  infinité  de  façons,  ce  qui  donne 
un  apj)areil  déformable. 

La  démonstration  qu'on  va  lire  est  imitée  de  celle  de 
M.  Kempe,  et  nous  emploierons  en  les  modifiant  légè- 
rement les  notations  de  l'auteur;  nous  remplacerons 

(G,B,G',,B'),     (Ci,B,,G',  B'i),     (  A,  A',  A,,  a;  ), 
par 

(M,N,  P,Q),     (M„N,,P„Q,),     (A,B,G,D). 

(I.    La   figure   3    se  compose  de  4  triangles,  dont  les 
Fig.  3. 


M  N 

angles  marqués  sur  la  figure  satisfont  aux  4  conditions 

(  7  )  M  =  M,        N  =  N,        P  =  P,        Q  =  Q  ; 

les   angles  A,    B,    C,    D,  ijill  su/il  ceux  de  la  figure  i 

chani^cs  de  signes,  seront  désignés  par  A,  B,   C,  JJ,  de 
sorte  que  l'on  aui  a 

Ar=M-i-N,         H  =  \_^p, 

avec 


P-f.Q,         D  =  Q-;-M, 


/\      /^      ^^      /-\ 
A4-G=  B-^D: 


nous  représenterons  par  a,  Z>,  c,  d  les  quatre  côtés  du 
(juadrilalère  MiNPQ,    par  A,    H,   C,   D  les  aires  AMiN , 
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—  BNP,  CPQ,  —  DQM,  qui  sont  positives  dans  le  tas 
de  tjgure  adopté. 

b.  La  figure  4  est  analogue  à  la  ligure  3,  et  d'ailleurs 
complètement  déterminée  par  elle.  Les  sommets  du  qua- 
drilatère étant  pris  dans   l'ordre  P,,  Q,,   M),  N,   [la- 

Fig.  4- 


bleau  (2')],  on  a  d'abord  les  quatre  conditions  d'angles 
(8)         P,  =  P,,         Qi=Qi,         M,=  M„         Ni=:Ni. 

Afin    d'avoir    {fig.    3    et    4,     quadrilatères     MNPQ 
et  P,Q,M,N,) 


A  =  A, 


B  =  B, 


G  =  C, 


6=:b 


OU 


A  =  Pi  -+-Q1, 


B  =  Qi-(-Mi, 

D  =  N,-v-P,, 


on  a  en  second  lieu  les  trois  conditions 

(y)     p,_M=-(Qi-N)  =  M.-P=-(Nt-Q)(=2); 

les  angles  de  triangles  comptés  à  partir  des  quadrilatères 
sont  respectivement 

M,     -N,      P,       -Q, 

P„     -Qi,     M,,     -N„ 
et  les  angles  de  la  seconde  suite  sont  ceux  de  la  première 
suite  augmentés  d'une  même  quantité  0.  On  doit  remar- 
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ilités 


quer  les  égal 

M  — P==A— B=-(C-D)=  — (M,—  Pi), 

N  -  Q  =  B  —  C  =  -  (  D  -  A  )  =  -  (  N,  -  Q,  ). 

I,a  valeur  coinimine  des  différences  (9),  désignée  pré- 
cédemment par  (a  —  a,),  doit  en  outre  donner  lieu 
à  rinvolntion  «' ;  il  n'est  pas  sans  inléièt  de  retrouver 
par  celle  voie  la  formule  de  M.  Darhoux,  i)ien  que  les 
relations  d'involution  vraiment  essentielles  ici  soient 
celles  qui  ont  été  éciites.  Désignons  par  m,  ii,  p,  q  les 
cotangentes  des  angles  marqués  sur  la  figure  aux 
points  M,  N,   P,  Q;  on  aura 


lang(3  —  a) 


I 
ni 


lang(,e,— a)=  -, 


tang(Y  —  %) 
langi  v,  —  a  ) 


l'involution  en  question  donne  la  relation 

o  X  lang(  ai— x)      o-t-tang(ai  —  a) 
I  I  I 


ou 

(lO) 


Tïip 

1 

np 

colô  = 


p 


\n        q  I 


mp 


ni  -i-  n 


p  —  q 


A 


dans  le  Mémoii'e  de  M.  Darboux,  ///,  //.  /;,  y  repiésciiteiil 

I       r  1 

n 


les  nuautités  désignées  ici   par  —,  —      ,  -- -,  —  ■- -,  el   <!e 
1  ^  ■         //i  n     p  q 

plus  les  lettres  M,,  JN  , ,  P),  Qi  renq)lacenl  les  lettres  P, , 
Q, ,  M, ,  IN, .  On  a  alors,  pour  le  (juadrilatère  (A,  ), 
pi  —  S_  ywA  —  S 


(10'  ) 


//t, 


joS  -H  A 
^A-^S 

y's^^a 


(p-^  /i)(p^q) 
7  A  -l-  S 

f  q  —  P )\ q  —  "t } 


{  5^6  )     ■ 
D'aiiUe  part,  en  suivaiil  ici  l'oidie  M)N,P,Q,  [Ta- 
bleau (i')],  et  en  observant  que   les  couples   de  points 
opposés  sont  M  et  INI,,  N  et  ]N , ,   ...,  A  et  (>,  13  et  D, 
on  a  les  quatre  couditions  d'aires 

(ir)     Ai  =  — Â,         B,  =  — B,         C,  =  _C,         D,  =  -D, 


les   notations    A,,    B,,    ...   désignant   les    aires  CiM,JN'i, 

-D^M^,  .... 

Ou   a  alors 

M,N.  ^  N^  ^  P^  ^  Q'J^r=  /  , 
MN  NP  PO  QM    *^       '  '' 

«inîMsinP  sin\sinQ 


A-2 


siiiMisinPi        sinNisinQj 


a'.   Nous  joindrons  enfin  aux  conditions  ('^)  qui  (con- 


cernent la  figure  3  la  nouvelle  tondilion 


(12)  A-+-G  =  B^D. 


c.  La  figure  3  possède  un  paramètre  de  déforuiation, 
l'angle  MNP  par  exemple 5  nons  supposeions  que,  dans 
la  figure  4,  l'angle  M,N,P,  est  égal  à  l'angle  MNP,  de 
sorte  que  les  deux  quadrilatèies  MNPQ  et  M^NiP,  Q, 
sont  inversement  semblables.  La  figure  3  dépend  de  y  pa- 
ramètres, sans  compter  le  paramètre  de  déformation, 
puisque  les  12  éléments  des  triangles  sont  astreints 
aux  5  conditions  (y)  c-t  (12);  la  (igiue  4  tist  complè- 
tement détei-minée  par  la  ligure  3,  au  moyen  des  12  con- 
ditions (8),  (9)  et  (10),  (11)  et  de  l'Iiypotlièse  relative 
à  l'angle  M,N,P,;  l'ensemble  des  deux  figures  dépend 
de  n  paramètres",  sans  compter  le  paramètre  de  défor- 
mation . 

Livelali veinent  à  la  figure  4,  ^L  Kempe  fait  les  liypo- 
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thèses 

Ml  =  Ml,  A  =  A,         «1  =  ka, 

N,  =  Ni,  B=B,         bi^kb, 


qui  forment  onze  coudiLioiis  distinctes,  et,  dans  une 
rédaction  d'ailleurs  tiès  concise,  affirme,  sans  démon- 
stration formelle,  la  possibilité  de  déterminer  À"  de 
manière  à  avoir  à  la  fois 

A,  =  -A,         Bi  =  -B, 

(l'auteur  ne  met  pas  de  signes)-,  cette  possibilité  est  une 
conséquence  de  l'involution  <•/',  ou,  si  l'on  veut,  de  la 
relation  (lo)  de  M.  Darboux.  Voici  comment  M.  Kempe 
calcule  la  valeur  de  A.  En  posant 

rt'^c^  b-d- 


AGsinAsinC        BDsinBsinD 
on  a  la  relation  facile  à  vérifier 

^rr-COt  A  -^  ^^cotC      —     -=-  COtB  -H  ^=-  cot  D 


A  G  y        \  B  D 

=  -sin(M  — P)sin(N  —  Q); 

pour  la  ligure  4i  il  f^iut  rem[)lacer  a  par  Ayz,  A  par  —  A, 
A  j)ar  C,  par  suile  P  [)ar  PA'*,  et  l'on  a 

—      ^r-COtC  H-  -^r  cot  A   1  -^       -iiz-  COt  D  -^   -=-  COtB 

VA  G  y       \B  D 

=  ^/x2sin(M—  P)sin(N  — Q); 

si  l'on  retranche  membre  à  membre,  j-n  tenant  compte 
des  égalités 

">      ">      C^      C^  a"^         c"^         h"'         d'^ 

A  -+-  G  =  B  -1-  L»,  -=r  H-  -^  =  ^^  4-  -^ry 

A  G         B  D 
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on  obiieiil  par  exemple 

1 -^— ; — -. — r-^  ( sin  B  sin  D  —  sin  A  sin  G  ) 

\a'-         c-  1    sino  sinU 

=  -(A-2  — i)sin(M  — P)sin(N  — Q);-. 

î\  cause  de  A  :=  M  +  N .  . . . ,  il  reste 

/S  C\sin(B-4-D) 

\a-         c-  J    sin  B  sin  D 

M.  Darboux  donne  la  formule 

{nq  —  mp Y --  {m -\-  n  ^ p  -^  q )"- 
~  (/?*  -t-  n)  {m  -+-  q){p  -+-  n)  {p  +  q) 

i\  laquelle  on  arrive  en  observant  que  les  lijpothèses 

Al  H-  A  =  o, 


donnent 


et  en  tenant  compte  des  formules  (lo');  la  relation 
entre  /«,  /^,  /^  /«i,  //(,  />i  qui  se  présente  ici  exprime 
rinvolulion  dont  on  a  parlé  :  si  l'on  y  regarde  n  et  /i, 
<;omnie  des  variabL^s,  on  peut  faire  en  effet  n  et  /?, 
infinis ,  ou  /i  =  —  m  avec  //|  =  —  /«i ,  ou  /i  =  — ^  /» 
avec  nx=.  —  P\-\ 

8.  Il  s'agit  de  faiie  voir  que  les  quadrilatères  ABGD 
des  figures  3  et  4  sont  égaux.  On  a  d'abord,  en  ajant 
égard  aux  couples  de  points  opposés, 


B 

NP  X  NB 

B 

N,  P,  X  Ni  D 

X 

~  NM  X  NA' 

A 

"  Ni  Ml  X  Ni  G 

et  par  suite 

NB  _  NjJD 

NA  ~~  NiG' 
Ann.  de  Matkérnat.,  !\°  série,  t.  III    (Décembre  igoJ.)  35 
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les  triangles  ANI3  et  CNj  D  sont  donc  inversement  sem- 
blables. 11  en  est  de  même  des  triangles  CQD  et  AQi  B, 
Or  on  a,  dans  la  iignre  3, 

(AB,GD)  =  (  AB,^Bj-i-(i\B,  NP)  -4-(NP,  QM) 
+  (QM,QD)  +  (QD,  CD) 
=  (AB,  NB)-(-(NP,  QMj-h(QD,  GD)  +  (N-Q); 

la  figure   \  donne  de  même 

(CD, AB) 

=  (CD,  Ni  D  )  +  (  N,  Pi,  Q,  M,  )  -H  (  Qi  B,  AB  )  +  (  Ni  -  Q,  ;  ; 

d'apiès  la  similitude  inverse  des  (juadrilatèrcs  (A),  (A))^ 
et  celle  des  triangles  mentionnés  pins  haut,  les  seconds 
membres  des  deux  égalités  ont  même  valeur  absolue  et 
des  signes  contraires;  l'angle  (AB,  CD)  a  donc  la  même 
valeur  dans  les  deux  ligures. 

11  reste  à  montrer  que  la  longueur  AB,  par  exemple, 
est  aussi  la  même  dans  les  denx  figures.  On  a  {Jig-  3) 


MP'  =  a2_|-  62_  •2ab  cosMNP, 

rt2?in-\î        ^-siii^P        2«6sinMsinP 
sin-A  sin^B  sinAsiiiB 


AB 


cosMNP; 


et,  eu  éliminant  cosMNP, 


AB"  sinAsinB  — ]MP    sinMsinl* 
a-  sin  M 


sin  A 

^<2sinP 

sin  B 


(  sin  M  sin  B  —  sin  P  sin  A  i 
(sin  P  sin  A  —  sin  M  sin  B  )  : 


la  piemière  parenthè.si;  devient 

sin  M  (sin  P  cosN  -f-  sinN  cosP), 
—  sin  P(sinM  cosN  -+-  sinN  cosM> 

ou 

sinN  sin  (M  —  P  j; 
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la  relation  entre  AB  et  MP  devient,   [)ar  rintrodiutioii 
des  aires  A  et  B, 


II'}) 


j   AB'  sinAsinB  — MP"  sinM  sinP 

(       =  ■>,(' V  — B)«iii(M  — P). 

On  a  de  inèine  {Jig-  3j 


('I) 


\  CD'  siii  C  sin  D  —  MP    sin  M  sin  P 
(       ^  2(0  — C)sin(M  —  P); 


j^)ar  analoj^ie,  on  a  dans  la  Ijgure  4- 


(i:5) 


j   AB'  sitiA  siiiB  — /.-i  .\]P'  sinMi  sinPi 

(       ^-  — ^(D  — C,)siii(AIi- Pi); 


comme  on  a 


G  =  B--  D, 


les   seconds   membres    des    relations    (i3)    et    (1;"))  sont 
égaux;  on  a,  d'autre  part, 

k-  sin  Ml  sin  P;  =  sin  M  sin  F*; 

la  longueur  AB  est  doue  la  même  daus  les  deux  ligures. 
M.  Kempe,  (jui  ne  donne  pas  la  formule  (6)  pour  A-, 
s'appuie  directement  sur  les  relations  d'aires  qui  déter- 
minent la  valeur  de  A".  La  relation  fournie  pai-  l'élimi- 
nation de  cosMJNl*,  peut  s'écrin; 
-2  siii  A  sin  B 


MP 


AB 


siiiM  sin  P 


/  a-  sin  M         b'^  sin  P  \         /  sin  \         sin  B 
~~  \     sin  V  sin  B    /  "^    \sin!M         sinP 

ou,    en    midtipliauL  la  piemière   parenthèse   du   second 
membre  j)ar  sinN  et  en  cbvisant  la  seconde  par  sinN, 

:2sinAsijiB       /--      — \        /«^         6^ 
feinMsniP  \x  |} 


MP   —  AB 


(  -318 
à  cause  de 

1  l'a^  _  b^ 

2  vT      B 

sinPsinA  —  sinMsiiiH       — sinf^I — P)       — sin(A  —  B  > 
"         sinlM  sinN  sinP  sinMsinP      ~      sinM  sinP     ' 

on  peut  donc  écrire 

—'.^—2      sinAsinB      /a^         ^>^ 


2sin(A  — B}1  A  B 

(i3')  i  ^ 

On  a  de  même  (  Jii^.  3) 

i  m^Vâ5^    ""^"^  (Ù^^t 

I  •^snl(L  — Dj  \  c  D 

par  analogie,   la  figure  4  donne,   après  suppression  du 
fadeur  commiui  /r-, 

TTT;-       TT:^     sinAsinB      /«'^         ^2 
MP  -^ÂB   — —-T jT-    -^ 

(1-5') 


I       =(Â-B)x(' 


A  B 


la    comparaison    des    formules  (i3')  el  (i;V)    donne  le 
résultai  cherché. 

Le  calcul  de  l'auteur,  un  peu  ditVérent  de  celui  qu'on 
vient  de  lire,  donne  lieu  à  cette  remarque.  M.  Kempe 
a  signalé  le  premier,  dans  un  Mémoire  reproduit  parla 
Nouvelle  correspondance  niaLhématique  (t.  III,  p.  i  33), 
le  fait  suivant  : 

Pendant  la  déformation  d'un  quadrilatère  arti- 
culé MNPQ,    les  cosinus  de  deux  angles  opposés  sont 
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lies  par  uikî  relation  linéaire;  ponr  les  angles  N  et  Q 
par  exemple,   cela   lésulte  des  deux  expressions  de  la 
diagonale  MP  fournies  par  les  triangles  MNP  et  MQP. 
Dans  la  figure  3,  cette  relation  se  transforme  en  um; 

relation  linéraire  entre  les  quantités  AB  et  CU  ;  la 
comparaison  des  formules  (i3)  et  (i4)  donne  ainsi,  en 
tenant  compte  de  l'iiypoilièse  A  +  C  =  B  +  D, 

CD    sinCsinD=  AB    sinAsinB; 

on  peut  écrire,  avec  \v.s  notations  de  la  figure  2, 

/AiA'i  \-        sinAsinA' 
\  AA'  /         sin  A|  sin  A', 

et  cette  formule,  qui  fait  connaître  le  rapport  de  simi- 
litude des  quadrilatères  (C|)  et  (C),  se  déduit  de  la  for- 
mule (6)  par  permutation  circulaire, 

9.  Les  12  angles  variables  des  3  quadrilatères  (A  >, 
(13),  (C)  ou  (A,),  (B,),  (C|)  sont  égaux  deux  à  deux 
(Jig-  'i)'  Au  point  A  par  exemple,  l'angle  intérieur  du 
quadrilatère  (B)  et  l'angle  extérieur  du  quadrilatère  (C) 
sont  égaux.  Ces  angles  sont  : 

Quadrilatère  (A) angles     v,    [j.,  •/,    y.' 

»  (B  ) »  À,    V,    a',   v' 

»  (  C) »  l-»-,   ^,   [^(■')  ^>' 

À  et  )/  sont  intérieurs  pour  (B),  extérieurs  pour  (C); 
ij.  et  a'  sont  intérieurs  pour  (C)  et  (A);  v  et  v'  sont  exlc- 
rieurs  pour  (A)  et  (B);  on  a  ainsi 

(  I  ()  )  X  -H  A  '  —  [ji  +  [i.'  —  V  +  v'. 

(r/  suis'ie.) 


[P6c] 

DES  IiWOLlTIOAS  M  ET  I^,  DONNÉES  PAR  LEIUS  POIXTS 
MULTIPLES  :  RELATIOX'S  ET  COXSTRUCTIOXS; 

Par  m.   Henri  BOUVIER, 

Professeur  à  l'Institulion  Robin,  Vienne  (  Isère  ). 


Lorsque  les  points  d'un  support  sont  rangés  par 
groupes  de  //  points,  de  telle  façon  que  A  points  du 
support  pris  arbitrairement  se  trouvent  réunis  dans  un 
groupe  et  dans  un  seul,  on  dit  que  l'ensemble  h  fois 
infini  de  ces  ii  points  forme  une  involution  cVoirIre  ou 
de  degré  n  et  de  (Jinieiision,  espèce  ou  rang  A  (M.  La 
loi  de  formation  doit  donc  être  telle  que  h  points  (dont 
])lusieurs  peuvent  être  confondus)  pris  dans  un  groiqie 
déterminent  sans  ambiguïté  les  7i  —  h  autres  points  du 
groupe,  et  c'est  en  cela  que  consiste  le  caractère  involutif 
proprement  dit.  Pour  abréger,  on  représente  l'involution 
d'ordre  n  et  de  rang  A  par  I^'. 

L'importance  paiticulière  de  l'involution  l'|_,  résulte 
de  ce  que  les  invol niions  ]^'  peuvent  être  considérées 
comme  foi  luées  de  gioupes  communs  à  ji  —  h  involu- 
tions  ]^"_, . 

INous  nous  proposons  ici  d'étudier  d'abord  l'involu- 
lion  J.!  sur  suppoi't  re('tiligne  an  moven  de  deux  relations 


(')  Nous  trouvons  ces  difTérenles  dénominations  dans  les  travaux 
très  nombreux  faits  surtout  en  Allemagne  sur  les  invoiulions.  Plu- 
sieurs n'emploient  même  jamais  le  mot  involutions;  ils  les  désignent 
sous  les  noms  de  systèmes  polaires  du  n''"'"  ordre  (Wiener),  de 
correspondance  symétrique  trilinéaire  ou  réseau  de  ternes 
(M.  Klein),  de  système  conjugués  de  formes  linéaires  (Schle- 
siiit;<!r  ). 
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analogues  à  celles  qui  définissent  l'involulion  quadra- 
tique I^. 

Nous  déterminerons  dans  une  première  étude  certaines 
propriétés  ou  constructions  qui  résultent  de  la  première 
de  ces  relations,  puis  dans  une  autre  étude  celles  qui 
découlent  de  la  seconde.  Il  nous  sera  dès  maintenant 
possible  d'étendre  certaines  de  ces  propriétés  ou  con- 
structions aux  involutionsl,"   ,  générales  ou  particulières. 

1.  —  De  la  relation  cubique  involutive. 

De  même  que  l'involution  quadratique  I^  se  définit 
par  le  rapport  harmonique  qu'on    peut   mettre   sous   la 

forme 

X,Ai.X2A,-i-X,A,.XiA2=o, 

où  X,,  Xo  représentent  un  groupe  quelconque  de  l'invo- 
lution quadratique  ayant  A,  et  Ao  pour  points  doubles, 
de  même  l'involution  l^  sera  définie  par  la  relation 
suivante,  où  X,,  Xo,  X3  repiésentent  les  points  d'un 
terne  et  A,,  Ao,   A3   les  points  triples  de  l'involution  : 

\  X1A1.X2A2.X3A3-+-  XsAi.XsAî-Xi  A3 

^^^  \  -^X3Ai.X,A,.X,A,  =  o, 

relation  donl  le  caractère  involutif  est  évidcMit. 

On  tirerait  de  cette  relation  ('),  que  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  j'elalion  cubique  involutive,  les  pro- 
priétés suivantes,  du  reste  bien  connues,  mais  qu'il  sera 
utile  de  lappeler  au  début  de  cette  étude. 

a.  Les  points  triples  A|,  Ao,  A3  forment  eux-mêmes 
un  groupe  de  l'involution  li]. 


{ '  )  CeUe  relation  a  élé  simplement  si^çHalée  dans  la  Uièso  d'Appel  : 
Sur  les  propriétés  des  cubiques  gauches  et  le  mouvement  hélicoïdal 
d'un  corps  solide  {Annales  dé  l'École  Normale,  1876). 

'Nous  ne  l'avons  vu  signaler  nulle  part  ailleurs 
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h.  Deux  points  d'un  terne  déterminent  néccssaire- 
ïiient  le  troisième  a[)pelé  polaire  mixte  de  ces  points  \ 
i!  existe  pourtant  deux  points,  appelés  yyoi/z^5  neulres 
et  que  nous  désignerons  par  Mi  et  Mo,  qui  n'admettent 
pas  de  polaire  mixte  déterminé. 

c.  Lorsque  deux  points  neutres  sont  réels,  deux 
points  triples  sont  imaginaires  conjugués:  lorsqu'ils 
sont  imaginaires  conjugués,  les  points  triples  sont  tous 
réels.  La  réciproque  est  vraie. 

d.  A  chaque  point  correspondent  les  groupes  d'une 
iuvolution  quadratique  I^  ;  les  points  doubles  de  ces 
involutions  I^  seront  eux-mêmes  les  couples  d'une  invo- 
lution  I^  ayant  les  points  neutres  Mj  et  M2  pourpoints 
doubles. 

c.  Deux  points  dans  un  groupe  peuvent  se  confondre  ; 
jious  leur  donnerons  alors  un  double  indice.  On  aura 
donc  (Xoo  et  X33  étant  les  points  doubles  de  l'involution 
quadratique  correspondant  à  X|)  les  groupes 

X22,     X.22,     Xi         et         X33,     X33,     Xj. 

L'usage  est  alors  dCdi^\^e\iir  premières  polaires  de  Xj  les 
points  Xoo  et  X33  et  seconde  polaire  de  Xoo  ou  Xs^ 
le  point  X,.  Ce  sont  bien,  en  ellet,  les  points  qu'on 
désigne  sous  ce  nom,  lorsqu'on  traite  d'une  forme 
cubique  (définissant  ici  les  points  A,,  Ao,  A3)  et  de 
ses  polaires. 

11.     Exi'KESSlOiN     PARAMÉTRIQUE    DES    POIATS 

l/uN    GROUPE    n'uNE    INVOLUTION    1^. 

De  la  relation  involulive  (i)  nous  lirons  une  expres- 
sion paramétrique  d(;s  points  d'un  terne  de  l'involu- 
tion 1^,  expression  analogue  à  la  suivante  qu'on  établit 
pour  les  points  de  coordonnées  x^  et  Xo,  formant  les 
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groupes  d'une  involulioii  I^  de  points  doubles  A|  et  A2 


.ri 

A  -I-  iJL 

X«i  —  ij.«.> 

k  \X 

Cherchons  donc  à  représenter  les  coordonnées  Xi . 
X2-,  ^"u  des  points  d'un  terne  X|,  X2,  X3  d'une  involu- 
tion  I:î,  dont  les  points  triples  A,,  A2,  A3  ont  pour  coor- 
données <7,,  rto,  «3.  Soient  X,  Y-1  '■'i  ''-'1  1^')  '■'';  '^' 1  ^' ^  v"des 
paramètres.  On  aura  des  expressions  de  la  lorine 


Xi  = 


Pour  que  ces  valeuis  de  a,,  x-2,  X3  satisfassent  à  la 
relation  involutive  (i)  mise  sous  la  forme 

{xi—  ai)  (x-2  —  ai)  {X3  —  as)  -i-  (xi~  a-i)  (x^  —  «3)  (.Ts  —  ai) 

-h(Xi  —  as)(xo  —  ai){x3—  a.)  =  o. 

un  calcul  simple  montre  qu'on  doit  avoir  : 


A  -1-  [Ji  -+-  V 

XV/i   -I-  [x'  tti-r-  V 

'«3 

X'  -{-  [X  -+-  v' 

a" ai  -+-  [x" a-i-h  ' 

/'  a^i 

X  '^  V 

-^^=0, 

1 T 

IX            IX 

-^^=- 

X        X' 

1 ; 

IX            IX 

X" 
-^  -^  =0, 

X       X' 

— i-  — 

V               V 

X" 

H ^    =  0, 

V 

V           v' 

-^=0. 

tX             [X 

X  "^  X' 

+  ^  =  0 

relations  qui  seront  vérifiées  par 

X  =  X'  =  X", 


IX   =  ixz,  IX    =  [Xl^ 

v'    =  VE^,  v"    =  V£, 
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où    I,  î  et  £-  sont  les  racines  cubiques  de  l'unité  posi- 
tive. 

Ou  aura  donc  les  relations  cherchées 


.T,  = 


1  ^ 

-   [J.  -r 

-  V 

À  a 

1-4- 

uea» 

-!- V£- 

-«3 

X-f 

-  [Jtî  -, 

-  Vt- 

la 

i-f- 

IJ.Z'-  a 

2  -=-  V: 

la^ 

■r-i  =         . 

A  -i-  [xz^  -+-  vî 

Ràciproquenirnl ,  parlant  de  ces  relations  sous  la 
foruie 

X(.ri — ^i)-^  [j.(j"i  —  ao) -h  v(.ri — a3)=:o, 
'h{x.2 —  -ïi  )  -I-  ;J.£(a"2  —  or 2)  -h  v£-(a"2  —  «3)  =  o, 
).(a-3—  a,)  -+-  iJLî2(.r3—  a,)-,-   v£(rr3— «3)  =  o, 

on  a,  en  éliminant  ).,  'j.,  v, 

I    ^1  -—  "^'l  •■'"1 «^2  ■''"1 '^3         I 

I  X-T-    «i      £(a:'2 — «2)      £^(0^2 — «3)      =0. 
Ij"3— r/,      £2f.r3--a2)      £(a"3— ofs)    | 

Oi",  si  l'on  développe  ce  déterminant  et  que  l'on  tienne 
compte  de  la  signification  de  s,  on  retrouve  la  relation 
involutive  donnée  plus  haut. 

Remarque.  —  L'involulion  li^  étant  déterminée  par 
trois  ternes  de  points  avant  pour  coordonnées  a:,,  .To, 
X3  ;  j)') ,  y-i^  y^  ;  z^ ,  z^.  z-^  i)enl  être  représentée  sous  la 
f(jrme  connue 

À(X-j,)(^-72)(X-    73)-^î^(X--,)(X-^%)(X-     23) 

-t-  v(X— Mi)(X--M2)(X  —  M3)  =0. 

Suj)posons  qu(^  X|,  Xo,  x-^  soient  les  coordonnées  des 
])oints  d'un  terne 5  en  substituant  à  X  ces  trois  valeurs 
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cl  en  prenant  comme  ternes  les  points  triples  de  coor- 
données <7,,  (72,  «s,  nous  aurons,  par  l'élimination  de  A, 
p.  et  V,  la  relation 

!     (a"|--«,)3        (•j"j_rt.,)3       (^j_^,.j^3     I 

I   (a"3— «i)^     (-^3— «2)^     {x^—a-iY  I 

F.n  rapprochant  ce  déterminant  du  précédent,  nous 
voyons  que  la  théorie  de  l'involution  JiJ  nous  permet  de 
conclure  que  le  premier  déteiininant  est  facteui-  du 
dernier^  ce  qui  aurait  sans  doute  exigé  de  longs  et 
pénihies  calculs  pour  être  démontré  directement. 

III.   — ■    CONSTUUCTION    DES    GROUPES    d'uKE    INVOLUTION  I!! 
DONNÉE    PAR     SES     POINTS    TRIPLES. 

Remarques  incliiuiiiaires. 

n.  On  sait  que  toute  involution  ou  homographie 
située  sur  un  support  recti ligne  peut  être  amenée 
à  avoir  pour  suppoit  une  conique,  en  projetant  d'un 
point  de  la  conique  les  éléments  qui  déterminent  l'in- 
volution ou  rhomographie,  ce  qui  sera  particulièrement 
avantageux  pour  les  involution  s  et  homographies  qua- 
dratiques, dont  on  aura  à  faire  usage. 

h.  Nous  supposons  connus,  pour  les  involutions  qua- 
dratiques, les  moyens  de  construire,  soit  les  couples 
d'une  involution  donnée  par  deux  points  douhles  ou 
deux  couples,  soit  le  couple  commun  à  deux  invo- 
lutions. 

c:  Nous  signalcMons  pointant,  comme  moyens  auxi- 
liaires, les  solutions  de  ceilains  problèmes  concernant 
les  homogra[)hies  quadratiques. 

Soit  donc  une  liomogra])hie  quadratique  donnée  sur 
une  conicpie  ou  un  cercle  par-  ses  dex\%  points  doubles  A 1 
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et  Ao  et  par  un  couple  X|,  Xo.  On  peut  toujours  sup- 
poser qu'on  connaît  les  points  doubles,  car,  par  un  pro- 
cédé connu,  on  les  trouverait  facilement  dans  le  cas  où 
riiomograpliie  serait  donnée  par  trois  quelconques  de 
ses  groupes.  Joignons  par  une  droite  les  deux  points 
doubles.  Par  X|  faisons  passer  une  droite  quel- 
conque XjX  cjui  rencontre  A,  Ag  en  O,  ;  nous  obtien- 
drons sur  AiA-i  un  nouveau  point  O2  en  joignant  X 
à  Xo.  Les  deux  involutions  de  centre  O,  et  Oo  ont  pour 
résultante  (')  l'homographie  donnée,  si  l'on  entend 
par  résultante  l'homographie  évidente  obtenue  en  fai- 
sant   correspondre   à    tout    point    d'une    involulion    de 


centie  Oj  le  correspondant  de  son  conjugué  harmo- 
nique dans  une  autre  involution  Oo. 

Une  homographie  quadratique  est  donc  d'une  infinité 
de  façons  la  résultante  de  deux  involutions.  Sans  insister 
sur  ce  point  de  vue,  remarquons  que  la  construction  des 
deux  points  qui  correspondent  à  un  même  point  dans 
une  homographie  où  les  supports  sont  confondus  devient 
extrêmement  facile. 

Ce  procédé  nous  conduit  aussi  à  la  solution  de  cet 
autre  problènu'  :  chercher  les  couples  communs  à  deux 
homographies.  En  les  considérant  chacune  comme  résul- 


f')  Deruyts,  dans  un  Mémoire  sur  la  théorie  de  l'involution 
{Mémoires  de  la  Société  Boyale  de  Liège,  2'  série,  t.  XVII), 
a  traité  cette  question  de  la  résultante  de  deux  involutions,  mais 
au  point  de  vue  algébrique. 
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taule  de  deux  iu\  olutions,  ou  voit  que  le  problème  peut 
se  rameuer  à  déteriniuer  le  (juadrilalère  inscrit  daus  un 
cercle  et  qui  passe  par  quatre  points  fixes.  C'est  le  pro- 
blème de  Castillon  étendu  aux  quadrilatères;  on  peut  le 
résoudre  par  la  mélliode  des  inversions.  Le  problème 
admet  deux  solutions. 

Dans  le  cas  où  l'une  des  homograpliies  serait  une 
iuvolution,  le  problème  reviendrait  à  clierclier  un 
triangle  inscrit,  passant  par  trois  points  donnés,  et 
c'est  le  problème  proprement  dit  de  Castillon  qu'on 
peut  résoudre  directement  ou  par  la  méthode  des  in- 
versions (  '  ). 

d.  Si  les  trois  points  triples  sont  réels,  les  construc- 
tions que  nous  allons  donner  s'effectueront  directement. 
S'ils  sont  imaginaires  conjugués,  on  peut  supposer  que 
ces  deux  poinls  sont  donnés  par  deux  couples  de  points 
réels  d'une  involulion  qui  aurait  pour  points  doubles  ces 
poinls  imaginaires;  les  constructions  sonl  ainsi  rendues 
toujours  possibles. 

Construction  de  lu  .seconde  polaire  d'un  point. 

Soit  X,,  le  point  dont  nous  clierclions  la  seconde 
polaire  Xo.  Désignons  par  ç,  le  conjugué  harmonique 
de  X|  ,  par  rapport  au  couple  de  poinls  triples  A.  et  A3. 

THÉor.ÈME  I.  —  La  seconde  polaireX-,  d 'un  pointXi , 
est  le  correspondant  Xo  de  X,,  dnns  une  homographie 
de  points  doubles  c,  e/  A,  définie  par  le  rapport 
anharntoni(/ue 

X2^i    X„A,  -       ■• 


(')■  UuucuK   et   DE    CoMBEiioussE,    Tiailc  de   Géonwtric,   Vol.   1, 
!'•  ■■'■<.i'\- 
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En  effet,  la  seconde  polaire  Xo  de  X,,  est  déilnie  par 
la  relation 


XiiAi    ■    XnA.        XuAs        X.jX, 

Soit  ;,    la  première  polaire  (conjugué   harmonique) 
de  X,,  par  rapport  à  Ao  et  A^j,  on  a 

I  I  _        2 

et  la  premi«''rc  relation  devient 


XiiAi        X,i^i        XjiXo 

Remplaçant  XnXo  par  ç,Xo—  ;,X,,,  on  aboutit  au 
rapport  anharaionique  donné. 

Ilemnrque.  —  Dans  la  construction,  an  lieu  d'em- 
ployer un  rapport  harmonique  et  un  rapport  anharmo- 
nique,  on  peut  se  servir  des  trois  rapports  harmoniques 
suivants,  qui  détinissent  deux  points  auxiliaires  ç,  et  ç',  : 

Xi  1  Aï  Cl  A3 


X11A3  çiAo 
Al  ^1    Xs^'j 


Ai^,    X,^,  _       ^ 


Eu  effet,  le  dernier  rapport  harmonique  devient,  ])ar 
Uansj)Osition  de  lettres, 

;i  '-A   -^1  ^2  _ 
;i-^2  Al,, 

En  le  multipliant  parle  s(;cond  on  retrouve  le  rappoit 
anliaiinonique  indicjué  dans  le  lliéorènu;  précédent. 
Connue  le  conjugué  haimonique  d'un  point  peut  se 
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cousLruire  au  moyen  de  la  règle  seule,  la  cousLruction 
de  la  seconde  polaiie  d'uu  point  relalivenient  à  trois 
autres  se  fera,  elle  aussi,  cii^ec  la  règle  seule. 

Propriétés  des  points  auxiliaires  ç  employés 
dans  la  construction. 

i\ous  désignerons  par  ^o  et  ^3  les  points  obtenus  de 
la  tnèine  façon  que  ii  et  nous  les  appellerons  points 
auxiliaires  de  X, , . 

L'éliniination  de  X,,  entre  les  deux  rapports  signalés 
dans  le  tliéorème  précédent  donne  la  relation 


D'où 


T  I  ^         _        ^ 


Théouème  II.  —  Le  point  ç,,  auxiliaire  de  Xm,  <"« 
pour  seconde  polaire  le  point  triple  A,  dans  une  invo- 
lution  V!,  (jui  aurait  pour  points  triples  les  deux  autres 
points  triples  Ao,  A3  de  la  prendère  involution  et  la 
seconde  polaire  Xo  ^eX,,  dans  cette  méirte  involtition. 

CoiiOLLAiRE.  —  Le  point  cf-i ,  conjugué  liarjnoni(/ite 
de  Af  relativement  à  A-,  et  A3,  a  pour  seconde  polaii'e 
le  point  A) . 

Ce  résultat  pouvait  être  oblcnu  directement,  car  les 
ternes  A,  A,  A)  et  AjAoAa  font  partie  de  l'involution 
cubique;  doue  cà  A,  sont  associés  tous  les  couples  de 
rinvolulion  quadratique,  qui  a  pour  point  double  A, 
et  pour  couple  An,  A3  5  et  cette  involulion  aura  pour 
deuxième  point  double  le  point  a,  conjugué  barmoni(jU(; 
du   premier  point  double  A|,  relativement  à  A2  et  A.j. 

'l'Hii:oRi:MK  111.  —  La  seconde  polaire  d'un  point  Xn 
dans  une  involation  I;',  est  la  polaire  mixte  des  points 
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triples  A2  et  A3  daiis  une  involulion  particulière  qui 
aurait  deux  points  tiiples  confondus  au  ])oint  auxi- 
liaire ;,  et  pour  autre  point  triple  le  troisième  point 
triple  A,  de  la  première  iuvolutiou. 

Or,  ou  sait  que,  dans  le  cas  de  ces  involutious  parti- 
culières, les  constructions  se  simplifient  beaucoup. 

Théorème  IV.  —  Si  deux  points  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  deux  points  triples,  les 
secondes  polaires  de  ces  deux  points  di^nsent  toujours 
la  distance  de  ces  deux  mêmes  j>oints  dans  un  rapport 
anharmoinque  égal  à  9. 

Signalons  enfin  les  relations  suivantes  : 


MiliX^  ÇsAj  ^_      ■ 
Ç1X2  bA2  bAi  '' 

relations  (jui  permettraient  de  trouver  la  seconde  po- 
laire Xo  au  moyen  de  procédés  tirés  de  la  géométrie 
du  triangle. 

Construction  des  jjremières  polaires 
d'un   point   Xo. 

Première  méthode.  —  Du  théorème  sur  la  seconde 
polaire,  on  tire  les  relations 

X,,A2  ^1  A3 


et 


Xii^i    X2  Al Xii  X2  Èi  Al  _  ,, 

X2?i  xITÂT-"""       ""       XhA,  t.x."^" 


Le    couple   ^,,  X,,    sera   donc  le  couple  commun  à 
rinvolution  quadratique  et  à  l'iioniograpliie  définie  par 


le  deuxième  rapport  anliaiiuoiiiqiie  mis  sous  sa  seconde; 
lorme.  Nous  avons  indique  dans  les  remarques  prélimi- 
naiies  que  le  problème,  dans  1(;  cas  où  le  support  était 
une  conique  (et  par  projection  il  est  toujours  possible 
d'avoir  un  tel  suppoit),  admettait  deux  solutions. 

Seco?ide  méthode.  Le  procédé  suivant  nous  semble 
plus  pratique. 

Sou  a,  le  conjugué  barnionique  de  A,  par  rapport 
aux  deux  points  A.  et  A3.  Comme  nous  l'avons  indiqué 
dans  un  corollaire  du  théorème,  A,  et  a,  sont  les  pre- 
mières polaiies  du  point  A,,  c'est-à-dire  les  points 
doubles  de  l'involution  quadratique  correspondant  à  A, . 
Si  donc  X'2  désigniî  le  conjugué  harmonique  de  Xo, 
relativement  aux  points  A,,  a,,  le  terne  Xo  A,  X!,  appar- 
tient à  l'involution  cubique;  il  en  serait  de  même  des 
ternes  analogues  X.A.X;,  X.AsX;'.  Les  couples  A,X:. 
et  AoX^,  par  exemple,  définissent  une  involution  qua- 
«iratique  dont  les  points  doubles  sont  les  premières 
polaires  de  Xo. 

Dans  le  cas  où  Ao  et  A^  sont  imaginaires  conjugués,  il 
faut  reniarcjuer  que  a,  et  X'^  se  construisent  aisément  et 
cpie  le  couple  X.jX'  (X'  étant  la  seconde  polaire  de  Xo) 
appartient  à  l'involution  A,  X'^  et  AoX!..  Or,  X'  se  con- 
struit toujours.  L'involution  quadratique  se  trouvera 
donc  définie  par  les  couples  A,X'.,  et  XoX'. 

Conslruetion  de  la  polaire  inixle  d'un  point 
et  du  point  à  I  infini. 

Désignons  par  X,,  la  polaire  mixtcî  du  point  X,  et  du 
point  à  l'infini;  la  relation  involutive  devient 

\,  A , .  \,  A,  -  \ ,  A. .  \„  A,  4-  \  1  A3 .  \„  A ,  =  o. 

THiioiiiiME  V.  —  La  polaire  mixte  X»  de  X,  et  du 
Ann.  de  Mathe'mat.,  /j"  série,  l.  III.  (Décembre  1908.)  3(} 
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point  à  V Infini  s'obtient  au  ntoyc/i  de  simples  rapports, 
en  cherchant  : 

\"  Un  point  auxiliaire  E  qui  divise  intérieurement 
(ou  extéi  ieurenieni)  A 2  A3  dans  le  même  rapport  que 
X)   divise  extérieurement  (ou  intérieurement)  A^A,  ; 

st"  Le  point  Xq  qui  divise  extérieurement  (ou  inté- 
rieurement) A,  E  dans  le  même  rapport  que  X,  divise 
intérieurement  (ou  extérieurement)  FA3,  F  étant  à 
une  dislance  de  X,  égale  /i  X,  A,  -+-  X,  Ao. 

D'après  cet  énoncé,  on  trouvera  le  point  X,,  en  élimi- 
nant E  entre  les  relations 

li\.,  XiA,  XoAi  X,F  \,A,-+^X,A2 


EA,  XiAi  XaE  X,  A^  X,  A3 

On  en  tire,  en  etîet, 

XoE(X;âi  +  X,A2)  =  \oA2.X,A,^XoA,.X,  A2, 
XoE(  X,  Al  -^  X,  A.2 )  =  -  Xo  A,  .X,  A3. 

Divisant  menibie  à  membre,  on  tombe  immédiate- 
ment sur  la  relation  donnée  plus  haut. 

La  construction  déduite  de  ce  théorème  est  purement 
linéaire. 

Remarques  : 

i"  La  seconde  polaire  du  point  à  Tinfini  serait 
donnée  par  ces  simples  rapports  : 

KA2  _  Xq  Al 

le  point  E  serait  le  milieu  de  Ao  A3. 

2"  En  s'a[)pujant  sur  la  relation  donnée  [)Ius  haut, 
on  peut  dire  que  la  distance  d'un  point  triple  i\i  à  la 
polaire   mixte  de  ce  même  point  et  du   point  à  l'infini 
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«st  moyenne  proportionnelle  entre  les  dislances  à  cette 
même  polaire  mixte  des  deux  autres  points  lr![)les. 

Constractioii  de  la  polaire  mixte  de  deux  points. 

Soient  X,  et  Xo  les  deux  points  dont  on  clierche  la 
polaire  mixte  X^. 

Première  méthode.  —  Elle  consiste  à  chercher  les 
deux  premières  [)olaires  de  Xj  par  exemple,  puis  le 
<2onjugué  de  Xo  dans  l'involution  quadratique  qui  au- 
rait pour  points  doubles  les  deux  premières  polaires 
déjà  obtenues. 

Deuxième  méthode.  —  Elle  suppose  qu'on  a  cherché 
par  les  méthodes  indiquées  la  polaire  mixte  Xqo  de  Xg 
et  du  point  à  l'infini,  et  la  seconde  polaire  X',  du  pointX) . 
On  arrive  alors  facilement  au  moyen  de  la  relation  sy- 
métrique trilinéaiie  qui,  elle  aussi,  définit  une  iiivolu- 
tion  Ii|  à  ce  théorème  : 

Théorïîme  VI.  —  La  polaire  mixte  X3  de  X,  et  Xo 
divise  la  dislance  X,  X„2  dans  le  même  rapport  que  la 
seconde  polaire  X',  de  X(  divise  la  distance  XoXoo?  ce 
ijui  est  exprimé  par  la  relation 

X3A1     XjA2 

^3X02        X,  X02 
On  est  ainsi  conduit  à  une  construction  linéaire. 

vautres  procédés  de  construction. 

Par  projection,  on  peut  transformer  toute  involulion 
sur  su])port  rectiligne  en  une  involutiou  du  même  ordre 
et  du  même  lang  située  sur  une  courbe  unicursale  et 
en  particulier  sur  une  conique. 

Sui-  ce  dernier  support,  d'ingénieuses  constructions 
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ont  été  données  par  B.  Klein  ('),  Sclilesinger  (-),  Le 
Paige  et  Deruvts  (^)  et  nous  pourrons  revenir  utile- 
ment sur  ce  suj(?t. 

Nous  terminerons  cette  étude  des  constructions  par 
une  remarque  qui  donne  lieu  à  un  nouveau  procédé 
assez  simple. 

Si  la  base  d'une  involutiou  11  à  points  triples  réels 
est  un  cercle  et  que  ces  points  triples  <?,,  «o,  «3  soient 
les  sommets  d'un  triangle  équilatéral,  les  points  ^1 ,  x^., 
Xs  formeront  les  ternes  d'une  involutiou  li*.  si,  dans  un 
même  sens,  on  a  la  relation 

aic«i  Xi  -f-  arcaj^To  -:-  arc «3 ^3  =^  2  Att, 

ce  qui  avec  le  compas  donne  des  construclions  faciles. 
Or  il  est  également  facile  de  transformer  une  involu- 
tiou \t  sur  support  rectiligne  et  de  points  triples  réels  A  i , 
A^,  A3  en  une  involutiou  I.^  sur  support  circulaire  ayant 
pour  points  triples  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral 
inscrit. 

Remarquons  aussi  qu'il  existe  une  parabole  inscrite 
aux  triangles  <7,  rto «3  et  ^jO^O'^s- 

1\  .   —  Construction  de  i  a  (/i  —  iy^"'e  polahik 

DANS     UNE     INVOLLTION     l''_,. 

Théorème  VII.  —  Si  Ça  désigne  In  (a  —  ^  y-'ne  pQ_ 
luire  (V un  poiîit  X  duiis  une  involulion  l^-i  et  ?«  a» 
la  [u  —  7.  —  lyt-mr  polaire  de  cr  nié/)w  point  X  dar/s 


(  '  )  Théorie  der  trilinear-symmctiischen  Eleinentargebilde.  Mar- 
burg,  1881. 

(')  Ueber  conjiti^irle  binàre  Foimen.  Ureslaii,  188.Î.  Dans  ce  Mc- 
iiioire  Sclilesinger  traite  également  des  formes  de  degré  supérieur. 

(^)  Mémoire  sur  la  théorie  de  r iiwolution  et  de  l'homographie 
unicursale  (  Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège, 
■i-  série;  t.  WII,   1H82). 
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u/jo  autre  involution  l"Za-iJ  ^'^^  {"■  —  i)'^"'^  polaire  H.' 
fie  X  dans  une  involution  1"_  , ,  ayant  pour  points  mul- 
tiples les  II  points  multiples  des  deux  premières,  sera 
donnée  par  le  rapport  anharmonique 


"V  ï           \  '  i 

a 

Va\  effet,  de 

XAi         '   ■■•   '    XA«  " 

I                            I 

Il  —  a 

XAa+i                    XA„ 

X^„-a 

Il  lire  par  addition  : 
1                       I                1 

I 

XA,     XAa    "     XAa+i 

XA„ 

X^oc       X£, 


n 


XX'      xu      xt,_a 

et  de  eette  expression  on  lire  en  remplaçant  XX'  par 
X^a+  iaX'  le  rapport  anharmonique  énoncé  dans  le 
théorème. 

Conclusions. 

1  "  Su[)posons  a  z=  I ,  le  rapport  anharmonique  d(;vient 
si  A,  est  l'un  des  points  multiples  d'une  involution  i^j_, 

X^i   X'A,  , 

xâ;  vi7=-('^-'> 

Le  point  ^4  pourra  se  trouver  au  moyen  d'une  série  de 
points  \  obtenus  de  la  même  faron.  La  («  —  i)"^^""'  polaire 
peut  donc  s'obtenir  en  partant  d'un  rapport  harmonique 
pai-  une  suite  de  rappoits  anharmoniques  dont  les  con- 
stantes sont  en  progression  arithmétique,  de  raison  —  i . 
(Chaque  point  multiple  paraîtra  dans  l'un  de  ces  rap- 
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ports  et  l'ordre  des  points  multiples  ainsi  employés  est 

indifférent  pour  le  résultat  final. 

2"  Le  rapport  anharnionique  du  théorème  précédent 

1      .         ,               .                    a  —  n  "     T\7    ' 

devient  liarmonicjne  pour =■ —  1  ou  a  =  -  •  U  ou  : 


Théorème  VIII.  —  Dans  une  involution  I^|_,  de 
degré  pair  oh  n  =  2«',  la  {n  —  ^yème  polaire  X'  d'un 
point  X  forme  avec  ce  point  X  un  couple  dans  une 
involulion  quadratùjue  dont  les  points  doubles  sont 
respectivement  les  (^11' —  xycrjies  po/aires  fie  X  relative- 
ment aux  n'  points  de  chacun  des  deux  groupes  <pd 
composent  d'une  façon  quelconque  la  totalité  îles 
n  points  multiples  de  V involulion  I,"_,    donnée. 

Comme  les  couples  d'une  involution  quadratique  sur 
support  recliligne  peuvent  se  construire  avec  la  règle 
seule,  ou  constate  que  les  (//  —  i)"^^""^^  polaires  dans  une 
involution  1"_,  pourront  se  construire  avec  la  règle 
seule  dans  le  cas  où  n  =  -xP  (p  entier  et  positif). 

3°  L'emploi  d'un  rapport  anharmonique  se  ramène^ 
comme  nous  l'avons  vu  (  théorème  I,  remarque),  à  l'em- 
ploi de  deux  rapports  harmoniques  et  d'un  point  auxi- 

liaire  dans  Je  cas  ou  = —  2,  ce  qui  donne  a^  -• 

On  voit  par  là  que  les  (n  —  lyèmes  polaires  dans  une 
involution  ^\_^  pourront  se  construire  avec  la  règle 
seule  dans  le  cas  où  n  =  3^  (<y  entier  et  positif)  et  plus 
généralement  encore  dans  le  cas  oii  «  =  Si/'X  3^. 

Dans  un  prochain  article  nous  étudierons  les  involu- 
tions  \\  en  partant  du  couple  de  points  neutres  et  nous 
généraliserons  les  résultats  pour  toute  une  classe  d'iiivo- 
lutions  I^j_ ,. 
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[Pic] 

SUR  \m  PROPRIÉTÉ  DE  L'HOMOGRAPHIE; 

Par  m.  J.  RÉVEILLE. 


C-elte  propriété  s'énonce  ainsi  : 

Les  droites  qui  joignent  les  points  homologues 
de  deux  plans  homologues,  passant,  par  une  arête 
du  tétraèdre  double  de  l'iiomographie,  rencontrent 
deux  droites  fixes  et  forment  ainsi  une  congruence 
linéaire. 

Les  coordonnées  des  points  homologues  des  deux  ii- 
gureshotnogiapliiques,  rapportées  au  tétraèdre  double, 
sont  liées  par  les  relations 

X'-ÀX,         Y'^jJiY,         Z'=vZ,         T'=pT. 

Soit  un  plan  T  =  KX  passant  par  une  arête  du  tétraèdre 
double-,  un  point  de  ce  plan  a  pour  coordonnées  x^  y, 
z,  Ax;  on  a  alors,  pour  les  coordonnées  du  point  homo- 
logue, 

y  =hx,        j-'^p-r,         z'  —  'iz,         t'=okx, 

et  pour  celles  d'un  point  de  la  droite  qui  joint  ces  deux 
j)oints 

lx  +  in\ X,     if  -h  m  ay ,     / z  ^  m^^  z,     Ik .r    -  m  o  /.  x. 

Au  point  où  celle  droite  perce  le  plan  Y  ^  o,  on  a 

/  +  «i  [X  =  o  ; 
ce  point  est  donc 

X  =  (—  |jn-  X  )x,         Y  -  o,         Z  :-  (  —  n  -i-  v) 2, 
T  =  k{—\x-\-^)x\ 
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d'où 

T    _    fc(3  —  ,x) 

Jl  est  sur  la  droite  fixe 

Y  =  o.  (À  —  ;x  ;  T  =  /■(  p  —  <j.  )  X . 

Ou  trouverait  de  même  que  la  droite  qui  joiut  deux 
points  homologues  perce  le  plan  Z  =  o  en  un  point  de 
la  droite  fixe 

Z  =  o,         (X  -   v)T  =  A(p-vjX. 
Les  deux  plans 

(  X  —  [JL)T  =  A-(  p  —  ;jL  )  X.  (A—  V  )T  =  /■(  p  —  v)X 

loriuent  avec  les  plans  T=  o,  X  =  o  un  faisceau  dout 
le  rapport  anliarnionique  est 


c'est  le  rapport  anliarmonique  des  quatre  points  d'inter- 
section des  quatre  faces  du  tétraèdre  double  avec  toute 
droite  (|ui  joint  deux  points  homologues.  On  pourrait 
l'appeler  le  rapport  anliarmonique  de  l'/ioinographie. 

La  propriété  démon  liée  par  M.  Fontené  (')  au  sujet 
de  deux  figures  semblables  est  un  cas  particulier  de  celle 
([ui  vient  d'être  exposée. 

On  énoncerait  aisément  la  propriété  corrélative. 


(  '  )  Sur  un  cas  remarquable  de  la  projection  gauche  (  NouK'clles 
Annales,  1896). 
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CERTIFICATS  DE  MÉCAMOIE  RATIONNELLE. 


Montpellier. 

Éprel'VE  écrite.  —  On  demande  d'étudier  le  mouvement 
d'une  plaque  elliptique  infiniment  mince  homogène  et 
pesante,  dont  chaque  élément  superficiel  est  attiré  par  un 
point  fixe  A  proportionnellement  à  la  masse  et  à  la  dis- 
tance. 

La  masse  de  la  plaque  est  égale  à  i;  les  longueurs  de 
ses  demi-axes  de  symétrie  sont  -?.  et  i.  A  l'origine  du  mou- 
vement, le   centre  de  la  plaque   n'a  pas  de  vitesse,  et    la 

1  </■>. 
plaque    tourne,    avec    la   vitesse   angulaire    —i=ri    autour 

d'une  droite  passant  par  le  centre,  située  dans  le  plan 
mené  par  le  grand  axe  perpendiculairement  au  plan  de 
la  plaque,   et  faisant  avec  ce  grand  axe  un  angle  dont  la 

tangente  vaut  \/  r' 

Épreuve  pratique.  -  Un  point  matériel,  de  masse  égale 
à  r unité,  se  meut  sous  V influence  d'une  force  centrale 
issue  de  O.  On  demande  de  déterminer  la  trajectoire  et  la 
loi  de  force,  sachant  que  l'hodographe  du  mouvement, 
construit  avec  le  point  O,  est  un  cercle  de  centre  O. 

(Juillet  1902.) 

Épreuve  écrite.  —  Le  sommet  d'un  cône  de  révolution, 
pesant  et  homogène,  glisse  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal  fixe.  On  imprime  au  cône  une  rotation  autour 
Je  son  axe  qui  est  laissé  sans  vitesse  dans  une  position 
inclinée  sur  la  verticale,  et  l'on  abandonne  le  cône  aux 
forces  qui  le  sollicitent.  Trouver  le  mouvement  du  cône, 
indiquer  la  forme  de  la  trajectoire  du  sommet. 

Épreuve  pratique.  -  -  Un  point  d'une  figure  plane  de 
forme  invariable  décrit  une  droite  fixe  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré,  tandis  que  la  figu^re  tourne  autour 
de  ce  point  d'un  mouvement  uniforme. 

1"   Trouver  les  roulettes; 
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2°  Pour  une  position  de  la  figure,  construire  le  cercle 
des  inflexions  et  le  point  d'accélération  nulle;  trouver  le 
lieu  de  ce  dernier  point  quand  la  figure  se  déplace. 

(Novembre  1902.) 

Nancy. 

ÉpREUVK  ÉCRITE.  —  Dans  un  plan  vertical  on  donne  une 
barre  fixe  Ox  inclinée  d'un  angle  a  sur  l'horizontale,  et 
une  barre  pesante  et  homogène  AB  mobile  autour  de  son 
extrémité  inférieure  A  qui  est  fixe. 

Entre  les  deux  barres  est  placé  un  disque  circulaire 
pesant  et  homogène  quia  le  même  poids  que  la  barre  AB. 

Le  diamètre  du  disque  est  égal  à  la  distance  du  point  \. 
à  la  barre  Ox  de  sorte  que  les  deux  barres  sont  pa- 
rallèles. 

Les   corps   sont  dépolis  et  le  coefficient  de  frottement  f 

du  disque  sur  les  deux  barres  est  égal  à  -tanga. 

Au  commencement,  le  disque  est  immobile  et  il  touche 
la  barre  AB  à  son  extrémité  supérieure  B. 

Montrer  qu'il  n'y  a  pas  équilibre,  que  le  disque  com- 
mence à  rouler  sans  glisser  sur  la  barre  Ox,  et  qu'il  finira 
par  s'arrêter  dans  une  position  qu'on  demande  de  déter- 
miner. 

Solution. 

Soient  R  le  rayon  du  disque,  ia  la  longueur  AB,  et  x  l'ab- 


scisse du  centre  C;  soit  M  la  masse  commune  du  disque  et 
de  AB,  leur  poids  P  est  M^;  soient  N,  T.  N',  T'  les  réactions 
normales  et  langentielles  au  disque;  soit  enfin  0  l'angle  dont 
tourne  le  disque. 
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S'il  y  avait  équilibre,  on  aurait 

Na;=Prtcosa,         N' =  N -h  P  cosa, 
T-^T'=Psina,         T  =  T'; 

on  en  conclurait 

N=^Pcosa-,  N'=  P  cosa(  I -+- -  ), 


mais  on  doit  avoii 
On  aurait  donc 


■2.T  =  -iT'  =  P  sina  ; 
T  <  N/. 
/>langa     • 


à  cause  de  la  position  initiale.  Il  y  a  donc  mouvement. 

Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  du  disque 
<lonnent 


M-^  =T-hT'— M^sina,  o  =  N'— N  — Pco«a. 


Oi 


on  a  donc 


MK'^=  -MR2, 


MR  ~  =2(T'— T). 
at- 


S'il  y  a  roulement  simple  sur  Ox,  on  a 

dx        ^  <r/6  ^,   ^  ^,,  - 

-^=R—  =o         et         T'<N'/, 
dt  dt  ^      ./' 

et  il  y  aura  glissement  sur  AB,  ce  qui  donne 


T  ==  N/=  M^/cosa 


On  aura  donc 


M -7—  =  M^/cosa M  ^-sina  -4-  T'. 

MR^  =9.T'— 9.  M^'/cosa-; 
dt^  "-^  X 


on  en  déduit 


„</2^  a  .       /  a         \ 

i—  _4^/cosa-  —  ■^i'sina  =  a^sinaf  -  —il. 
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De  là  on  peut  déduiie  T' et  vérifier  facilement  que  T'<  N'y. 

En  posant  -7-  =  u,  on  a  en  intégrant  avec  la  condition  u  =  o 
ai 

pour  X  =^  la, 

(  X  "^ 

3  u-  =  4,^  sina  (  rt  lo^r —  -f-  2  a  —  x\. 

\  2rt  / 

Le  disque  s'arrête  pour 


a  les: 


•2  «  —  a?   =  O 


OU  environ  pour 


a 

X  =  —■ 
5 


Ki>REUVE  PRATIQUE.  —  Tiois  bavves  AE,   BE,  CE  de  même 
section  et  de  même  métal ,  et  dont  on  néglige  le  poids,  sont 


articulées  ensemble  en  un  point  E.  Elles  pcui'ent  pivoter 
autour  de  trois  points  fixes  A,  B,  C  situés  sur  une  même 
horizontale,  et  tels  que  l'on  ait 

AB  =  BG  =  r". 

Le  point  E  est  à  une  distance  de  deux  mètres  de  l'hori- 
zontale ABC;  il  est  à  une  distance  de  2'"  de  la  verticale  du 
point  A. 

Sachant  qu'une  barre  qui  aurait  i"' de  long  s'allongerait 
de  1'"™  sous  l'action  d'un  poids  de  looc"*?,  trouver  les  ten- 
sions des  trois  barres  données  quand  on  applique  en  E  un 
poids  de  ioo''s. 

Trouver  aussi  les  projections  sur  riiorizontale  et  sur  la 
verticale  du  déplacement  du  point  E. 


SoLlTlON. 

En  négligeant  les  variations  des  angles  que  font  les  barres 
avec  l'horizontale,  et  en  ap[)elant  x  t\.  y  les  coordonnées  du 


(  ^1^  ) 

point  E  primitivement  égales  à  o  et  à  2,  on   trouve   pour  les 
tensions 

Ti  =  3o3''^,  -■}.-,         T2  ==  —  53''^,  340,         T3  =  —  190''^)  Â'i-'^i 

et  pour  le  déplacement  du  point  E 

dx  =  o'",oo3i,         dy  —  o'",oo43. 

(Novembre  rgor.) 

EpHKUVK  ÉCRITE.  —  Une  plaque  pesante  ABDEF  formée 
par  un  carré  homogène  de  côté  a  et  de  densité  5  et  par 
un  demi-  cercle  homogène  de  densité  1  ayant  pour  dia- 
mètre FD  est  assujettie  à  tourner  autour  de  la  droite  fixe 
horizontale  AB.  A  l'instant  initial  elle  est  en  repos  et  ver- 
ticale; on  lui  imprime  une  percussion  CY*  appliquée  en  son 
centre  de  masse  et  normale  à  la  plaque. 

1°  Quelle  doit  être  l'intensité  de  cette  percussioji  pour 
que  la  plaque  oscille  autour  de  AB  avec  un  angle  d'oscil- 
lation oi  égal  à  -  ? 

2°  Quelle  est  alors  la  durée  de  cliaque  oscillation? 

3°  Quelle  doit  être  l'intensité  de  la  percussion  pour  que 
la  plaque  tende,  sans  jamais  l'atteindre,  vers  la  position 
verticale  symétrique  de  celle  qu'elle  occupe  au  repos? 

4"  A  quel  instant  passe-t-elle  alors  par  la  position  hori- 
zontale? 

On  donnera  les  /résultats  à  j^ô  pf'i'S- 

{  Juillet  190-2.; 

Poitiers. 

Epreuvk  écrite.  —  I.  Etablir  en  partant  du  principe  des 
vitesses  virtuelles  les  équations  d'équilibre  d'unsolide  libre, 
soumis  à  des  forces  quelconques. 

II.  Une  tige  rigide  OA,  de  longueur  l,  a  l'une  de  ses  e.rt ré- 
mités O  qui  est  fixe;  Vautre,  A,  est  attirée  vers  un  point 
fixe  P,  situé  à  la  dislance  l  de  O,  par  une  force  propor- 
tionnelle à.  la  dislance  W.  Mouvement  de  la  tige. 

Epreuve  pratique.  —  Le  couteau  d'une  balance  a  la  forme 
d'un  secteur  cylindrique.  Déterminer,  en  le  su/>posa/it 
formé  d'une  matière  homogène,  son  moment  d'inertie  par 
rapport  à  l'arête  vive,  connaissant  la   longueur  l  de  celte 


(  ^74  ) 
arête,  le  rayon  r  du  cylindre  auquel  appartient  le   sec- 
teur, l'angle  w  d'ouverture  de   ce  secteur,    le  poids  spéci- 
fia' 
A, 


fique  p  de  la  substance  du  couteau. 

Données  numériques  des  unités  C.  G.  S 

l 


P- 


I  ,  -27 
o"",  38 
8"  32' 
7,816 
(Juillet  190-2.) 


Épreuve  écrite.  —  I.  Théorème  de  Coriolis.  —  .Applica- 
tion à  la  détermination  des  projections  de  l'accélération 
d'un  point  mobile  dans  un  plan,  et  rapportée  à  un  système 
de  coordonnées  polaires,  sur  le  rayon  vecteur  et  sur  la 
perpendiculaire  à  ce  rayon  vecteur. 

II.  Un  demi-cercle  homogène  pesant  de  rayon  R,  situé 
dans  un  plan  vertical,  est  rattaché  par  un  fil  inextensible 
et  sans  niasse  de  longueur  l  fixé  à  l'extrémité  A  du  dia- 
mètre qui  le  limite,  à  un  point  fixe  O  de  ce  plan  vertical. 
La  demi-circonférence  appuie  contre  une  tige  verticale 
parfaitement  polie  passant  par  0.  On  demande  de  former 

0 


l'équation  qui  donne  l'angle  w  du  fil  avec  la  tige  dans  la 
position  d'équilibre.  Cet  angle  étant  connu,  comment  calcu- 
lerait-on la  tension  du  fil  et  la  réaction  de  la  tige? 

(Novembre  looa.) 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1940.       ^ 

(  11102,  p.    iSo.) 

Deux  triangles  T,  T'  circonscrits  à  une  même  conique  C 
sont,  comme  on  sait,  inscrits  à  une  conique  T.  Si  Y  passe 
par  le  point  de  Brianchon  de  l'un  des  triangles,  elle  />asse 
aussi  par  celui  de  l'autre.  (E.  Duporcq.) 

SOLUTION 
Par  M.   R.  Gilbekt. 

En  effet,  soient  abc  l'un  des  triangles  T,  a,  p,  y  les  points  de 
contact  avec  C  et  O  le  point  de  Brianchon  où  se  coupent  «a, 
b^,  cy-  Les  points  a,  p,  y  sont  les  points  de  concours  des 
diagonales  du  quadrangle  abOc.  Si  donc  F  passe  en  0,  le 
triangle  a^Y)   fl"^'  ^^^  inscrit  à  G,  est  conjugué  à  V. 

Il  y  a  alors  une  infinité  de  triangles  conjugués  à  l'une  quel- 
conque des  coniques  G,  V  et  inscrites  (ou  circonscrites;  à 
l'autre.  Si  le  triangle  T'  ou  a  b' c'  a  pour  contacts  a',  P',  y'  la 
polaire  a' y'  de  b  par  rapport  à  G  coupe  F  en  deux  points  con- 
jugués àx'y'.  Donc  2^'P'y'  est  conjugué  à  F  qui  passe  on  O'. 

1942. 

(1902,   p.   4S;,.| 

Soient  a,  b,  c,  d  quatre  points  d'une  conique  F,  et  soient 
a\  b'  1  c',  d'  les  points  où  cette  courbe  coupe  les  cercles  bcd, 
cda.,  dab^  abc.  Les  droites  aa.,  bb' ,  ce' ,  dd!  touchent  une  co- 
nique homothétique  et  concentrique  à  F. 

(E.  Dlporcq.) 

SOLUTION 
Par  -M.   U.  (jiLiJKitr. 

Montrons  que  aa'  et  bb' ^  par  exemple,  touchent  une  conique 
honiolliétique  et  concentrique  à  F.  Il  suffit  de  remarquer  que 
a'  b  et  ab'  sont  parallèles.  Transformons  alors  la  figure  de  façon 
que  les  points  à  l'infini  de  F  soient  les   points  cycliques  de  la 


(  ^1^  ) 

nouvelle  figure;  T  devient  un  cercle  G;  il  devient  alors  évident 
qu'il  y  a  un  cercle  concentrique  à  G  et  tangent  aux.  transformées 
de  aa'  et  bb'. 

1943. 


Si  une  conique  variable  a  un  contact  du  quatrième 
ordre  avec  une  courbe  fixe  quelconque  le  lieu  de  son  centre 
est  une  courbe  tangente  à  la  droite  qui  joint  ce  centre  au 
point  de  contact.  (X.  Stouff.) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Gilbert. 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  D  par  rapport  aux  coniques 
qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  en  un  point  fixe  avec 
une  conique  fixe  est  une  droite  A;  car  ces  coniques  forment  un 
faisceau  tangentiel.  Gette  droite  passe  évidemment  parle  point 
fixe  Deux  coniques  infiniment  voisines  qui  ont  un  contact  du 
quatrième  ordre  en  deux  points  consécutifs  avec  une  courbe 
(juelconque  ont  un  contact  du  troisième  ordre  et  leurs  centres 
sont  deux  points  infiniment  voisins  d'une  droite  A. 


011ESTIO\S. 


1986.  D'un  |)oint  arbitraire  T  on  mène  à  une  parabole 
donnée  les  tangentes  TA,  TB.  Sur  la  normale  en  A  on  pro- 
jette orthogonalement  en  G  le  point  de  contact  B.  Du  point  T 
on  élève  la  perpendiculaire  TE  à  TG,  elle  coupe  en  E  la  nor- 
male en  A  :  quel  est  le  lieu  du  point  E  lorsque  T  varie  de 
position.  (Mannheim.) 

1987.  Si  les  segments  aa\  bb',  ce'  sont  eu  iiivcdution,  ainsi 
que  les  segments  aa",  bb",  ce",  les  poiuts  a,  b,  c  auront 
le  même  conjugué  dans  l(;s  trois  involutions  respectivement 
déterminées  par  les  segments  b' c"  et  c' b" ,  a' c"  et  c'a",  a' b" 
et  b'a".  (A.  TissOT.) 
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